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Предисловие

Эта книга посвящена методам решения основных типов неравенств 
школьного курса математики. Неравенства или системы неравенств 
являются обязательной частью ЕГЭ по математике (базового и про­
фильного уровней) и дополнительных вступительных испытаний в те 
вузы страны, где эти испытания сохранились. Пособие предназначено 
учащимся 7-11 классов, учителям, методистам и всем непосредственно 
связанным со школьным математическим образованием.

Настоящее издание включает восемь глав. Первая глава содержит 
основные факты и утверждения, связанные с неравенствами, а так­
же общими методами их решения: методом интервалов, методом вве­
дения новой переменной, методом знакотождественных множителей 
и др. Материал главы проиллюстрирован многочисленными примера­
ми решения задач; в конце каждого её параграфа даются упражнения 
по всем функционально-алгебраическим линиям школьного курса ма­
тематики, сгруппированные по два.

Каждая из семи следующих глав посвящена методам решения не­
равенств одной из таких линий: целых рациональных, дробно-рацио­
нальных, иррациональных, тригонометрических, показательных, лога­
рифмических, а также неравенств, содержащих знак абсолютной вели­
чины (модуля). Так же как и первая, эти главы содержат большое число 
примеров решения неравенств и систем неравенств. Главы 2-8 имеют 
одинаковую структуру и состоят из двух параграфов каждая. В пер­
вом параграфе рассматриваются простейшие неравенства и системы 
неравенств соответствующей функционально-алгебраической линии, 
во втором — более сложные неравенства и системы неравенств. Перед 
изучением материала второго параграфа каждой из этих глав следует 
повторить общие методы решения неравенств по первой главе посо­
бия. В конце каждого параграфа приводятся упражнения, сгруппиро­
ванные по два, а в конце каждого параграфа глав 2-8 также предлага­
ются и диагностические работы. Таким образом, пособие содержит 14 
диагностических работ (в двух вариантах по 12 задач каждый). Задания 
в диагностических работах даны с избытком: учитель может отобрать 
необходимые задачи в нужном количестве в соответствии с уровнем 
класса и образовательными целями.

Наряду со стандартными в пособии рассматриваются и методы ре­
шения неравенств, традиционно относимые к нестандартным. Эти ме­
тоды основываются прежде всего на свойствах монотонных и ограни­
ченных функций. Отметим, что эта книга позволяет получить первые 
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представления о таких методах. Для более детальной проработки мето­
дов решения нестандартных неравенств нужно обратиться к пособию: 
Шестаков С. А. ЕГЭ 2020. Математика. Задачи с параметром. Задача 18 
(профильный уровень) (М.: МЦНМО, 2020).

Автор признателен и благодарен редактору О. А. Васильевой за 
замечания и предложения, в немалой степени способствовавшие суще­
ственному улучшению рукописи и появлению этой книги.



Глава 1. Общие методы решения неравенств

§ 1.1. Основные понятия и факты

В школьном курсе математики можно выделить шесть следующих 
основных числовых и функционально-алгебраических линий (в поряд­
ке их появления в учебниках), в соответствии с которыми и структури­
рована основная часть этого пособия:

• целые числа, степени с натуральным показателем, целые алгеб­
раические выражения (многочлены), целые рациональные функ­
ции,

• дроби, степени с целым отрицательным показателем, алгебраи­
ческие дроби, дробно-рациональные функции,

• корни, степени с дробным показателем, иррациональные алгеб­
раические выражения, иррациональные функции,

• тригонометрические выражения, тригонометрические функции,
• степени с действительным показателем, показательные выраже­

ния, показательная функция,
• логарифмы, логарифмические выражения, логарифмическая 

функция.
Чтобы сделать классификацию однозначной и облегчить поиск нуж­
ных задач, условимся, что хронология изучения темы является клю­
чевым признаком классификации, т. е. если, например, в некотором 
уравнении или неравенстве переменная содержится и под знаком кор­
ня, и под знаком логарифма, будем считать его логарифмическим, а не 
иррациональным, поскольку логарифмы изучаются позже корней.

Тем самым любое уравнение или неравенство школьного курса ма­
тематики можно однозначно отнести к одному из следующих типов 
в соответствии с перечисленными функционально-алгебраическими 
линиями: целое рациональное (слово «рациональное» в дальнейшем 
для экономии места будем опускать), дробно-рациональное, иррацио­
нальное, тригонометрическое, показательное, логарифмическое. Преж­
де чем переходить к изложению общих методов решения неравенств, 
напомним основные понятия, определения и факты, связанные с нера­
венствами и уравнениями (решение уравнений часто является состав­
ной частью решения неравенств).

Значение любого алгебраического выражения /(х) при любом до­
пустимом значении переменной х либо положительно (в этом случае 
пишут/(х) > 0), либо отрицательно (в этом случае пишут/(х) < 0), ли­
бо равно нулю (в этом случае пишут f (х) = 0). Любая математическая 
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формула является высказыванием, предложением, написанным на ма­
тематическом языке. Высказывания f(x) > 0 (читается: f (х) больше 
нуля), /(х) <0 (читается: /(х) меньше нуля), /(х) ДО (читается: /(х) 
больше или равно нулю или f (х) не меньше нуля) и /(х) 0 (читает­
ся: f (х) меньше или равно нулю или /(х) не больше нуля) называют 
неравенствами с одной переменной, а высказывание f (х) = 0 (чита­
ется: /(х) равно нулю)—уравнением с одной переменной. Неравен­
ства /(х) > 0 и f (х) < 0 называются строгими, а неравенства /(х) > 0 
И f (х) <0— нестрогими. Заметим, что правая часть неравенства (урав­
нения) может быть отличной от нуля. В этом случае строгое неравен­
ство записывается в виде /(х) >g(x) или /(х) <g(x), нестрогое нера­
венство— в виде /(х) >g(x) или /(х) ^g(x), а уравнение — в виде 
/(x) = g(x).

Число называется решением неравенства (корнем уравнения), если 
при его подстановке вместо переменной в данное неравенство (урав­
нение) получается верное числовое неравенство (равенство). Решить 
неравенство (уравнение) —значит найти множество всех его решений 
(корней). Поэтому в ответе предпочтительнее указывать именно мно­
жества чисел, используя для записи нескольких непересекающихся мно­
жеств знак объединения «и» либо просто точку с запятой. В этом смыс­
ле использование в качестве ответа, например, записи х > 1 менее 
удачно по сравнению с записью (1; +<»), поскольку х> 1 является нера­
венством, а (1; +оо) —множеством его решений.

Если неравенство (уравнение) не имеет ни одного решения (кор­
ня), то множество его решений (корней) не содержит ни одного эле­
мента (такое множество называется пустым). Подобные ситуации вре­
мя от времени встречаются — в том числе и на экзаменах, к ним надо 
быть готовыми. В таких случаях для записи ответа используют символ 
пустого множества 0 либо просто пишут: «решений нет». Ответ в фор­
ме «х е 0» является математически не вполне грамотным, поскольку 
пустое множество по определению не содержит ни одного элемента. 
Для записи конечных числовых множеств используют фигурные скоб­
ки {}, в которых через точку с запятой (не через запятую — чтобы 
исключить путаницу, поскольку запятой отделяются дробные части де­
сятичных дробей) записывают числа (обычно в порядке возрастания), 
являющиеся решениями неравенства (корнями уравнения).

Важной частью общей математической культуры, необходимой для 
решения неравенств, является умение делать логический перебор, про­
водить доказательные рассуждения, отвечать на вопросы о знаках и чис­
ле решений неравенства даже в тех случаях, когда решать неравенство 
не требуется или найти решение не представляется возможным. Раз­
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витию и тренировке навыков логического перебора, умения анализи­
ровать условие и делать обоснованные умозаключения и выводы, на­
ходить стратегию решения посвящена значительная часть упражнений 
этого параграфа.

Пример 1. Сеня сказал, что написанное на доске неравенство име­
ет менее 11 целочисленных решений, а Веня—что менее 12. Учитель 
ответил, что прав только один из них. Сколько целочисленных реше­
ний имеет это неравенство?

Решение. Если утверждение Сени истинно и неравенство имеет 
менее 11 целочисленных решений, то и утверждение Вени истинно, 
что противоречит условию истинности только одного из утверждений. 
Значит, утверждение Сени ложно, а утверждение Вени истинно, г. е. 
неравенство имеет не менее 11, но менее 12 целочисленных решений. 
Единственное целое число, отвечающее такому требованию, — это 11.

Ответ: 11.
,, о тт 59 47Пример 2. Неравенство ■ > —______ :

V 4х2 + 7 v 5 у2 + 9
1) не имеет решений;
2) справедливо только при х 0;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при х = 0.

Укажите номера истинных утверждений.
Решение. Числитель дроби в левой части неравенства больше 

числителя дроби в правой части неравенства, а знаменатель меньше 
знаменателя в правой части при любом значении переменной. Поэто­
му дробь в левой части неравенства больше дроби в правой его части. 
Следовательно, истинно утверждение 3.

Ответ: 3.
Пример 3. Укажите номера тех неравенств, которые не имеют от­

рицательных решений:
1) (х+ 2)2(7х18 - 9х5 — 5) § 0;
2) 2х2-7х + 6<0;
3) 2 +7х8 - 18х17 < 0;
4) х2-56789г-98765<0;
5) х2 -7777x4- 77777 <0.

Решение. Рассмотрим последовательно каждое из пяти данных 
неравенств. Число х = — 2 является, очевидно, решением неравенства 1. 
Следовательно, это неравенство имеет по крайней мере одно отрица­
тельное решение. Квадратное неравенство 2 легко решить стандарт­
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ным способом; его решением является промежуток (1,5; 2). Следова­
тельно, это неравенство не имеет отрицательных решений. Неравен­
ство 3 едва ли возможно решить школьными методами, но ответ на во­
прос задачи этого и не требует. Действительно, если предположить, что 
какое-то отрицательное число является решением этого неравенства, 
то мы получим противоречие: ведь при любом отрицательном значе­
нии переменной левая часть неравенства заведомо принимает только 
положительные значения. Следовательно, это неравенство не имеет 
отрицательных решений. Решить квадратное неравенство 4, разумеет­
ся, можно, но это потребует несоразмерных ему арифметических по­
двигов. Поскольку находить решения вовсе необязательно, попробуем 
порассуждать. Графиком квадратичной функции

у = х2 — 56789% -98765

является парабола, ветви которой направлены вверх. Так как у(0) = 
= -98765 < 0, этот график пересекает ось абсцисс в двух точках, распо­
ложенных по разные стороны от начала координат, и при любом значе­
нии переменной, заключённом между ними, лежит ниже оси абсцисс. 
Следовательно, неравенство 4 имеет отрицательные решения. Этот же 
результат можно было получить, используя формулы Виета. Восполь­
зуемся ими для ответа на вопрос о существовании отрицательных ре­
шений у неравенства 5. Если дискриминант квадратного трёхчлена 
в левой части неравенства 5 неположителен, то оно не имеет решений 
(в том числе и отрицательных). Если дискриминант положителен, то 
решением неравенства является интервал, концы которого — корни 
квадратного трёхчлена х2 - 7777х + 77777. Из формул Виета следует, 
что оба корня этого трёхчлена (если они существуют) положительны, 
поскольку их произведение и сумма положительны. Поэтому и при 
положительном дискриминанте левой части неравенство 5 не имеет 
отрицательных решений. Заметим, что и в случае неравенства 2 можно 
было использовать рассуждения, аналогичные предыдущим.

Ответ: 2; 3; 5.
Навыки, полученные при решении подобных задач, помогут нахо­

дить оптимальные пути решения, рассматривать меньшее число слу­
чаев, анализировать полученные ответы на возможные ошибки и т. п.

Если нужно найти все значения переменной, каждое из которых 
является как решением неравенства /(х) > 0 (уравнения /(х) = 0), так 
и решением неравенства g(x) > 0 (уравнения g(x) = 0), то говорят, 
что задана система неравенств /(х) > 0 и g(x) > 0 (система уравнений 
f(x} = 0 и g(x) = 0), а записывают и систему неравенств, и систему 
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уравнений с помощью фигурной скобки:
f/(x) >о,
■. Q — система неравенств,

(7(х) = 0,
j , , Q — система уравнении.

Знаки неравенств системы могут быть любыми из четырёх возможных, 
правые части неравенств (уравнений) системы могут быть отличны от 
нуля, система может состоять из трёх и более неравенств (уравнений), 
содержать наряду с неравенствами и уравнения (такие системы иногда 
называют смешанными). Решить систему неравенств (уравнений) — 
значит найти множество её решений. В большинстве случаев (но не 
всегда!) для этого ищут множество решений каждого из неравенств 
системы, а затем — пересечение (общую часть) полученных множеств. 
Что касается систем уравнений с одной переменной, здесь часто можно 
обойтись без решения всех уравнений системы, решив только одно — 
наиболее простое — из её уравнений и выполнив проверку найденных 
корней путём их подстановки в остальные уравнения системы. Разу­
меется, это касается только систем уравнений с одной переменной; 
для систем уравнений с двумя и более переменными такой приём «не 
работает».

789,
Пример 4. Система неравенств (F F (789х73I-89х72 + 9 < 0:
1) не имеет решений;
2) не имеет положительных решений;
3) не имеет отрицательных решений;
4) имеет и отрицательные, и положительные решения;
5) выполняется при любом действительном х.

Укажите номера истинных утверждений.
Решение. Понятно, что решение второго неравенства данной си­

стемы едва ли возможно. Попробуем доказать или опровергнуть дан­
ные утверждения, подобрав, где необходимо, соответствующие приме­
ры. Ясно, что, например, х = — 1 является решением каждого из нера­
венств системы. Поэтому утверждения 1 и 3 ложны. Далее, при любом 
положительном значении переменной левая часть второго неравен­
ства системы положительна. Поэтому это неравенство не имеет поло­
жительных решений. Следовательно, и вся система не имеет положи­
тельных решений. Значит, утверждения 4 и 5 ложны, а утверждение 2 
истинно.

Ответ: 2.
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Пример 5. Решите систему неравенств

хI 2 + (х2 — 5) (х2 - 4) < 4, 
х27 + 2х26 + 7х +13 < 0.

I f И > 0, 

<j g(x) = О, 

I х е [а; Ь],

т. е. записи, в которых наряду с уравнениями и неравенствами в си­
стему включаются и другие высказывания (в приведённом примере: 
хе [a; b]). С формальной точки зрения такую запись именно в посо­
биях для средней школы следует признать не вполне удачной: ведь ни 
в одном из учебников не вводится понятие системы высказываний, и, 
несмотря на то что интуитивно понятно, какой смысл вкладывается 
в подобные записи, их лучше избегать, заменяя высказывания вида 
хе [а; Ь] неравенствами (в данном случае неравенством а <xs' Ь).

Решение. О втором неравенстве данной системы можно сказать 
только одно: оно не имеет ни одного неотрицательного решения, по­
скольку при любом неотрицательном значении переменной его левая 
часть положительна. Поэтому решениями второго неравенства систе­
мы могут быть только отрицательные числа. Решим первое неравен­
ство, перенеся 4 в левую часть и выполнив разложение на множители:

х2 — 4+(х2 — 5)(х2 — 4) < 0 фф (х2-4)(х2-5 + 1)«( 0,

и, значит, (х2 — 4)2 0. Если х2 — 4^ 0, то (х2 — 4)2 > 0 и первое нера­
венство не имеет решений. Значит, х2 — 4 = 0, откуда х = ±2. Таким об­
разом, первое неравенство данной системы имеет ровно два решения. 
Поскольку никакое положительное число не может быть решением 
второго неравенства системы, её единственным возможным решением 
является х = — 2. При х = —2 левая часть второго неравенства системы 
принимает вид

(—2)27+ 2(—2)26 4-7(—2) +13 = -227 + 227- 14+13 = -1.

Значит, х= — 2 является решением и второго неравенства системы.
Ответ: {-2}.

Замечание. В некоторых пособиях, преимущественно издаваемых 
подготовительными отделениями университетов и других вузов (но не 
только), можно встретить записи вида
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Если нужно найти все значения переменной, каждое из которых 
является или решением неравенства f (х) > 0 (уравнения /(х) = 0), или 
решением неравенства g(x) > 0 (уравнения g(x) = 0), то говорят, что 
задана совокупность неравенств (совокупность уравнении), а записы­
вают и совокупность неравенств, и совокупность уравнений с помо­
щью квадратной скобки:

№) > 0,
g(x) > 0 —совокупность неравенств, 

/(х) = О, 
g(x) = О — совокупность уравнений.

неравенств

Знаки неравенств совокупности могут быть любыми из четырёх воз­
можных, правые части неравенств (уравнений) совокупности могут 
быть отличны от нуля, совокупность может состоять из трёх и более 
неравенств (уравнений), содержать наряду с неравенствами и урав­
нения. Решить совокупность неравенств (уравнений) — значит най­
ти множество решений каждого из неравенств (уравнений) совокуп­
ности, а затем найти объединение полученных множеств. Итак, со­
всем коротко: система — пересечение, совокупность — объединение. 
Поэтому, например, высказывание х е [а; Ь] можно заменить системой 

„—„„„„„„„ ! А а вь1сказь1вание х е (— оо; а] и [Ь; +°о) можно заме- 

х<а, 
нить совокупностью неравенств .. ,

При каждом допустимом значении переменной значение любого 
алгебраического выражения является числом, поэтому далее для крат­
кости и экономии места будем иногда — если это не противоречит
смыслу предложения — вместо словосочетания «значение выражения 
g(x)» использовать словосочетание «число g(x)». Например, при лю­
бом допустимом значении переменной из двух чисел f (х) - 5 и f (х) — 8 
меньшим, очевидно, является число /(х) — 8. Произведение двух чисел 
отрицательно в том и только том случае, если это числа разных знаков, 
т. е. меньшее из этих чисел отрицательно, а большее — положительно. 
Поэтому неравенство (/(х) — 5)(/(х) - 8) < 0 можно заменить систе­
мой неравенств

/(х)-8< 0, 
f(x)-5 > 0.

Произведение двух чисел положительно в том и только том случае, 
если это числа одного знака, т. е. если меньшее из этих чисел поло­
жительно (тогда и большее число положительно) или большее из этих 



12 Глава 1. Общие методы решения неравенств

чисел отрицательно (тогда и меньшее число отрицательно). Поэтому 
неравенство (/(х) — 5)(/(х) — 8) > 0 можно заменить совокупностью 
неравенств

7(х) -8> О, 
f(x)-5< 0.

Разумеется, такие замены возможны только при допустимых значе­
ниях переменной.

Определение 1. Областью допустимых значений (ОДЗ) уравнения 
или неравенства будем называть множество всех значений перемен­
ной, при каждом из которых определены (имеют смысл) все алгебра­
ические выражения в каждой из двух частей уравнения или неравен­
ства. Областью допустимых значений (ОДЗ) системы уравнений или 
неравенств будем называть пересечение областей допустимых значе­
ний каждого из уравнений или неравенств системы, т. е. множество 
всех значений переменной, при каждом из которых определены (име­
ют смысл) все алгебраические выражения в каждой из двух частей 
каждого уравнения или неравенства системы.

Из шести основных типов алгебраических выражений школьного 
курса три дают ограничения на переменную. Эти ограничения и опре­
деляют ОДЗ уравнения, неравенства, системы или совокупности.

Таблица 1

Алгебраическое выражение Ограничение

алгебраическая дробь — g(x)70

иррациональное алгебраическое выражение

степень с дробным показателем (/(х)7 
(neN, п> 1, meZ, — — несократимая дробь)

o' 
о

Л 
V

 
о 

51е 51
е 

Л\ 
S 

S
л 

л
« 

и 

л\ 
Л

S 
S

логарифмическое выражение log,.-,,/’7) ■
/(х)>0,
g(x)>0, 
g(x)01

Замечание. Помимо основных приведённых в таблице алгебраи­
ческих выражений ограничения на переменную дают ещё arcsin/(x) 
и arccos/(x), ОДЗ которых определяется неравенством —1 </(х) < 1.



§ 1.1. Основные понятия и факты 13

В некоторых задачах именно исследование ОДЗ даёт ключ к реше­
нию и без такого исследования решить задачу попросту невозможно.

Пример 6. Решите систему неравенств

( 13¥ & + 1п2(х— 7) > 13, 
17-1-713-х >7*"12.

Решение. Поскольку 1п2(х — 7) определён при х > 7, а 713 — х — 
прих7 13, ОДЗ данной системы неравенств — промежуток (7; 13]. Ес­
ли х > 7, то 13v 6 > 13, а 1п2(х - 7) > 0. Поэтому 13 х 6 + 1п2(х - 7) > 13 
и первое неравенство данной системы выполнено при любом х > 7. 
Если х 4 13, то 713 —х^ 0, 7+ 713 —х > 7, a 7V'12 7. Поэтому второе 
неравенство данной системы выполнено при любом х < 13. Таким об­
разом, именно ОДЗ данной системы неравенств является её решением.

Ответ: (7; 13].
Пример 7. Решите неравенство

х2 + \/х2 — 81 81 + \/х2 — 81.

Решение. Левая и правая части неравенства определены при усло­
вии неотрицательности подкоренного выражения, г. е. при х2 — 81 > 0, 
откуда х2 ?:■ 81. При допустимых значениях переменной неравенство 
приводится к виду х2 81. Приходим к системе

(х2 » 81,
[х2 £ 81,

откуда х2 = 81 и х = ±9.
Ответ: {±9}.
Замечание. Как видно из рассмотренного примера, в некоторых 

случаях можно обойтись без формального решения неравенств, задаю­
щих ОДЗ. Как правило, это применимо к задачам, в которых ОДЗ нуж­
на преимущественно для отбора корней уравнения или — в некоторых 
случаях — решений неравенства.

В тех случаях, когда вариант ЕГЭ по математике содержит систему 
двух неравенств с одной переменной, за её верное решение обычно да­
ётся три первичных балла: по баллу за правильное решение каждого из 
неравенств системы и третий балл — за правильно найденное решение 
всей системы. Однако существуют системы неравенств, для которых 
нельзя решить одно из неравенств системы (или даже нельзя найти 
множество решений ни одного из неравенств системы), а множество 
решений всей системы найти, тем не менее, удаётся.
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Определение 2. Если каждое решение первого неравенства явля­
ется и решением второго, то второе неравенство называется следстви­
ем первого. Аналогично если каждый корень первого уравнения яв­
ляется и корнем второго, то второе уравнение называется следствием 
первого.

Из этого определения вытекает, что множество корней данного урав­
нения содержится в множестве корней уравнения-следствия. Перейдя 
от данного уравнения к уравнению-следствию, найдя корни последне­
го и проверив, какие из них являются корнями данного (такая провер­
ка осуществляется непосредственной подстановкой найденных корней 
в данное уравнение), можно найти все корни данного уравнения. Кор­
ни уравнения-следствия (решения неравенства-следствия), не являю­
щиеся корнями данного уравнения (решениями данного неравенства), 
часто называют посторонними корнями (решениями). Таким образом, 
одним из методов решения уравнений является переход к уравнению- 
следствию, который при записи решения обозначается стрелкой «=>». 
Переход к уравнению-следствию, как правило, связан с расширением 
ОДЗ, которое обычно происходит после какого-либо алгебраического 
преобразования: возведения в чётную степень, освобождения от зна­
менателя, логарифма или модуля. Вместо непосредственной подста­
новки найденных корней в данное уравнение можно подставлять кор­
ни лишь в неравенства, невыполнение которых и приводит к появле­
нию посторонних корней.

Таблица 2

Данное уравнение Уравнение-следствие Проверяемые неравенства
^ = о 
g(x)

ftf) = 0 g(x)/0

v7w=g(x) fW=g2W

g(x)J=0 
(неравенство /(x) 0, задающее
ОДЗ данного уравнения, проверять 
не нужно: оно выполняется для 
всех найденных значений перемен­
ной, поскольку при каждом из них 
/(x) = g2(x), а g (,v) . 0)

logaW/(x) = b /(x) = (a(x))b

a(x)>0, a(x)/l 
(неравенство /(x) > 0 проверять не 
нужно: оно следует из того, что 
а (х) > 0 и, значит, f (х) = (а (х))ь > 0)

l/(x)| = g(x) /(x) = ±g(x) g(.v) 0
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Для неравенств рекомендовать аналогичный метод решения (пере­
ход к неравенству-следствию), как правило, нельзя: число корней урав­
нения в большинстве случаев конечно (именно это позволяет выпол­
нить проверку и отобрать корни данного уравнения из множества кор­
ней уравнения-следствия), а число решений неравенства, как правило, 
бесконечно, и подобную проверку выполнить просто невозможно. Од­
нако в некоторых случаях именно переход к неравенству-следствию по­
могает решить задачу. В таких случаях, как уже отмечалось, невозмож­
но найти решение одного (а иногда и каждого) из неравенств систе­
мы, но решение всей системы найти, тем не менее, возможно, причём 
такую возможность даёт именно переход к неравенству-следствию.

Пример 8. Решите систему неравенств

f \/x69-3x67-s/3x-l-78 < 6х2 - 9, 

х69-Зх™- Лх + 78 >х4.

Решение. Если а < Ъ и а с, то с < Ь. В нашем случае

а = 'Jх69 - Зх67 - а/Зх -г 78, b = 6х2 - 9, с = х4.

Следовательно, х4 < 6х2 — 9, откуда х4 — 6х2 + 9 < 0, т. е. (х2 - З)2 с: 0. 
Если х2 — 3 0, то (х2 — З)2 > 0. Поэтому полученное неравенство вы­
полняется, только если х2 = 3, откуда х = ±\/3. Таким образом, ес­
ли данная система имеет решения, то этими решениями могут быть 
только числа из множества {—а/3; а/3}. Остаётся выполнить проверку. 
Пусть х а/З. Тогда правая часть каждого из неравенств системы рав­
на 9. Найдём значение подкоренного выражения:

(а/3)69 — 3 • (а/3)67 — а/3 • а/3 + 78 = (л/З)69 — (л/3)69 — 3 + 78 = 75.

Поскольку O7S < 9, первое неравенство системы выполнено, а вто­
рое — нет. Значит, х = v 3 не является решением данной системы. Пусть 
х= — \/3. Тогда правая часть каждого из неравенств системы равна 9. 
Найдём значение подкоренного выражения:

(- а/3) 69 - 3 ■ (- а/3) 67 - а/3 ■ (- а/3) + 78 = - ( а/3 )69 + ( а/3) 69 -I- 3 + 78 = 81.

Поскольку а/81 = 9, оба неравенства системы выполнены. Значит, х = 
= — а/3 является решением данной системы.

Ответ: {-а/3}.
Замечание. Почленное сложение двух неравенств возможно, толь­

ко если это неравенства одного знака. При таком сложении получается 
неравенство, являющееся следствием данных неравенств. Аналогично 
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при почленном сложении двух уравнений получается уравнение, яв­
ляющееся следствием данных. Поэтому решения неравенства (корни 
уравнения) , полученного почленным сложением двух данных, должны 
быть проверены подстановкой в каждое из данных неравенств (уравне­
ний), как это было сделано при решении примера 2, либо неравенство 
(уравнение), являющееся следствием данных, должно быть включено 
в данную систему.

Конечно, рассмотренную систему нельзя считать стандартной. При 
решении стандартных неравенств или их систем переход к неравен­
ству-следствию не используется; здесь обычно применяют преобразо­
вания, которые не приводят к изменению множества решений данного 
неравенства или данной системы.

Определение 3. Два уравнения (неравенства) называются равно­
сильными, если они имеют одно и то же множество решений (это мно­
жество, в частности, может быть пустым, т. е. уравнения, не имеющие 
корней, или неравенства, не имеющие решений, равносильны).

Равносильными могут быть не только два уравнения, два неравен­
ства, две совокупности или две системы. В определении равносильно­
сти речь идёт лишь о множестве решений уравнения или неравенства. 
Поэтому неравенство может быть равносильно уравнению, совокупно­
сти или системе, и наоборот. Переход от данного уравнения (неравен­
ства) к равносильному уравнению (неравенству), равносильной сово­
купности или равносильной системе называется равносильным и при 
записи решения обозначается двусторонней стрелкой «< >». Такой пе­
реход не приводит ни к потере решений (корней), ни к приобретению 
посторонних решений (корней), и алгебраические преобразования, 
которые делают такой переход возможным, также называются равно­
сильными. Метод равносильных преобразований не требует проверки 
найденных решений путём их подстановки в данное уравнение или 
неравенство и является одним из основных методов решения уравне­
ний и неравенств. Для уравнений приведённую выше таблицу 2 можно 
теперь заменить таблицей 3.

Замечание. Одной из наиболее распространённых ошибок при за­
писи решений уравнений и неравенств является использование зна­
ков следования и равносильности при переходе от уравнения (нера­
венства, системы) с одной переменной к уравнению (неравенству, си­
стеме) с другой переменной (как правило, после выполнения замены 
переменной). Приведём пример такого ошибочного использования:

«пусть t = sinx, тогда 2 sin2 х — 3 sinx + 1 = 0 <=> 2t2 - 3t -I-1 = О».
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Таблица 3

Данное уравнение Равносильная система

g(x)
(g(x)^O, 
(/(х) = 0

■\/7w=g(x) rg(x) + 0, 
J(x) = (g(x))2

logafx)/Cx) = Ь -
a(x) > 0, 
a(x)/l, 

l/(x) = (a(x))b

l/(x)l = g(x) 1
O
q 

7*
 75

 * 
II
 II о

 
1 oq 7S

Ясно, что множества корней уравнений 2sin2x — 3sinx + 1 = 0 
и 2t2 — 3t + 1 = 0 различны, поэтому эти уравнения не являются рав­
носильными. Использование знака равносильности в данном случае 
может быть расценено экспертами, проверяющими вариант ЕГЭ, как 
математическая ошибка, связанная с незнанием или непониманием 
определения равносильности. Неправильным в данном случае будет 
и использование знака следования: уравнение 2t2 — 3t + 1 = 0 не явля­
ется, очевидно, следствием уравнения 2 sin2 х — 3 sinx +1 = 0, посколь­
ку множество корней тригонометрического уравнения не содержится 
в множестве корней квадратного. К сожалению, в огромном потоке 
литературы для подготовки к экзаменам подобные ошибки встречают­
ся сплошь и рядом—даже в тех из них, где приводится определение 
равносильности уравнений и неравенств. Едва ли это связано с недо­
статочной квалифицированностью авторов, скорее, речь идёт о некри­
тическом подходе к употреблению подобной символики и подмене зна­
ками равносильности и следствия таких слов и словосочетаний, как 
«тогда», «тогда и только тогда», «необходимо и достаточно», «следова­
тельно», «поэтому» и им подобных.

Неравносильные преобразования уравнений и неравенств с одной 
переменной связаны в основном с сужением или расширением ОДЗ 
уравнения или неравенства. В случае сужения ОДЗ может произойти 
потеря решений (корней), в случае расширения ОДЗ — приобретение 
посторонних решений (корней). Поэтому при каждом преобразовании 
нужно внимательно следить за ОДЗ, не допуская сужения или расши­
рения последней и руководствуясь следующими правилами.
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1. Перенос числа или одночлена из одной части уравнения или нера­
венства в другую с изменением знака (.плюс или минус) перед этим 
числом или одночленом на противоположный—равносильное преобра­
зование.

2. Приведение подобных слагаемых, не ведущее к изменению ОДЗ, — 
равносильное преобразование.

3. Умножение обеих частей неравенства на положительное число, 
а обеих частей уравнения на любое отличное от нуля число—равно­
сильное преобразование.

4. Умножение обеих частей неравенства на отрицательное число 
с изменением знака неравенства на противоположный—равносильное 
преобразование.

5. Возведение обеих частей уравнения или неравенства в чётную 
степень (в частности, в квадрат) при условии неотрицательности 
каждой из этих частей и допустимых значениях переменной—равно­
сильное преобразование.

Например, если g(x) У) 0, то неравенство Д f(x)< g(x) не имеет ре­
шений в силу неотрицательности арифметического квадратного кор­
ня. Поэтому должно выполняться условие g(x) > 0. Но в этом случае обе 
части неравенства уf(x) <g(x) неотрицательны и возведение в квад­
рат является равносильным преобразованием при допустимых значе­
ниях переменной. Таким образом,

(g(x) > 0,

\/f(x) < g(x) <=г < f(x) О, 
[f(x) < (g(x))2.

Аналогично если g(x) < 0, то неравенство |/(х)| <g(x) не имеет корней 
в силу неотрицательности модуля. Поэтому должно выполняться нера­
венство g(x) >0. Но в этом случае обе части неравенства |/(х)| <;g(x) 
неотрицательны, и возведение в квадрат является равносильным пре­
образованием при допустимых значениях переменной. Таким образом, 
учитывая, что квадрат числа и квадрат модуля этого числа равны, по­
лучаем следующее равносильное преобразование:

|/(х)| < еШ « fete))2

Более подробно равносильные преобразования будут рассмотрены при 
изложении методов решения неравенств для каждой функционально­
алгебраической линии школьного курса.
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То, что приведение подобных слагаемых не должно вести к измене­
нию ОДЗ, также весьма существенно. Например, если просто привести 
подобные слагаемые в неравенстве х2 4- Vx + 2 > 4 + а/х 4- 2, то будут 
получены посторонние решения. Последнее связано с расширением 
ОДЗ: неравенство х2 >4, в отличие от данного, не предполагает каких- 
либо ограничений на переменную, его решением является объедине­
ние промежутков (-<*>; —2] и [2; +<»). Равносильное же преобразова­
ние будет таким:

/------ •------ (х2 > 4х2 + \/х 4 2 4 4 + ух 4 2 <=> < ’
[х > -2.

С учётом второго неравенства системы получим правильный ответ: 
{—2} и [2; 4-°°).

Вообще, к изменению ОДЗ приводит не так много преобразований, 
поскольку входящих в школьную программу алгебраических выраже­
ний, требующих ограничений на переменную, всего три: это алгеб­
раические дроби, иррациональные выражения с корнями чётной сте­
пени и логарифмические выражения. При преобразованиях, связан­
ных с «освобождением» от корней чётной степени и логарифмов (т. е. 
с рационализацией иррациональных и логарифмических уравнений 
и неравенств), обычно происходит расширение ОДЗ, поэтому приме­
нение таких преобразований должно сопровождаться обязательным 
выписыванием соответствующих ограничений (условие неотрицатель­
ности алгебраического выражения под знаком корня чётной степени, 
условие положительности алгебраического выражения под знаком ло­
гарифма, условие положительности и неравенства единице алгебраи­
ческого выражения в основании логарифма, условие неотрицательно­
сти обеих частей уравнения или неравенства при возведении их в квад­
рат или другую чётную степень).

Что касается алгебраических дробей, то их знаменатели лучше «не 
трогать», используя при решении уравнений условие равенства дроби 
нулю (дробь равна нулю, если её числитель равен нулю, а знаменатель 
не равен нулю и не теряет смысла). При решении неравенств, содержа­
щих алгебраические дроби, грубой ошибкой является «избавление» от 
знаменателя: ведь его знак влияет на знак всей дроби и условия отли­
чия знаменателя от нуля в таких случаях недостаточно: в самом деле,

- а(х)знак дроби а-г-г зависит не только от знака ее числителя, но и от знака 
а(х)её знаменателя. Переход от неравенства -ууу > 0 к неравенству а (х) > О 

(даже при условии Ь(х) 0) означает, в сущности, умножение обеих 
а(х) _ , , ,частей неравенства уууу > 0 на о(х) с сохранением знака неравенства. 
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Но знак неравенства сохраняется только при условии Ь(х) > 0, случай 
же Ь(х) < 0 при таком преобразовании попросту игнорируется. Ана­
логично грубой ошибкой является переход, например, от неравенства 

т---т > 1 к неравенству ц(х) > Ь(х), поскольку такое преобразование 
допустимо только при Ь(х) > 0, а случай Ь(х) < 0 при этом обычно 
даже не рассматривается, что приводит к потере решений или к по­
явлению лишних решений. При решении дробно-рациональных нера­
венств обычно все алгебраические выражения переносятся в одну из 
частей неравенства и приводятся к общему знаменателю. Например, 

правильным началом решения неравенства 77777 > 1 является следую­
щая цепочка равносильных преобразований:

а(х) „ а(х) _ „ я(х) -Ь(х) .
Ь(х) Ь(х) Ь(х)

Более подробно дробно-рациональные неравенства будут рассмотрены 
в соответствующей главе.

К сужению ОДЗ в основном приводят преобразования, связанные 
с недостаточно чётко понятыми свойствами корней и логарифмов. Так, 
переход от корня из произведения к произведению корней может по­
требовать рассмотрения двух случаев, ведь подкоренное число неотри­
цательно, если числа а(х) и Ь(х) оба неотрицательны либо оба неполо­
жительны. Поэтому

\/а(х)Ь(х) = \/ а (х) т/ЫЮ

лишь при а(х) > 0 и Ь(х) > 0, а при а(х) < 0 и Ь(х) < 0 получаем

\/ а(х)Ь(х) = ^-аМ^-ЬМ.

Аналогично переход от логарифма произведения к сумме логарифмов 
может также потребовать рассмотрения двух случаев:

logc.(a(x)b(x)) = logc.a(x)+ logc.b(x)
при условиях а(х) > 0 и Ь(х) > 0 и

logc(a(x)b(x)J = logc(-a(x))-rlogc(-b(x))
при а(х) < 0 и Ь(х) < 0. Уже из этих примеров ясно, что выполнение 
таких преобразований (подробнее о них говорится в главах, посвя­
щённых иррациональным и логарифмическим неравенствам) требует 
внимательности, тщательности и аккуратности.

Наиболее общие методы решения неравенств с одной переменной, 
применимые к решению неравенств каждой из шести функционально­
алгебраических линий школьного курса математики, будут рассмотре­
ны в следующих параграфах этой главы.
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Упражнения к § 1.1

1. а) Паша сказал, что написанное на доске неравенство имеет бо­
лее 5 целочисленных решений, а Саша—что более 6. Учитель 
ответил, что прав только один из них. Сколько целочисленных 
решений имеет это неравенство?

б) Маша сказала, что написанное на доске неравенство имеет ме­
нее 8 целочисленных решений, а Даша — что менее 9. Учитель 
ответил, что права только одна из них. Сколько целочисленных 
решений имеет это неравенство?

2. а) Паша сказал, что написанное на доске неравенство имеет более
5 целочисленных решений, Саша — что более 6, а Витя — что 
более 7. Учитель ответил, что прав только один из них. Сколько 
целочисленных решений имеет это неравенство?

б) Маша сказала, что написанное на доске неравенство имеет ме­
нее 9 целочисленных решений, Даша — что менее 8, а Глаша — 
что менее 7. Учитель ответил, что права только одна из них. 
Сколько целочисленных решений имеет это неравенство?

3. а) Перед днём рождения Иры Лена сказала, что Ире подарят не
меньше 9 кукол, а Вера — что не больше 7. Сколько кукол пода­
рили Ире, если и Лена, и Вера ошиблись?

б) Перед хоккейным матчем Витя сказал, что будет заброшено не 
менее 12 шайб, а Ваня — что не более 10. Сколько шайб было 
заброшено, если и Витя, и Ваня ошиблись?

4. а) Определите, сколько шайб было заброшено в ворота команды
«Алмаз», если из следующих четырёх утверждений о результате 
матча хоккейных команд «Рубин» и «Алмаз» три истинны, а од­
но — нет:
1) выиграл «Рубин»;
2) матч закончился вничью;
3) в матче было заброшено 9 шайб;
4) «Рубин» пропустил больше трёх шайб.

б) Определите, сколько шайб было заброшено в ворота команды 
«Рубин», если из следующих четырёх утверждений о результате 
матча хоккейных команд «Рубин» и «Алмаз» три истинны, а од­
но — нет:
1) выиграл «Алмаз»;
2) матч закончился вничью;
3) в матче было заброшено 11 шайб;
4) «Рубин» забросил больше четырёх шайб.
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5. а) Определите, сколько шайб было заброшено в ворота команды
«Восток», если из следующих пяти утверждений о результате 
матча хоккейных команд «Восток» и «Запад» четыре истинны, 
а одно — нет:
1) выиграл «Восток»;
2) выиграл «Запад»;
3) «Восток» забросил больше трёх шайб;
4) «Запад» забросил больше двух шайб;
5) в матче было заброшено 8 шайб.

б) Определите, сколько шайб было заброшено в ворота команды 
«Запад», если из следующих пяти утверждений о результате мат­
ча хоккейных команд «Восток» и «Запад» четыре истинны, а од­
но — нет:
1) выиграл «Восток»;
2) выиграл «Запад»;
3) «Восток» забросил больше четырёх шайб;
4) «Запад» забросил больше трёх шайб;
5) в матче было заброшено 10 шайб.

6. а) Из пяти следующих утверждений о результатах матча хоккей­
ных команд «Угольник» и «Циркуль» три истинны, а два — нет:
1) выиграл «Угольник»;
2) «Угольник» забросил 5 шайб;
3) матч закончился вничью;
4) всего в матче было заброшено 11 шайб;
5) выиграл «Циркуль»,
Определите, с каким счётом закончился матч, и укажите побе­
дителя (в том случае, если матч завершился победой одной из 
команд).

б) Из пяти следующих утверждений о результатах матча хоккей­
ных команд «Угольник» и «Циркуль» три истинны, а два — нет:
1) выиграл «Угольник»;
2) «Циркуль» забросил 6 шайб;
3) матч закончился вничью;
4) всего в матче было заброшено 15 шайб;
5) выиграл «Циркуль».
Определите, с каким счётом закончился матч, и укажите побе­
дителя (в том случае, если матч завершился победой одной из 
команд).
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7. а) Определите, сколько шайб было заброшено в ворота команды
«Апельсинус», если из следующих шести утверждений о резуль­
тате матча хоккейных команд «Кокосинус» и «Апельсинус» че­
тыре истинны, а два — нет:
1) выиграл «Кокосинус»;
2) выиграл «Апельсинус»;
3) матч закончился вничью;
4) в матче было заброшено 14 шайб;
5) «Кокосинус» забросил менее семи шайб;
6) «Апельсинус» забросил менее девяти шайб.

б) Определите, сколько шайб было заброшено в ворота команды 
«Каштангенс», если из следующих шести утверждений о резуль­
тате матча хоккейных команд «Апельсинус» и «Каштангенс» че­
тыре истинны, а два — нет:
1) выиграл «Каштангенс»;
2) выиграл «Апельсинус»;
3) матч закончился вничью;
4) в матче было заброшено 12 шайб;
5) «Каштангенс» забросил больше четырёх шайб;
6) «Апельсинус» забросил больше шести шайб.

8. а) Найдите число сторон выпуклого многоугольника, если из сле­
дующих четырёх утверждений о нём истинно только одно:
1) сумма углов многоугольника больше 500°;
2) сумма углов многоугольника больше 600°;
3) сумма углов многоугольника больше 700° ;
4) сумма углов многоугольника больше 800°.

б) Найдите число сторон выпуклого многоугольника, если из сле­
дующих четырёх утверждений о нём истинно только одно:
1) сумма углов многоугольника меньше 500°;
2) сумма углов многоугольника меньше 600°;
3) сумма углов многоугольника меньше 700°;
4) сумма углов многоугольника меньше 800°.

9. а) Найдите число сторон выпуклого многоугольника, если из сле­
дующих четырёх утверждений о нём истинны ровно два:
1) сумма углов многоугольника больше 300°;
2) сумма углов многоугольника больше 500°;
3) сумма углов многоугольника больше 700°;
4) сумма углов многоугольника больше 900°*

б) Найдите число сторон выпуклого многоугольника, если из сле­
дующих четырёх утверждений о нём истинны ровно два:
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1) сумма углов многоугольника меньше 400°;
2) сумма утлов многоугольника меньше 600° ;
3) сумма углов многоугольника меньше 800°;
4) сумма углов многоугольника меньше 1000°.

10. а) Найдите число сторон выпуклого многоугольника, если из сле­
дующих четырёх утверждений о нём истинны только три:
1) сумма углов многоугольника больше 600°;
2) сумма углов многоугольника больше 700°;
3) сумма углов многоугольника больше 800°;
4) сумма утлов многоугольника больше 900°.

б) Найдите число сторон выпуклого многоугольника, если из сле­
дующих четырёх утверждений о нём истинны только три:
1) сумма углов многоугольника меньше 300°;
2) сумма углов многоугольника меньше 500°;
3) сумма углов многоугольника меньше 700°;
4) сумма углов многоугольника меньше 900°.

11. а) Найдите число сторон выпуклого многоугольника, если из сле­
дующих четырёх утверждений о нём истинны все четыре:
1) сумма углов многоугольника больше 400°;
2) сумма углов многоугольника больше 500°;
3) сумма утлов многоугольника меньше 600°;
4) сумма углов многоугольника меньше 700°;

б) Найдите число сторон выпуклого многоугольника, если среди 
следующих четырёх утверждений о нём нет ни одного истинно­
го:
1) сумма углов многоугольника меньше 600°;
2) сумма углов многоугольника меньше 700°;
3) сумма углов многоугольника больше 800°;
4) сумма утлов многоугольника больше 900°.

12. а) Найдите множество решений некоторого неравенства, если из
трёх следующих утверждений два истинны, а одно — нет:
1) множеством решений этого неравенства является интервал 

(7; 11);
2) множеством решений этого неравенства является интервал 

(9; 13);
3) число 8 является решением этого неравенства.

б) Найдите множество решений некоторого неравенства, если из 
трёх следующих утверждений два истинны, а одно — нет:
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1) множеством решений этого неравенства является интервал 
(-7; 10);

2) множеством решений этого неравенства является интервал 
(-8; 11);

3) число 10 является решением этого неравенства.
13. а) Найдите целое число а, если из двух следующих утверждений

верно только одно:
1) а >-17; 2) а >-18.

б) Найдите целое число а, если из двух следующих утверждений 
верно только одно:
1) а <-17; 2) а <-18.

14. а) Какие целые значения может принимать переменная а, если из
двух следующих утверждений верно только одно:
1) ае(-7;4); 2) а е(-8; 6)?

б) Какие целые значения может принимать переменная а, если из 
двух следующих утверждений верно только одно:
1) а е С-5; 6); 2)ае(-7;7)?

15. а) Какие натуральные значения может принимать переменная а,
если из двух следующих утверждений верно только одно:

J 25 а 11’ 2 23 а 12'
б) Какие целые значения может принимать переменная а, если из 

двух следующих утверждений верно только одно:
1) -±<1< 1- 2)-i<i<-i?
J 12 а 19’ ’ 13 а 17'

16. а) Укажите номера тех неравенств, которые не имеют отрицатель­
ных решений:
1) (х + 3)2(х-2) >0; 4) х2 — 123х —1234< 0;
2) х2 —5х + 4<0; 5) х2-х + 123<0.
3) 6 + 5х2 — 12х3<0;

б) Укажите номера тех неравенств, которые не имеют положитель­
ных решений:
1) (х 3)'"'(х : 2) < 0: 4) х2+ 432х —4321 < 0;
2) х2 — 8х+160; 5)х3-х + 432<0.
3) 11х3 + 7х2 + 13х + 5 <0;

17. а) Неравенство 3(х - 4) (х - 7) 11 (х - 4) (х - 7):
1) не имеет решений;
2) справедливо только при х = 4 или х = 7;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо при всех х е [4; 7];
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5) справедливо при всех хе (—°о; 4] и [7; +®0. 
Укажите номера истинных утверждений.

б) Неравенство 13(х — 5)(х — 6) < 6(х — 5)(х — 6):
1) не имеет решений;
2) справедливо только при X =5 или х = 6;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо при всех х е [5; 6];
5) справедливо при всех х е (—оо; 5] и [6; +оо).
Укажите номера истинных утверждений.

fx 7 s 31,
18. а) Система неравенств { 17Е [17х17 + 12х12-I-4< 0:

1) не имеет решений;
2) не имеет положительных решений;
3) не имеет отрицательных решений;
4) имеет и отрицательные, и положительные решения;
5) выполняется при любом действительном х.
Укажите номера истинных утверждений.

[Х<21,
б) Система неравенств 1 ,ч 1П

■ [ 15х13 - 1Ох10 - 4> 0:
1) не имеет решений;
2) не имеет положительных решений;
3) не имеет отрицательных решений;
4) имеет и отрицательные, и положительные решения;
5) выполняется при любом действительном х.
Укажите номера истинных утверждений.

Г х3 — Зх2 — 5 > О
19. а) Система неравенств ■!' „

I X о .

1) не имеет решений;
2) имеет только отрицательные решения;
3) имеет только положительные решения;
4) имеет и отрицательные, и положительные решения;
5) выполняется при любом действительном х.
Укажите номера истинных утверждений.

f х3 + 2х2 + 3 < О
б) Система неравенств Г \ '

I X .

1) не имеет решений;
2) имеет только отрицательные решения;
3) имеет только положительные решения;
4) имеет и отрицательные, и положительные решения;
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5) выполняется при любом действительном х.
Укажите номера истинных утверждений.

20. Решите систему неравенств:
J(x-3)(x-4)+x-3^0, ((х— 5)(х- 6) + х-Б <0,

а) [х ' Зх 6 • 4х - 11 > 0; ) [х1' -5х|к-Н Зх-14>0.

1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х / 8;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при х > 8;
5) справедливо только при х < 8.
Укажите номера истинных утверждений.

21. Решите систему неравенств:
Г(х2 + 2х-15)2<0, J (х2 — Зх —18)2 < 0,

а [х15 — Зх14+ 2х —5 > 0; J |х13 + Зх12+ 4х +11 < 0.

22. а) Неравенство + | > + :
1 F 6? + 5 7?+6

1) не имеет решений;
2) справедливо только при х > 1;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при х < 1.
Укажите номера истинных утверждений.
тт 7х2 + 5 5х2-г4б) Неравенство <5^:

1) не имеет решений;
2) справедливо только при х < 1;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при х < 1.
Укажите номера истинных утверждений.

4 523. а) Неравенство :

1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х —9;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при х >-9;
5) справедливо только при х < —9.
Укажите номера истинных утверждений.

-ч ту 7 6б) Неравенство —g < —g :
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ч ,, О2 — 121)0-I-11) п24. а) Неравенство--------- ---- > 0:
1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х, отличных от —11 и 11;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо при всех х, отличных от —11;
5) справедливо при всех х, отличных от 11.
Укажите номера истинных утверждений.

О-144)(х-12) . _
б) Неравенство------ 7+12------- ®'

1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х, отличных от -12 и 12;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо при всех х, отличных от -12;
5) справедливо при всех х, отличных от 12.
Укажите номера истинных утверждений.
и 2х-7 2х- 15Неравенство

1)
2)
3)
4)
5)
Укажите номера истинных утверждений.

25. а) 2-4 х2-4
не имеет решений;
справедливо при всех х, отличных от —2 и 2;
справедливо при любом действительном х;
справедливо при всех х ё (—2; 2);
справедливо при всех х е (—оо; —2) и (2; +оо).

-ч u Зх-11 Зх-7б) Неравенство у2_9 > :

1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х, отличных от —3 и 3;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо при всех х ё (—3; 3);
5) справедливо при всех х е (—оо; —3) и (3; +-«о)..
Укажите номера истинных утверждений.

26. а) Какие из следующих неравенств имеют только положительные
решения:

7 3У J + l-9>o;

2)
Сх + 3)2 
Х-17

3) 9х5 - Зх2 - 4 > °’

4) ____ М____ >_8?
Зх5+5х3 —2 х'

б) Какие из следующих неравенств имеют только отрицательные 
решения:

5 3 11) —т + - + 2<0; 3) _ 5 ' 2—-<0;
X3 X 5х5 —Зх2 —4
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2) ££—212 < о- 4) ------—-----< --?
' х + 13 2х5+3.г5 + 4 ' X'

27. а) Неравенство 87 > 85 :
д/Зх2 + 5 \/8х2-1-7

1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х 0;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при х = 0.
Укажите номера истинных утверждений.
u 95 73б) Неравенство —, < . :

у7х2 + 3 д/9х2 + 5
1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х 0;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при х = 0.
Укажите номера истинных утверждений.

28. а) Неравенство ——- < .... :F л/х + 6 /7+7
1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х 0;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при х 0;
5) справедливо только при х = 0.
Укажите номера истинных утверждений.

б) Неравенство

1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х 0;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при х0;
5) справедливо только при х = 0.
Укажите номера истинных утверждений.

on Ч О 9 1029. а) Неравенство — :------< :
Vx^+lO Vx- 10 + 9

1) справедливо при хе [9; 10];
2) справедливо при х = 9;
3) справедливо при х = 10;
4) справедливо при любом действительном х;
5) справедливо при всех х > 9;
6) справедливо при всех х > 10.
Укажите номера истинных утверждений.
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б) Неравенство . — > , —:
Ух^7 + 5 У^5 • 7

1) справедливо при х 6 [5; 7];
2) справедливо при х = 7;
3) справедливо при х 5;
4) справедливо при любом действительном х;
5) справедливо при всех х > 7;
6) справедливо при всех х > 5.
Укажите номера истинных утверждений.

30. а) Неравенство —-=7^— > —:
F бУл^З + 5 7 Ух - 5 + 5

1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х У 5;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо при всех х > 5;
5) справедливо при всех х У 5.
Укажите номера истинных утверждений.

1.1б) Неравенство —, — У —, — :
9УТ^х+7 8У7^х + 7

1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х У 7;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо при всех х > 7;
5) справедливо при всех х < 7-
Укажите номера истинных утверждений.

31. а) Какие из следующих неравенств имеют только положительные
решения:
1) У17х —1>х—17; 3) (х + 17)Ух-17у 0;
2) (х - 17) Ух+ 17 >0; 4) У17 - х < х?

32. а)

33. а)

б) Какие из следующих неравенств имеют только отрицательные 
решения:
1) У15х-1>х-15; 3) (15 — х)\/15~+х<0;
2) (х-15)У-х-15уО; 4) У15-х>х?

Решите систему неравенств.

х + У х - 5 < 10+ Ух-5, [ х + У7 + х > 4 + У7 + х,
_____  ,______ б) ( ____ ____

х + Ух + 10 у 5+ Ух + 10; (х + У4-Х >—7+ У4-х.

х2 - \/зб-х236 - \/зб-х2,

х35+х33<х34 + х32;
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б)
хг‘ ух —49 <49- 
v-49 I у47 И8 J- v-46

34. а)
х 12 + 0,

35. а)

36. а)

Vx13 - 4x12 + 5x - 19 > 0; 

y2 + 2Vx —5 +1 >y + 6, 

x+ y/4-y2<5;

a/x2 - 5x + 4 > x2 — 4x,

б)

б)

37. а)

\/-х17 + 4х16 - 7х - 27> 0.

у + a/9-x2<4.

\/x2-7x + 6 > x2 - 6x, 

\/x2-7x+6 < x - 6.

\/x77-5x75 - %/5x + 620 < 10x2 - 25,

%/x77 - 5x75 - a/5x + 620 > x4;

б)

f \/ x89 - 2x87 + У2х + 14 < 4x2 - 4,
6) 1 r————---------

I V x89 - 2x87 + a/2x +14 > x4.

38. а) Неравенство cos8x<cos15x:
1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х. для которых cosx^O и cosx^ 1;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо при всех х, для которых cosx > 0;
5) справедливо при всех х, для которых cosx < 0.
Укажите номера истинных утверждений.

б) Неравенство sin :х>sin х:
1) не имеет решений;
2) справедливо при всех х, для которых sinx^O и sinx^ 1;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо при всех х, для которых sinx > 0;
5) справедливо при всех х, для которых sinx < 0.
Укажите номера истинных утверждений.

39. а) Неравенство ’v7sin х < xVsinx:
1) не имеет решений;
2) справедливо только при тех х, для которых sin х 0 и sin х 1;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при тех х, для которых sinx = 0 или 

sinx = 1;
5) справедливо при всех х, для которых sinx > 0.
Укажите номера истинных утверждений.
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б) Неравенство 2^cosx > 1^cosx:
1) не имеет решений;
2) справедливо только при техх, для которых cosx 0 и cosх / 1;
3) справедливо при любом действительном х;
4) справедливо только при тех х, для которых cosx = 0 или 

cosx 1;
5) справедливо только при тех х, для которых cosx 0.
Укажите номера истинных утверждений.

40. а) Неравенство ^/cosx^cos9x:
1) не имеет решений;
2) справедливо при любом действительном х;
3) справедливо при всех х, для которых cosx > 0 или cosx= -1;
4) справедливо при всех х, для которых cosx < 0 или cosx = 1;
5) справедливо только при тех х, для которых cosx 0.
Укажите номера истинных утверждений.

б) Неравенство л/sinx sin' х:
1) не имеет решений;
2) справедливо при любом действительном х;
3) справедливо при всех х, для которых sinx 0 или sinx= 1;
4) справедливо при всех х, для которых sinx > 0 или sinx= -1;
5) справедливо только при тех х, для которых sinx > 0.
Укажите номера истинных утверждений.

Решите систему неравенств. 
sin2(5n:x) <5—х, 
cos2(5n:x) < 2х — 9; 

cos(ttx) 2х — 3, 
cos(ttx) > 5 — 2х; 

cos(ttx) ^х, 
cos(ttx) > 2х+ 1; 

fx<4sin^^-^ -3, 

| x>3sin - 2;

(х + 1)(х —4) >Q 
sin(4?rx) — 1 ’ 
(х + 1)(х —4) <0.

cos(%x) 1 '

41. а)

42. а)

43. а)

45. а)

б)

sin2 (7ях) >16 2х, 
cos2(7ttx) >х - 7.

sinOx) ^5-4х, 
sin(n:x) С4х—7.

sin(TU') <4x1.
sinC~x) >2х.

xC2cos(/rx)4-l, 
x>3cos(ttx) + 2.

I (2х-3)(х+3)
-X I l+sin(7rx) :

J 1 (2x-3)(x + 3) >0
I 1+cos(4ttx)
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/ (х + 2)(х-3)(х-4) / (х + 4)(х+3)(х-2)
I Sin(f) + 1 " ’ I sin(f)-l ’

46- а) I (х + 2)(х-3)(х-4) б) | (х + 4)(х + 3)(х —2)
cos(f) + l - ’ cos(=)-l

47. а) Какие из следующих неравенств имеют хотя бы одно отрица­
тельное решение:
1) (3х- 1)(13х —1)(23х—1)<0; 3) (Зх+2 — 1)2(2Х — 1) 0;
2) (13х — 1)(14х — 1) < 0; 4) 8х -121-х +11 < 0?

б) Какие из следующих неравенств имеют хотя бы одно положи­
тельное решение:
1) ((0,3)х - 1) ((0,13)х - 1) ((0,23)х - 1) > 0;
2) ((0,13F-1)((0,14F-1)>0;
3) (2х+3-1)2(Зх-1)<0;
4) (0,8)х — 121+х 4-11 < 0?

48. а) Неравенство 3x^5 < у+4:

1) справедливо только при х > 0;
2) справедливо только при х < 0;
3) справедливо при любом действительном х;
4) не имеет решений.
Укажите номера истинных утверждений.
. . 6А +8 6 + 7

б) Неравенство ^4 < v ■
1) справедливо только при х > 0;
2) справедливо только при х < 0;
3) справедливо при любом действительном х;
4) не имеет решений.
Укажите номера истинных утверждений.

49. а) Неравенство 3' — 12х +10 > 0:
1) не имеет положительных решений;
2) не имеет отрицательных решений;
3) справедливо при любом положительном х;
4) справедливо при любом отрицательном х.
Укажите номера истинных утверждений.

б) Неравенство (0,3)* — 10х+11 <0:
1) не имеет положительных решений;
2) не имеет отрицательных решений;
3) справедливо при любом положительном х;
4) справедливо при любом отрицательном х.
Укажите номера истинных утверждений.



34 Глава 1. Общие методы решения неравенств

50. а) Неравенство ——о > пт—о:
Z — О Z — О

1) справедливо при всех х 3;
2) справедливо только при х > 3;
3) справедливо только при х < 3;
4) справедливо при любом действительном х;
5) не имеет решений.
Укажите номера истинных утверждений.

б) Неравенство зх _
1) справедливо при всех х 2;
2) справедливо только при х > 2;
3) справедливо только при х < 2;
4) справедливо при любом действительном х;
5) не имеет решений.
Укажите номера истинных утверждений.

51. а) Неравенство (5 — 7х) (5х - 7') < 0:
1) не имеет решений;
2) не имеет положительных решений;
3) не имеет отрицательных решений;
4) справедливо при любом положительном х;
5) справедливо при любом отрицательном х.
Укажите номера истинных утверждений.

б) Неравенство (7 - 8х)(8х—7х) 0:
1) не имеет решений;
2) не имеет положительных решений;
3) не имеет отрицательных решений;
4) справедливо при любом положительном х;
5) справедливо при любом отрицательном х.
Укажите номера истинных утверждений.

52. а) Найдите наименьшее целое решение неравенства
25_____ /------ т-г

llte-inu-15) > 10**-11.

б) Найдите наибольшее целое решение неравенства

(0,1)

Решите неравенство.

53. a) Vx^f 5'3 4- 6 ^2 - 40R 0; б) a/5=x(4x-6 + 3 х"7 - 0,5) >0.Х

54. а) (5 sinx 4-11х~8 — 6) -Ух — 9 < 0; б) (7cosx— 13' 7 + 6) Vx —8;г0
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55. а) 1742*+16 + \/4х-х2 + Ух+Т>2;
б) х/9х —10-Зх + 9 + а/2х-?+ х/х + 843.

Решите систему неравенств.

ч |х2 + 7х + 4 + 57, (л*+Зг+9С45,
56‘ а) 14х + 7 х 57; б) (6х + 3х > 45.

113х 6Ч- Ух=7>13, 
57‘ 3 1.7' '2-+13-х<7;

ril^4+v/XT75>ll, 
|5Х"10- +11-х<5.

f х2 - 5х + 0, 
58. а) { х2 —7х + 10

I 7Х~6 + 6Х~7 - 2 U>

С х2 - 7х + О,
б) 1 у2- Юх + 21

I ■ 2 ^ 0’

59. а) Какие из следующих неравенств имеют хотя бы одно положи­
тельное решение:
1) 1п(х3 — 5х +4) < lg(—х — 3); 3) (x + 5)log2(x5-7x4 + 0,7)<0;
2) v/- log6Cx+ 1) > 1; 4) log?3(l - 37x) >x37 +73?

б) Какие из следующих неравенств имеют хотя бы одно отрица­
тельное решение:
1) ln(x3 + 4x2 + 3)>lg(—х —3); 3) (x + 6)log2(x5-6x4-0,6)>0;
2) v/log7(x+l)<2; 4) log91(19x+1) > 91 — х19?

60. а) Неравенство log7(6x+ 1) + 8x> 0:
1) не имеет положительных решений;
2) не имеет отрицательных решений;
3) справедливо при любом положительном х;
4) справедливо при любом отрицательном х;
гх 15) справедливо при всех х > — ^.
Укажите номера истинных утверждений.

б) Неравенство log5(l — 9х) — 4х> 0:
1) не имеет положительных решений;
2) не имеет отрицательных решений;
3) справедливо при любом положительном х;
4) справедливо при любом отрицательном х;
гх 1
5) справедливо при всех х < -.
Укажите номера истинных утверждений.

61. а) Неравенство log3((x-5)2+ 3) + log7((x-5)2+ 49) <3:
1) справедливо при всех х 4 5;
2) справедливо только при х = 5;
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3) справедливо при любом действительном х:
4) не имеет решений.
Укажите номера истинных утверждений.

б) Неравенство logs((x + 6)2 + 5) + log2((x4-6)2 + 8) >4:
1) справедливо при всех х —6;
2) справедливо только при х = -6;
3) справедливо при любом действительном х;
4) не имеет решений.
Укажите номера истинных утверждений.

Решите неравенство.

62. a) log2_2 (4 - х) > 0; б) log2_3(7 - х) > 0.

63. a) logx_17(20-x) < logr_17(20-x) + |х-19|;
б) logr_13(16-x)<logx_13(16-x) + |x-15|

Решите систему неравенств.

64. а)

65. а)

66. а)

67. а)

68. а)

а/х- 5 log7 (6 - х) С 0,
___. б) 

а/х - 5 + log4 (х - 4) > 0;

а/х 4 7 4 log8 (х 4 8) > 0, 
„ б)

х244х —21^0;

log2(x24x — 11)<х-3, 

log|(x24 2x- 14) <3 -х; 

101og3(x4 6) ^х24 11,
о)

10 log3 (х + 6) 6х + 2;

logs3 (х - 5) • logf3 (13 - х) > 0, 

logs3 Ос - 5 ) 4 logf3 С13 - х) > 0; 

log2 (х - 7) • log33 (11 — х) > 0, 

log2(х - 7) 4 log33 (11 - х) > 0.

а/х - 7 log5 (8 _ х) S 0, 
а/х — 7 4 log2(x - 6) > 0. 

а/х + 5 + log6 (х4 6) > 0, 
х2 + 3х- 10 >0.

log| (х2 - 2х - 7) < х - 4, 

log2(х2 + 2х - 23) < 4 - х. 

171og2(x43) >х2426, 
171og2(x4.3) < 10x41.

log2(2x —7)-lg3(3x-10) >0,

log2 (2х - 7) + 1g3 (Зх - 10) < 0;

log®(2х - 9) • log33(Зх - 13) > 0,

log®(2x - 9) 4 log33 (Зх - 13) < 0.

(4х2 — 25) • log6(x 4 3) < 0, „ ((4х2 — 49) • log7(x4 4) < 0,
Q б) \о

log6 (х 4 3) 4 25 < 4х2; [ log7 (х + 4) + 49 < 4х2.
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§ 1.2. Метод интервалов

Перейдём теперь к описанию наиболее общих методов решения 
неравенств с одной переменной, применимых к решению неравенств 
каждой функционально-алгебраической линией школьного курса ма­
тематики. Начнём с метода интервалов.

Любое алгебраическое выражение f (х) можно использовать для 
задания функции у = /(х). Это обстоятельство позволяет иногда для 
краткости употреблять словосочетание «функция /(х)» вместо «функ­
ция у = /(х)» и делает возможной наглядную интерпретацию нера­
венства вида f (х) V 0 (здесь знаком «V» обозначен один из четырёх 
возможных знаков неравенств «>», «<», «>», «<»). Решить такое нера­
венство— значит найти все значения переменной х, при которых гра­
фик функции у = /(х) расположен выше (ниже, не выше, не ниже — 
в зависимости от знака неравенства) оси абсцисс. Так, для функции 
у = /(х), график которой, состоящий из нескольких частей, изображён 
на рис. 1, множеством решений неравенства /(х) < О является множе­
ство [х4;х2) и [х3;х4) и [х5; х6], а множеством решений неравенства 
/(х) > О — множество

(-оо; Хх) и (х2; х3) и (х4; х5) и (х6; +»•).

Рис. 1
Для функции у = g(x), график которой (также состоящий из не­

скольких частей) изображён на рис. 2, множеством решений неравен­
ства g(x) >0 является множество

(-оо; хД и (х2;х3] и {х4} и [х5; хб) и [х7; х8) и [х8; х10],
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а множеством решений неравенства g(x) < 0 — множество

Oq; х2) и (х3; х4) и (х4; х5) и (х6; х7) и (х10; + “)•

Аналогичным образом, рассматривая графики функций у = / (х) 
и у = g(x), можно наглядно интерпретировать неравенство вида /(х) V 
V g(x) (здесь знак «V» по-прежнему обозначает один из знаков «>», 
«<», «^», «С»), Так, для функций, графики которых изображены на 
рис. 3, множеством решений неравенства f (х) С g(x) является объеди­
нение отрезков [-4; -1] и [4; 5], а множеством решений неравенства 
/(х) > g(x) является интервал (—1; 4). Обратим внимание на то, что 
в данном случае области определения функций различны (это обсто­
ятельство нужно обязательно учитывать при записи ответа): функция 
у = /(х) определена на отрезке [-5; 6], функция у = g(x) определена 
на отрезке [—4; 5].

Весьма существенным при записи решений приведённых выше не­
равенств является тот факт, что каждая из функций у = f (х) и у = g(x) 
непрерывна в каждой части своей области определения. Понятие не­
прерывности довольно сложное в смысле формального описания; для 
решения задач школьного курса достаточно представления о непрерыв­
ной функции как о функции, график которой в каждой части области 
определения может быть изображён непрерывной линией. Это означа­
ет, в частности, что изменить знак функция может только двумя «спо­
собами»: либо в тех точках, в которых она не является непрерывной 
(в некоторых из таких точек её график как бы «перескакивает» через
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ось абсцисс: на рис. 1 это точки х2 и х4> на Рис- 2— точки х2 и хб), 
либо в тех точках, где её график пересекает ось абсцисс (напомним, что 
эти точки являются корнями уравнения f (х) = 0 и называются нулями 
функции y = f (х): на рис. 1 это точки х15 х3, х5, х6, на рис. 2 — точки хх, 
х3, х4, х5, х7, х9, х10). Отсюда вытекает общий для таких функций ме­
тод решения неравенств, называемый методом интервалов, алгоритм 
которого состоит из следующих шагов.

Алгоритм метода интервалов

1. Приводим, используя равносильные преобразования, данное не­
равенство к виду / (х) V 0, где знаком «V» обозначен один из четырёх 
знаков неравенств: «>», «<», «, ■», «:<» (такой вид неравенства будем 
называть стандартным). В случае, если неравенство сразу дано в стан­
дартном виде, этот шаг пропускается.

2. Находим область определения функции у = f (х) (напомним, что 
область определения функции обозначается Dy, D(/(x)) или D(f) 
по первой букве слова «определение» на латыни или любом романском 



40 Глава 1. Общие методы решения неравенств

языке) и отмечаем её на числовой прямой (числовой оси). Заметим, 
что часто бывает целесообразно в начале решения сразу найти ОДЗ 
данного неравенства, а потом уже приводить неравенство к стандарт­
ному виду, поскольку ОДЗ неравенства и Df в данном случае являются 
одним и тем же множеством (разумеется, если для приведения нера­
венства к стандартному виду использовать равносильные преобразо­
вания).

3. Находим нули функции у = / (х), т. е. корни уравнения /(х) = 0, 
и отмечаем их на числовой оси. Если данное неравенство является 
строгим, то нули отмечаются особым образом («выкалываются») 
и обычно изображаются пустыми кружочками. Если неравенство яв­
ляется нестрогим, нули функции должны обязательно попасть в от­
вет, и, чтобы не забыть ни один из них, лучше изобразить их жир­
ными— бросающимися в глаза — кружочками (как своего рода «сиг­
нальные фонари»). Нули функции разбивают её область определения 
на несколько интервалов. В каждом из этих интервалов функция опре­
делена, непрерывна и не обращается в нуль, поэтому поменять знак 
ни в одной из точек интервала не может и, следовательно, принимает 
в каждом из полученных интервалов значения одного знака.

4. Решаем неравенство методом интервалов, определяя знак функ­
ции у = /(х) в каждом из полученных интервалов — например, по её 
знаку в одной из точек интервала (такие точки иногда называют проб­
ными). Записываем ответ.

Замечание. Если точка является нулём функции или не принадле­
жит области определения функции, это не означает, что в такой точке 
функция «автоматически» меняет знак. Так, функция, график которой 
изображён на рис. 2, не меняет знак ни в одной из точек х4, х8, х9. Та­
ким образом, промежутки знакоположительное™ и промежутки зна- 
коотрицательности функции не обязательно чередуются. Поэтому на 
экзамене лучше подстраховаться и «честно» определить знак функции 
в каждом интервале.

Пример 1. Решите неравенство

у4-х2 д/4 —х2
х -1 ' х +1

Решение. 1. Перенесём все алгебраические выражения в левую 
часть неравенства:

V^4-x2 д/4-х2
х - 1 х +1 '
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Вынесем общий множитель:

Приведём разность дробей в скобках к общему знаменателю:

/—^х + 1-(х-1)
■ х О-1)0+1)

Выполним действия в числителе и запишем неравенство в виде

21/4-х2
(х- 1)0 + 1) : U‘

Обозначим левую часть полученного неравенства через /(х).
2. Найдём область определения функции у = / (х). Она задаётся 

системой неравенств

i 4-х2 О,
J х -1,

1.

Первое неравенство системы можно переписать в виде х2 4< О, отку­
да (х — 2)(х+2) +:(). т. е. — 2 :':х + 2. Таким образом,

= [—2; —1) и С—1; 1) и С1; 2].

3. Найдём нули функции у = f(x), т. е. корни уравнения /(х) = 0. 
В данном случае это сделать совсем просто: нулями являются числа 
х=-2их = 2.

л 2д/4-х2
4. Решим неравенство , _1V п < 0 методом интервалов:

-L) у Л I -L)

Для рассматриваемого неравенства определение знака функции /(х) 

на каждом из интервалов не представляет труда, ведь числитель 2у4—х2 
2у/4-х2

дроби , _1V —гт неотрицателен в ооласти определения, а знак зна- 
менателя (х— 1)(х + 1) легко определить, воспользовавшись свойства­
ми квадратного трёхчлена или пробными точками: очевидно, что, на­
пример, при х = 1,5 знаменатель положителен, при х = О— отрицате­
лен, при х= —1,5 — положителен. В ответе записываем промежуток, 
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помеченный знаком «—», и не принадлежащие ему нули функции /(х), 
выделенные жирными точками.

Ответ: {-2; 2} и (-1; 1).
Разумеется, при решении неравенств методом интервалов не обяза­

тельно в явном виде указывать каждый шаг алгоритма решения, глав­
ное — иметь ясное представление о том, что все его шаги сделаны.

Пример 2. Решите неравенство

lg(3x + 2) +(4х —З)3(5х —4)4(6х —5)5 > lg(3x + 2).

Решение. Левая и правая части неравенства определены при х > 
2 „> — 3 • При допустимых значениях переменной неравенство легко при­

водится к стандартному виду (4х — З)3(5х — 4)4(6х — 5)5 > 0. Левая 
часть подушенного неравенства (обозначим её f (х)) обращается в нуль

3 4 5 Л 2 Лпри х= 4, х = 5, х = g. Эти числа разбивают луч ( — g-; +°° I на четыре 
интервала. Поскольку неравенство является нестрогим, каждое из этих 
чисел является его решением. Для того чтобы не забыть включить эти 
числа в ответ, отметим соответствующие им точки числовой оси так, 
чтобы не «потерять» их, т. е. жирными кружочками (теми самыми «сиг­
нальными фонарями», о которых речь шла выше). Применим метод 
интервалов, определив знак функции /(х) в каждом из полученных 
интервалов.

2 3 4 5 X
3 4 5 6

Ясно, что при Х> | (например, при х = 100) любой из множителей 

левой части неравенства (4х — З)3(5х — 4)4(6х — 5)5 > 0 положителен, 
поэтому /(100) > 0. Следовательно, /(х) > 0 при всех х > Выбрать 
«хорошее» число для определения знака /(х) на следующем числовом 

44 5Упромежутке I 5; g I затруднительно, поскольку он не содержит ни од­
ного целого числа. В таких случаях обычно используют рассуждения 
вроде следующих. Если х е I то х < |. Поэтому (6х — 5)5 < 0. 

Далее, если х > |, то (5х — 4)4 > 0 и (4х — З)3 > 0. Значит, /(х) < 0 на 

(4 5).I 5; g I (как произведение трех множителей, один из которых отрица­
телен, а два положительны). Дальнейшее определение знаков прово­
дится аналогично. В ответ включаются промежутки, помеченные зна­
ком «+», и не принадлежащие таким промежуткам нули функции /(х) 



§ 1.2. Метод интервалов 43

(выписываем их, смотря на «сигнальные фонари»: в данном случае это 
х=|).

Ответ: (-1; |] и {|} и [|; +»).

Замечание. С помощью рассуждений, аналогичных сделанным при 
решении примера 1, можно найти промежутки знакоположительное™ 
и знакоотрицательности функции, не определяя её знак в конкретной 
точке каждого из полученных интервалов. Это обычно возможно для 
тех неравенств, левая часть которых представляет собой произведение 
или частное нескольких (как правило, линейных) множителей. Если же 
эти множители не являются линейными и имеют довольно сложный 
вид, целесообразно сначала определить знак каждого из них, а затем 
уже — знак произведения или частного. В таких случаях это удобно 
делать с помощью одного рисунка, на котором изображены одна под 
другой оси с отмеченной ОДЗ неравенства и нулями для каждого из 
множителей и для их произведения (частного), т. е. для левой части 
неравенства, так, что получается своего рода таблица. В «строчках» 
этой таблицы расставляют знаки множителей, а затем «по столбцам» 
определяют знак их произведения или частного. Как это делается, про­
иллюстрируем примером.

Пример 3. Решите неравенство
(|х-3|-х-13)(Ух + 6-2х+3)

х2-16
Решение. Неравенство дано в стандартном виде. Разложим зна­

менатель на множители по формуле разности квадратов и обозначим 
через /(х) левую часть полученного неравенства

(|x-3|-x-13)(Vx + 6-2x + 3)
(х —4)(х+4) <U’

Область определения Df, или — что в данном случае то же самое — 
ОДЗ неравенства, задаётся системой

(х > -6,
[х ±4.

Найдём нули функции f (х). Для этого решим уравнения |х — 31 = х + 13 
и д/х + 6 = 2х — 3. Первое уравнение (см. таблицу 2 в § 1.1) приводится 
к виду

|х > -13,

i х-3 = х + 13, 
х-3 = - х-13,
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откуда х = —5. Второе уравнение (см. таблицу 2 в § 1.1) приводится 
к виду

(х 1,5, (х 1,5,
[х+6 = 4х2-12х + 9 ” (4х2 —13х + 3 = 0.

Корнями уравнения последней системы являются х= | и х = 3, из них 

только х = 3 удовлетворяет неравенству системы. Заметим, что для х = 
= -5 и х = 3 выполняются неравенства

|х > ■ -6, 
(X / ±4.

Следовательно, эти числа и являются нулями функции /(х). Теперь 
можно применить метод интервалов, изобразив соответствующую таб­
лицу, первые три строки которой предназначены для определения про­
межутков знакоположительное™ и знакоотрицательности алгебраи­
ческих выражений |х — 31 — х — 13, Vx + б — 2х + 3 и (х - 4) (х + 4), 
а последняя (нижняя) —для определения промежутков знакоположи­
тельное™ и знакоотрицательности функции / (х). При этом на каждой 
оси отмечаются не все нули, а только нули соответствующих множи­
телей (см. рис. 4). Поскольку единственным нулём алгебраического

-6 -5 —4 3 4 хРис. 4

|х —3| —х —13 + - - - -

а/ х + 6 — 2х + 3 4- + + - -

(х-4)(х + 4) + + - - +

/(х) +

/ / / / / /

+

/ / / / / /

+

выражения /-L(x) = |х — 3| — х — 13 является х = —5, с помощью «проб­
ных» точек легко определить, что Л(х) > 0 при х < —5 (например, 
Л (-6) = |—6 — 3| + 6 - 13 = 2 > 0) и Л(х) < 0 при х > —5 (например, 
Л (ЮО) = 1100 — 3| - 100 — 13 = -16 < 0). Так как единственным ну­
лём алгебраического выражения Л (х) = Vx + 6 — 2х + 3 является х = 3, 
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аналогичным образом нетрудно определить, что /2 to > О ПРИ х < 3 
и /2М < 0 при х > 3. Наконец, если /3(х) = (х - 4) (х + 4), то /3 (х) < О 
на (—4; 4) и /3(х) > 0 в остальных точках области определения (эти 
неравенства можно получить и без «пробных точек», воспользовав­
шись свойствами квадратичной функции).

х + а/х + 5 - 7

Теперь, воспользовавшись «столбцами» таблицы, легко определить 
промежутки знакоположительности и знакоотрицательности функ- 

f (x~)f (х)
ции /(х), учитывая, что /(х) = 1 —. Заметим ещё, что х = —6

./■AXJ
является граничной точкой области определения, но не нулём функ­
ции f (х) (поэтому на рисунке эта точка никак не выделена). Поскольку 
х = —6 принадлежит промежутку знакоположительности функции /(х), 
число - 6 в ответ не включается. Таким образом, множеством решений 
данного неравенства является объединение промежутков [—5; —4) и [3; 4).

Ответ: [-5; -4) и [3; 4).
Метод интервалов по сути сводит решение неравенства стандартно­

го вида к решению уравнения (нахождению нулей функции) с последу­
ющим определением знаков функции на промежутках её знакопосто- 
янства. В принципе, он даёт возможность при желании отказаться от 
изучения «специальных» схем решения неравенств (например, ирра­
циональных, показательных, логарифмических) и упростить подготов­
ку к экзаменам.

Другие примеры на применение метода интервалов будут рассмот­
рены в каждой из следующих глав пособия.

Упражнения к § 1.2

Решите неравенство.
1. а) (х-3)3(х-4)4(х-5)5^0;
2. а) х(х+1)(х + 2)2(х +З)3 < 0;
„ , (2х — 13)(2 — 5х)4(х — 7)2 _
3- а) ---------------——------------< 0х2—49
Л ч 1 , 1 24- а) х-2 + х + 2^х+3’

5. а) (х2 - 9х -I-14) (л/х -1-6- 3) (х -
б) (х2 - 8х -I-15) (а/х + 10 - 4) (х ■

r , (a/x+4 + x-8)(Vx + 5+x-7)6. а) ----------------- , ----------------;
х + а/х + 6-6

б) (х-5)5(х-7)7(х-8)®<0.
б) х(х + 3)3(х + 4)4(х-1-5)5<0.

(2х—15)(4 —5х)4(х —8)2
®--------- «о-
б)Ы_ + _1_>_2_

2 х 5 х • 5 х + 6 ’ 
а/2х + 3) > 0;
- а/5х + 6) 0.

б)
(а/х + 8 + х - 4)(а/х + 7 + х - 5)
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7. а) (2х —|х-3| - 7)(Зх-|х + 2| - 8) >0;
б) (4х+|Зх + 1|-8)(5х-|4х-1|-ЗК0.

о . (х-2)2(|х-3|-Зх + 11) п (х + 3)2(|х-4| + 5х-8) п
8- а) ------3х-2|х-5| + 5------< °; б) ------ 5х-3|х + 2| + 2----- <°

9. а) (2 х - 16) (3 х - 9) (х2 - 6х + 8) < 0;
б) ((0,2)х - 25) ((0,25)х - 64) (х2 • 5х : 6)<0.
, ((0,5)* — 4)((0,05)г’— 20)(х2 —4) _

Ю. а) --------------------—:------------------- > 0;х + 1 ’
(Г - 0,25)(20х- 0,05)(х2 -1) ,,,

И. а) 2 4- (log3 (х + 2) - 2) (log2 (х + 3) - 3) log3 (х + 2);
б) log3 (х - 3) + (log2 (х - 2) - 3) (log3(х - 3) - 2) > 2.

log3(4x2-3x) log5(3x2-i-2x)
7 log7(8x2 + 7x) ’ 7 log6(6x2 - 5x) :

do . (|x-4|-x-12XVT+5-2x + 5) n
13. a) -------------- j—5-----77---------------x2 - 2x -15

(|x-2|-x-14)(Vx + 7-2x + l) „
6) -------------- x2 + 2y-15---------------<0'

1 . (x — 6)2(|x+ 5| + |x — 5|)(log3(x+ 4) — log3(x — 4))
14. a)----------------------- . —.. ---------------------- < 0;

Vx + 3 - Vx - 3
(x — 7)2(|x — 6| + |x + 6|)(log6(x — 5)-log6(x + 5)) n

Vx-4-Vx+4

§ 1.3. Разложение на множители и группировка

Решение неравенств методом интервалов или иным методом во 
многих случаях требует некоторых предварительных действий, прежде 
всего приведения неравенства к стандартному виду с помощью рав­
носильных алгебраических преобразований, перечисленных в первом 
параграфе этой главы. Помимо указанных одним из таких преобра­
зований является вынесение общего множителя (не числа — на число 
обе части неравенства можно просто разделить, — а алгебраического 
выражения), обычно после переноса всех алгебраических выражений 
в одну из частей неравенства и (при необходимости) группировки сла­
гаемых. Один из таких примеров был рассмотрен в предыдущем пара­
графе. Рассмотрим ещё два.

Пример 1. Решите неравенство

V 2х — 3 — 3
Зх—1 2х + 1 ’
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Решение. Перенесём дробь из правой части неравенства в левую 
и вынесем общий множитель V2x — 3 за скобки:

V^x-sQ^-i-2х+1) < °-

Приведём разность алгебраических дробей в скобках к общему знаме­
нателю:

л/2х —3 2х +1—— < 0
v х (Зх — 1)(2х +1) = ’

д/2Х^З(2-х) v'27^3Cv-2) . п
0ТКУда (Зх-1)(2х..1) < °’ ИЛИ .3v l)(2v 1) <°- Разделив илимно­
жив обе части полученного неравенства на —1, получим неравенство 

V2x —3(х —2) _
стандартного вида — п> 0. Обозначим через /(х) левую yOA. -L J yzLA. I X)
часть последнего неравенства. Область определения Df, или — что 
в данном случае то же самое — ОДЗ неравенства, задаётся системой

г2х —3 > 0,
: 3x1 / 0, 
Ьх+1 0,

откуда хе [1,5; +<»). Найдём нули функции f (х): х = 1,5, х = 2. Далее 
можно применить метод интервалов, а можно заметить, что при х е

г-1 г , л - V2x-3(x-2)е [1,5; -|-оо) знаменатель дроби ——t... положителен, поскольку 
положителен каждый из множителей Зх — 1 и 2х + 1. Поэтому неравен- 

х — 2 > 0
_ ! ц ’ откуда х е {1,5} и [2; +«).ство выполняется, только если

Ответ'. {1,5} и [2; +оо).
Пример 2. Решите систему неравенств

f 4х2 + 9 • (0,5)х2 ■ 2х + 36,
I 2 I п 1 + 6 , о[х2 + 2х+ « 3.

Решение. 1. Решим первое неравенство системы, переписав его 
в виде

х2-2х + 36 —4х2 —9-2х < 0.

Перегруппируем слагаемые в левой части полученного неравенства: 

(х2 • 2х - 4х2) - (9 • 2х - 36) < 0.

Вынесем общий множитель в каждой из скобок: 

х2(2х-4)-9(2х-4)< 0.
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Ещё раз вынесем общий множитель: (2' — 4)(х2 — 9) С 0, откуда 

(2х-4)(х-3)(х + 3) <: 0.

Применим к полученному неравенству метод интервалов, учитывая, 
что его левая часть определена при любом действительном значении 
переменной, а её нули легко найти устно:

//////А + V///A + Г
-3 2 3 х

Таким образом, множеством решений первого неравенства систе­
мы является объединение промежутков (— оо; -3] и [2; 3],

2. Решим второе неравенство системы, переписав его в виде

х2 + 2х-3 + |^ < 0.

Заметим, что если просто привести слагаемые в левой части полу­
ченного неравенства к общему знаменателю, то в числителе получит­
ся многочлен третьей степени. Попробуем поступить иначе, попытав­
шись выделить общий множитель. Для этого разложим квадратный 
трёхчлен х2 + 2х — 3 на множители. Его нулями являются числа —3 и 1, 
которые легко найти по формуле корней квадратного уравнения или 
формулам Виета. Поэтому неравенство можно переписать так:

(х + 3)(х-1) + ^^ <0.

Теперь вынесем за скобки общий множитель:

(х + 3)(х-1 + ^У <0.

Приведём слагаемые в скобках к общему знаменателю:

, (х — 1)(х-4) + 2 (х + 3)(х2 — 5х-1-6)
(Х+З)------------ z-------- 0 <—> -------------- :---------  0.х-4 х-4

Корнями квадратного трёхчлена х2 — 5х + 6 являются числа 2 и 3. Раз­
ложив этот квадратный трёхчлен на множители, подушим неравенство

(х -г 3)(х — 2)(х — 3)
х-4 ’

которое легко решается методом интервалов:

-н + ЖЖ- +
-3 234 х

Значит, множеством решений второго неравенства системы явля­
ется объединение промежутков [—3; 2] и [3; 4).
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3. Остаётся найти множество решений системы. В данном случае 
это не представляет труда — решениями системы являются всего три 
числа: —3; 2; 3.

Ответ: {-3; 2; 3}.

Упражнения к § 1.3
Решите неравенство (систему неравенств).

1. a) (2х2 — 7х +6)(х +2)< (х2 + х —2)(х —2);
б) (2х2 + 5х - 3) (х - 3) < (х2 - х - 6) (х + 3).

Jx4 - 4х3-I-4х2> 9, Jx4 - 8х3 + 16х2 > 25,
2'а) (х4-6х3-1-9х2<16; б) 1 х4 - 10х3 + 25х2 < 36.

„ ч х2 — 9 х2 -9. х2 —4 х2 -4
Х aJ 2х + 5 Зх + 2’ 4х + 3 Зх-1-5'

( Х2 + 4х-8 х + 5 1
4 а\ J х2 —16 х-1-4 х-2’

I х2- 2х- 1 х3 — Зх2 +2 2
г-2 + т-3 *Х + Х>

5. а) (х-5)Ух-4> Зх 15;

х2 \/36-х2 < 25 а/36-х2, 
6' а) I Ух+ 6 Ух+ 6

I х + 2 2х — 3 ’

7. а) 2х sin х +1 > 2х + sinх;
fЗх — sinx<xsinx- 3,

8. а) х —cosx ^х cosx — 1;

б) (х Мх/х-6;>2х 14.

I х2 \/16 — х2 < 9 \/ 16-х2,

I Ух + 4 Ух + 4
I х + 2 ' 2х - 1 ’

б) 2хcosx -3 <3cosx-2х.
(2х + cosx >xcosx + 2, 

б) ( . .
I x + smx<xsmx+ 1.

9. а) 11 ■ 4V -I- 17х > 17r + 3 ■ 4r+1 + 4т+2;
6) 3V+1 + 1(У < 10Л 1 + 4 • 3х + Зх+2.

I х2 +5х - 10 х + 6 , 2
I х2 25 \v--5 х 3’
I х2-Зх-2 х3-5х2-4„

--------  ----------------- Е Э X\ х-3 х-5

Jх2 -3х + 4^х2 + 4- 3х, Iх2 • 5х -1-9 <х2 + 9 • 5¥,
10-а) ^х2.5х + 20^5х2+4.5х. б) (х2-2х-1-18>2х2 + 9-2х.

11. а) х log7 х +1 > х + log7 х; б) х log5 х + 2 > х + 2 log5 х-
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/ log6Cy + 5) logg(x + 5):
I х—2 х + 2 ’
| х2+xlog7(2x + 9) — 1 1 _
\ х2-х "" х’

/ log3(x + 6) log3(x + 6)
I х-3 ' х+3 ’
| x2+xlog7(2x + ll)-4 2
\ х2 — 2х : X ’

§ 1.4. Метод введения новой переменной

Метод введения новой переменной является одним из общих для 
каждой функционально-алгебраической линии школьного курса мате­
матики методов решения уравнений и неравенств, позволяющих све­
сти данное уравнение или неравенство к одному или нескольким более 
простым по сравнению с данным. Основной идеей метода является 
замена повторяющегося алгебраического выражения в данном урав­
нении (неравенстве) некоторой (обычно латинской) буквой, играю­
щей роль новой переменной. Решив после такой замены уравнение 
(неравенство) относительно новой переменной, нужно сделать обрат­
ную замену, вернувшись к данной переменной, и решить полученные 
уравнения (неравенства) уже относительно данной переменной. Заме­
тим, что устоявшееся название «метод замены переменной» является 
терминологически не вполне точным, поскольку заменяется не пере­
менная, а алгебраическое выражение. Правильнее называть этот ме­
тод методом введения новой переменной. Такое название используется 
в ряде пособий, в том числе и в этом. При решении систем неравенств 
с одной переменной новая переменная может вводиться как в пределах 
всей системы, так и в пределах одного из неравенств системы. Проил­
люстрируем применение метода примерами.

Пример 1. Решите неравенство (х2 — 9х)2 Т 4х2 < 36х +140.

Решение. Перепишем неравенство в виде

(х2 - 9х)2 + 4(х2 - 9х) - 140 < 0

и введём новую переменную t = х2 — 9х. Неравенство примет вид t2 + 
+ 4t — 140 < 0. Корнями квадратного трёхчлена в левой части получен­
ного неравенства являются числа —14 и 10 (их можно найти с помо­
щью формулы корней квадратного уравнения или с помощью формул 
Виета). Старший коэффициент квадратного трёхчлена положителен, 
поэтому решение неравенства — промежуток (—14; 10). Сделаем об­
ратную замену, перейдя к системе

х2-9х>-14, fx2-9x+14 > 0,
х2 —9х<10 < > |х2- 9х 10 < 0.
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Корнями квадратного трёхчлена в левой части первого неравенства 
системы являются числа 2 и 7, старший коэффициент трёхчлена по­
ложителен, и, значит, множество решений неравенства — объедине­
ние промежутков (—®; 2) и (7; + °°). Корнями квадратного трёхчлена 
в левой части второго неравенства системы являются числа —1 и 10, 
старший коэффициент трёхчлена положителен, и, значит, множество 
решений неравенства — промежуток (—1; 10). Следовательно, множе­
ство решений системы — объединение промежутков (-1; 2) и (7; 10).

-1 2 7 10 х

Ответ: (-1; 2) и (7; 10).
Если при решении систем неравенств с помощью метода введения 

новой переменной такая переменная вводится в пределах всей систе­
мы, можно не записывать решение каждого неравенства относительно 
данной переменной, а сделать это сразу для всей системы.

Пример 2. Решите систему неравенств

(3tg2x-2tgx-5 < 0, 
|2tg2x-5tgx-7 >0.

Решение. Введём новую переменную z = tgx. Система примет вид 

j3z2-2z-5 < 0, 
[2z2-5z-7 0.

Корнями квадратного трёхчлена в левой части первого неравен­
ства полученной системы являются числа — 1 и |. Старший коэффици­

ент квадратного трёхчлена положителен, поэтому множество решений 
неравенства — промежуток | 1; | Корнями квадратного трёхчлена 

в левой части второго неравенства той же системы являются числа 
-1 и 3,5. Старший коэффициент квадратного трёхчлена положителен, 
поэтому множество решений неравенства — объединение промежут­
ков С—®; —1] и [3,5; +°е). Поскольку | <3,5, единственным решением 
системы

(3z2-2z-5 < 0,
[2z2-5z-7 £ 0

является z = -1. Вернувшись к переменной х, получим tgx = — 1, отку­
да х=- /Н-яп, neZ.

Ответ: : - - t-mi }, neZ.
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Во многих случаях решение системы двух неравенств с одной пере­
менной целесообразно проводить в три этапа: 1) решить первое нера­
венство системы; 2) решить второе неравенство системы; 3) решить 
систему, найдя пересечение решений, полученных на двух предыду­
щих этапах. За правильное выполнение каждого этапа при решении 
системы неравенств на ЕГЭ по математике даётся 1 балл, поэтому же­
лательно фиксировать полученные на каждом этапе ответы в тексте 
решения. Разумеется, решать неравенства системы можно в любом 
порядке, а начинать нужно с того неравенства, которое кажется более 
простым. Кроме того, решение одного из неравенств системы иногда 
можно упростить, учитывая область допустимых значений или реше­
ние другого её неравенства. В следующем примере такой учёт позво­
ляет рассматривать не два случая «раскрытия» модуля, а только один.

Пример 3. Решите систему неравенств

Iog2 (— log2 х) + log2(logf х) с 3, 

-4|x2-l|-3>-^r

Решение. 1. Левая часть первого неравенства системы определе­
на, если 

х > О, 
log2 х < О

х > О,
х < 1,

т. е. х е (0; 1). Если х е (0; 1), то х2 < 1. Поэтому х2 — 1 < 0 и |х2 - 1| = 
= -х2 -г 1. Теперь систему можно переписать так:

[ logf (- log2 х) + log2(log2 x) с з, 

\4(x2-1)-3^^.

Решим первое неравенство системы, введя новую переменную t = 
= - log2 х, где t > 0. Неравенство примет вид logf t + log212 < 3. Заме­
тим, что log212 = 2 log21, поскольку t > 0. Таким образом, приходим 
к неравенству logf t + 2 log21 - 3 < 0. Полученное неравенство является 
квадратным относительно z = log21 и имеет вид z2 4- 2z - 3 < 0. Корня­
ми квадратного трёхчлена в левой части этого неравенства являются 
числа -3 и 1 (их можно найти с помощью формулы корней квадрат­
ного уравнения или с помощью формул Виета). Старший коэффици­
ент квадратного трёхчлена положителен, поэтому множество решений 
неравенства — промежуток [—3; 1]. Сделаем обратную замену, перей­
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дя к системе неравенств с переменной I. Имеем 

(log2t > -3’ ft > 

(log2tCl

Теперь вернёмся к переменной х. Получим

f 1 t 1 f х < 1
I -log2x > g, I log2x <-g, i " фТ 
f-log2x < 2 flog2x > -2

Итак, множеством решений первого неравенства системы является 
промежуток ||; ^=].

2. Решим второе неравенство системы, введя новую переменную 
у = х2 — 1, у < 0. Получим

(4у-3>|, (4у2-3у«1, Г4у2-Зу-1 СО,

(у < 0 (У < 0 (У < о.

Корнями трёхчлена в левой части квадратного неравенства системы 

являются числа — и 1, старший коэффициент трехчлена положите­

лен, и, значит, множество решений неравенства — промежуток | - |; 11. 

Следовательно, множество решений системы — промежуток - oj. 

Сделаем обратную замену, перейдя к системе неравенств с перемен­
ной х. Имеем

х2-1 
х2 —1

Поэтому множество решений второго неравенства системы с учётом
г,-, ЛЧ [ V3условия хе (0; 1) — промежуток —; 1

3. Найдём множество решений данной системы как пересечение
гЛ Л „ V3 2V3и —; 1J. Поскольку — = ——промежутков 1 1л, а о< 14 ?/2

Л 1 /о 2 , Г 2 у'остается сравнить — и -g-=, или V3 и —, или (v3) и , или 
\ \ ) V. \ 9. J
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fry 1
З4 и 27, или 81 и 128. Поскольку 81 < 128, получаем, что и < ~^=.

V2
Следовательно, множеством решений данной системы является проме-

Замечание. Сравнение чисел на последнем этапе решения можно 
л/3 1провести «от противного»: допустим, что —— -^=, и получим

=> | => з4 > 27 => 81 > 128
28 2

— противоречие, значит, допущение неверно, и

Упражнения к § 1.4

Решите неравенство (систему неравенств).
1. а)

2. а)

3. а)

4. а)

5. а)

(х2 - 2х)2 --I-- Збх + 45 < 18х2;

( (х241)2 + 3^7х2,
| (х2 + Зх)2 < 8х2 + 24х + 20;

12 7
——   +----- ------- 1- 1 > О’(х244х)2 х244х ’

(S-^+KO.
I X4 X2
' 45 14 q „

I (х2 - 6х)2 х2 - 6х ’

4-Зх /Зх-4 „
27^1 + 11V 27^1 >24’

б) (х2 + 8х)2 < 2х2 + 16x4- 63.

f (х2 - 2)2 4 5 < 6х2,
б) (

((х2 - 2х)2 + Збх 4 45 > 18х2.

б) . 2 \2 4-----2 I / И » 0.(х24бх)2 х24 6х

(4-^ + iso.
I X4 X2бН 12 7

~~~ л 7? “I--- - л Н 1 0.I (х2-4х)2 х2-4х

I /Зх-2 . /4х-3 _ „4/Зх-2
6. а) 1 V 4х-3 " V х- 1 V х- 1 ’

. \/х4 17 — 8а/х4 1”4_ \/х + 65 — 16а/х4-^ 6;

I /4x45 . /5х-4 . „ 4 /4х 45
б) V 5^4 + УТ^Т>2УТ^Т-

I у/х 30 — 10 д/х Ч- \/х 126 — 22л/х"“1“ 5 8.
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7. а)

8. а)

9. а)

10. а)

3 sin2 х — sinx — 4> 0;

(6 sin2 х - 5 sinx -I-1 < 0, 
[8sin2x— 6sinx +1 >0; 

9^ ' - 26 ■ З1 2 — 3 > 0: 

( 1 4
J 5х + 31 ' 5х+1-Г 
(4х — (0,25)':’+>63;

б) 2 cos2 х + cos х — 3 > 0.

f 8cos2x + 10cosx + 3 > 0,
6) ( 9

(6 cos x + 7 cos x + 2 0.

6) 4‘ 2 4-2‘ 8>0.
11^2

6) J 3* + 4 ': 3x+1-l’ 
((2,5)''-(0,4)'2)г5,25.

11. a) logf (25 - x2) - 3 log5 (25 - x2) + 2 > 0;

6) log2 (64-x2) - 51og4(64-x2) + 6^0.

Hog9x logv9>l,5,
12. a) 4 + 3 _____ Л

(4 + log2x log2(2x)k4 + log2x J'

( 8
I log8x-logY8<3,

6) ' 3 1 ( 3 _ A
| 5 + log2 x + 1 + log2 (2x) (.5 + log2 x J

§ 1.5. Применение свойств функций к решению 
неравенств

Существует довольно большой класс неравенств, решение которых 
с помощью только стандартных методов (алгебраических преобразо­
ваний, замены переменной, метода интервалов и метода знакотожде­
ственных множителей) невозможно. Решение таких неравенств и их 
систем существенным образом опирается на некоторые свойства эле­
ментарных функций, изучаемых в школьном курсе, прежде всего мо­
нотонность (напомним, что монотонными называются возрастающие 
и убывающие функции) и ограниченность. В некоторых случаях прихо­
дится использовать свойства периодичности, чётности (нечётности), 
инвариантности, дифференцируемости, а также графические интер­
претации неравенств (подробнее об этом говорится в книге: Шеста­
ков С. А. ЕГЭ 2019. Математика. Задачи с параметром. Задача 18 (про­
фильный уровень). М.: МЦНМО, 2019.)

Прежде чем переходить к решению примеров, приведём наиболее 
часто используемые при решении уравнений и неравенств утвержде­
ния о монотонных функциях, начав с тех, которые играют вспомога­
тельную роль.
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Утверждение 1. Функции у = х2"' 4 , у = ’фх, у = ах (при а > 1), у = 
= log(1x (при а > 1) монотонно возрастают каждая на своей области 
определения- функции у = ах (при 0 < а < 1), у = logaх (при 0 < а < 1) 
монотонно убывают каждая на своей области определения (п — нату­
ральное число; п>1 для у = Vx).

Утверждение 2. Если функции y = f(x} и у = g(x) монотонно воз­
растают (убывают} на некотором промежутку то и функция у = 
= f (х) + g(x) монотонно возрастает (убывает} на том же промежут­
ке (краткая формулировка: сумма возрастающих (убывающих} функ­
ций является возрастающей (убывающей} функцией}.

Утверждение 3. 1. Если функция у = f(x} монотонно возрастает 
на некотором промежутке и а > О, то функции у = af(x} + b и у = 
= f (ах+ Ь} монотонно возрастают на том же промежутке, а функ­
ции у = -af(x} + b и у = f (-ах + Ь) монотонно убывают на том же 
промежутке (Ь—любое действительное число}.

2. Если функция y = f(x} монотонно убывает на некотором про­
межутке и а > 0, то функции у = af(x} + b и у = f(ax + b} моно­
тонно убывают на том же промежутке, а функции у = -af(x} + b 
и у =f(—ax + b} монотонно возрастают на том же промежутке (Ь — 
любое действительное число}.

Как уже отмечалось, приведённые утверждения обычно играют 
вспомогательную роль: они позволяют обосновать монотонное воз­
растание или убывание функции. Для непосредственного же решения 
неравенств применяют следующее утверждение.

Утверждение 4. Если функция y = f(x} монотонно возрастает на 
всей числовой прямой, а функция y = g(x} монотонно убывает на всей 
числовой прямой, то справедливы следующие утверждения: a) f(a) < 
< f(/3} в том и только том случае, когда а < /3; б) g(a) < g(fi} в том 
и только том случае, когда а(у /3.

Это утверждение является, в сущности, простой переформулиров­
кой определения возрастающей и убывающей функции.

Пример 1. Функция у f (t} монотонно убывает на всей числовой 
прямой. Найдите все значения х, для которых /(х2-1-х3) >/(х3 + х4).

Решение. В силу монотонного убывания функции у = f (t) нера­
венство ф(сф f(t2} выполняется в том и только том случае, если 
tj 12, В нашем случае ty = х2 + х3, t2 = х3 + х4. Поэтому данное нера­
венство равносильно неравенству х2 + х3 < х3 + х4, откуда х4 — х2 > 0. 
Вынесем за скобки общий множитель х2 в левой части и разложим на
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множители выражение в скобках по формуле разности квадратов:

хОх- 1)(х + 1) > 0.

Последнее неравенство легко решается методом интервалов:

WW - 1 - V///77/7
-1 О 1 х

Ответ: (-<»;-1] и {0} и [1; +<»).
Пример 2. Решите неравенство

/ (Зх + 4х + 5) < f (5х + 4х + 3), 

если
f (х) — х + 3 \/х + 5 + 5 х + 3 + 7

Решение. Разумеется, можно записать данное неравенство в яв­
ном виде — и горько удивиться бессмысленности совершённого. Что­
бы избежать этих не слишком приятных ощущений, пойдём иным пу­
тём. Функция у = f(x) монотонно возрастает на всей числовой прямой 
(как сумма возрастающих функций). Поэтому неравенство /(а) ^/(/3) 
будет выполняться в том и только том случае, если а < /3. В нашем 
случае а = Зх + 4х + 5, /3 = 5х + 4 х + 3. Таким образом,

Зх + 4х + 5 < 5х + 4х + 3,

откуда 2х > 2, и, значит, х у 1.
Ответ: [1; +<»).
Уже эти относительно несложные примеры показывают, что для 

успешного решения подобных задач нужно хорошо знать свойства мо­
нотонных функций и уметь их использовать. Так, если при допусти­
мых значениях переменных функция у = /(t) монотонно возрастает, 
а функция t = g(x) монотонно убывает, то функция у = /(g(x)) будет 
монотонно убывающей; если же при допустимых значениях перемен­
ных и функция у = /(t) монотонно возрастает, и функция t = g(x) мо­
нотонно возрастает, то функция y = /(g(x)) также будет монотонно 
возрастающей. Фактически именно эти утверждения, которые являют­
ся обобщением утверждения 3 и которые довольно просто получить 
непосредственно из определения возрастающей и убывающей функ­
ций, были неявным образом использованы при решении предыдущего 
примера.

Пример 3. Решите неравенство

(Зх+1)(1 +\/(Зх+1)2 + 9)+2х(1 +а/4х2 + 9) < 0.
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Решение. Перепишем данное неравенство в виде

(Зх + !)(!+ У(3х + I)2 + 9) < —2х(1 + V4x2+9)

и рассмотрим функцию f(t) = t(l + \/t2 + 9). Эта функция является 
возрастающей, что — в отличие от функции из примера 2 — куда менее 
очевидно и должно быть обосновано более подробно. В самом деле, 
если < 0 < t2, то / (fy) < fljy), поскольку в этом случае /(ij) < О, 
a /(t2) > 0. Если 0 < £. < t2, то

0 < 1 + ^t2 + 9 < 1 + ytf + 9

и,следовательно,

fi(1 + -\А1 + 9) < ^(1 + -\Д|+ 9),

т. е. /(ty) < fCty). Наконец, если и < t2 < 0, то |tj > |t2| > 0, откуда 
t2 > t2 > 0 и

1 + У?2 + 9 > 1 + ^t2 + 9 > 0.

Поэтому
ti(l + У+ 9) < f2(l + У^ + 9) <

а значит, /(f:) </(t2) и в этом случае. Таким образом, доказано, что 
для любой такой пары чисел и t2, что ty < t2, выполняется нера­
венство f (tj) < /(t2), т. е. функция /(t) = t(1 Т \/t2 + 9 ) является воз­
растающей. Разумеется, доказательство возрастания функции у = /(t) 
можно было провести и с помощью производной. В ci-ьлу возрастания 
функции y = /(t) неравенство /(а)С/(^) будет выполняться тогда 
и только тогда, когда а < /3. В данном случае а = Зх + 1, /3 = — 2х. По­
этому Зх + 1 2х, откуда х<—0,2.

Ответ: (—<»;—0,2].
Сформулируем ещё одно утверждение о свойствах монотонных функ­

ций, которое довольно часто используется при решении неравенств.
Утверждение 5. Если функция у = f (х) монотонно возрастает на 

всей числовой прямой, функция у = g(x) монотонно убывает на всей 
числовой прямой и / (х0) =g(x0), то справедливы следующие утвержде­
ния: а) /(х) ^g(x) в том и только том случае, когда хе (-о°;хо]; 
б) /(х) >g(x) в том и только том случае, когда хе [х0; +<»).

Наглядный смысл утверждения 2 очевиден (см. рис. 5). Попробуйте 
доказать это утверждение формально, опираясь на определение воз­
растающей (убывающей) функции.
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Аналогичное утверждение справедливо и в том случае, если правая 
часть неравенства является числом. Сформулируем это утверждение.

Утверждение 6. 1. Если функция y = f(x') монотонно возрастает 
на всей числовой прямой, с — действительное число и /(х0) = О то 
f(x) < с в том и только том случае, когда х е (-<»; х0]; f (х) > с в том 
и только том случае, когда х е [х0; +<»).

2. Если функция y=g(x) монотонно убывает на всей числовой пря­
мой и g(x0) = с, то справедливы следующие утверждения: a) g(x) С с 
в том и только том случае, когда х е [х0; +°°); б) g(x) с в том 
и только том случае, когда х е (-<»; х0].

Утверждения 5 и 6 с соответствующей коррекцией справедливы 
и для строгих неравенств (для них число х0 в ответ не включается).

Пример 4. Решите неравенство

7х + 5х3 + Зх3 + х +16 < 0.

Решение. Заметим, что функция

f (х) = 7х + 5х5 + Зх3 + х + 16 

монотонно возрастает на всей числовой прямой (как сумма возрастаю­
щих функций) и /(• 1) = 0. Поэтому неравенство /(х) < 0 выполняется 
в том и только том случае, если х < — 1.

Ответ: (-<»; -1).
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Монотонное возрастание (убывание) функций можно использовать 
и при решении вполне стандартных неравенств. Иногда такое решение 
будет короче традиционного.

Пример 5. Решите неравенство

21х+3|2х + 1| + 7> 4|ЗХ“2|+2|х-1|.

Решение. Перепишем неравенство в виде

21х-1-3|2х+1| — 4|3х —2| - 2|х —1| + 7 > 0

и рассмотрим функцию

/(х) = 21х+3|2х+1| — 4|3х —2| — 2|х — 1| + 7, 

определённую и непрерывную на всей числовой прямой. График функ­
ции представляет собой ломаную, состоящую из отрезков прямых и лу­
чей. Каждое звено этой ломаной является частью прямой вида у = 
= кх +I, где к > 0 (поскольку к = 21 ± 3 • 2 ± 4 • 3 ± 2, т. е. к = 21 ±6 ± 
± 12 ± 2 и вне зависимости от «раскрытия» модулей коэффициент при 
х будет положителен). Следовательно, функция f(x) возрастает на 
(—оо; +оо). Поскольку f (0) = 0, неравенство f (х) > 0 будет выполнено 
в том и только том случае, если хе [0; +«>).

Ответ: [0; +»),
Заметим, что далеко не каждая функция является монотонной на 

всей числовой прямой. Во многих случаях приходится применять сфор­
мулированные выше утверждения, учитывая область определения функ­
ции не только при обосновании монотонности, но и при записи ответа.

Пример 6. Решите неравенство

\/х3 - 19 > log2 (7 - 2х) + 2.

Решение. Перебирая небольшие по модулю целые числа, доволь­
но быстро можно установить, что левая и правая части данного нера­
венства равны при х = 3. Функция /(х) = \/х3 — 19 монотонно воз­
растает на всей числовой прямой, а функция g(x) = log2(7 — 2х) + 2 
монотонно убывает на всей области определения. Поэтому неравен­
ство f (х) > g(x) выполняется, если х > 3 и х еD (g), где D (g) — область 
определения функции у = g(x). Таким образом,

(х > 3,
(7-2х > О,

откуда 3<х<3,5.
Ответ: (3; 3,5).
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Обратим внимание на то, что если функция возрастает (убывает) 
на каждом из двух промежутков, то на их объединении она далеко не 
всегда является возрастающей (убывающей). Например, утверждение 
о том, что функция у = ~ убывает на множестве (—°°; 0) и (0; +°°), 
является математической ошибкой. В самом деле, из того, что 13 > -7, 
отнюдь не следует, что уз < — у* и, значит, функция у = - не является 
убывающей на объединении промежутков. Перечислять промежутки 
возрастания (убывания) лучше, используя точку с запятой или союз «и», 
а не знак объединения множеств, а при решении неравенств рассмат­
ривать каждый из промежутков возрастания (убывания) отдельно.

Пример 7. Решите неравенство < Vx + 2.

Решение. Областью допустимых значений неравенства является 
множество [—2; 0) и (0; +оо). При любом значении переменной из про­
межутка [—2; 0) неравенство, очевидно, выполняется, поскольку его 
левая часть отрицательна, а правая неотрицательна. На промежутке 
(0; +оо) функция f (х) = у монотонно убывает, а функция g(x) = Vx + 2 
монотонно возрастает. Поскольку /(2) = 2 = g(2), неравенство /(х) < 
< g(x) на промежутке (0; +о°) выполняется в том и только том случае, 
если х G (2; +<»).

Ответ: [-2; 0) и (2; +<»).
Пример 8. Решите неравенство

104x~5 + lg(4x-3) < 102x+3 + lg(2x + 5).

Решение. Обратим внимание на «похожесть» левой и правой ча­
стей неравенства. Рассмотрим функцию f (t) = 1 О' + lg(t + 2), монотон­
но возрастающую на всей области определения. В силу возрастания 
функции у = /(t) неравенство /(я) ^f(/3) будет выполняться при до­
пустимых а и (3 в том и только том случае, если я < /3. В нашем случае 
а = 4х - 5, р = 2х + 3. Таким образом,

^4х-5 2х + 3,

4х —5 > -2,
рх+3 > -2, 

откуда 0,75 < х 4.
Ответ: (0,75; 4].
Пример 9. Решите неравенство

11/о 2 , О ГТ I Ц/Т ТТ , 1 2х2 + Зх + 12 , „V 2х + Зх + 8 + V 2 — Зх- + log^ —3^2 _|_ 2— ?
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Решение. Если а > 0 и b > 0, то logn Д = log-, х а — logn Ь. В данном 

случае а = 2х2 + 3x4- 12 (этот квадратный трёхчлен принимает толь­
ко положительные значения в силу отрицательности дискриминанта 
и положительности коэффициента при второй степени переменной), 
Ъ = Зх2 + 2 (при любом значении переменной правая часть этого вы­
ражения является суммой неотрицательного и положительного числа 
и, следовательно, положительна). Поэтому данное неравенство можно 
переписать в виде

\/2х2 + Зх + 8 + Ч/2-Зх2 + logu (2х2 + Зх +12) - logu (Зх2 + 2) > О, 

откуда

1 ^2х2 + Зх + 8 + logu (2х2 +3х+12) > 1 V3x2-2 + logu (Зх2 + 2).

Заметим, что выражения под знаками корня и логарифма в каж­
дой из частей полученного неравенства отличаются на 4. Рассмотрим 
функцию f (t) = 1a/F + log11 (t + 4). Эта функция возрастает на всей об­
ласти определения (как сумма возрастающих функций). Поэтому нера­
венство f (Г) (t2) будет выполняться при допустимых ( И (2 В том 
и только том случае, если fy t2. Положив Гу = 2х2 + Зх + 8, t2 = Зх2 — 2, 
приходим к системе

| 2х2 + Зх + 8 Э Зх2 - 2,
{ 2х2 + Зх + 8 > -4, 
! Зх2 —2 > -4.

Два последних неравенства системы выполняются при любых действи­
тельных значениях переменой, а первое неравенство приводится к ви­
ду х2 — Зх — 10 si 0. Корнями квадратного трёхчлена в левой части 
последнего неравенства являются числа —2 и 5, старший коэффици­
ент положителен, поэтому множество решений неравенства — отрезок 
[-2; 5].

Ответ: [-2; 5].
Наряду со свойствами монотонных функций при решении нестан­

дартных уравнений и неравенств часто используются свойства ограни­
ченных функций. Напомним основные свойства, связанные с ограни­
ченностью функций, изучаемых в школьном курсе математики, и неко­
торые стандартные неравенства, которые понадобятся в дальнейшем:

1) а2 + Ъ2 2аЬ для любых действительных а и Ь, причём
а2 + Ь2 = 2аЬ, только если а = Ь;
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2) а + b ^2,Vab для любых неотрицательных а и Ь, причём 
а + b — 2Vab, только если а = Ь;

3) а - : 2 при а > 0, причём а 4- | = 2, только если а = 1;

а + 2 при а < 0, причём а+ i = —2, только если а = — 1;

С Ь Л 2 ^2 ^2
4) ах2 4- Ъх + с = а х + тг- -м — 'рс-т при а > 0;к. 2а у 4а 4а 1

2 I к | < . b Л2 . b2 Ь2 „ах + Ъх + с = а х + — +с- 7- ^с- 7- при а <0;к 2а J 4а ' 4а г

5) |sinх| С1, |cosх| < 1 при любых действительных х;

6) |asinx + bcosx|< у/я2 + Ь2 при любых действительных а, Ь, х;

7) — у ^arcsinx<^-; O^arccosx^/r; —'< arctgx <—: 0<arctgx<7T.

Во многих случаях при решении нестандартных неравенств оказы­
вается полезным следующее очевидное утверждение.

Утверждение 7. Для того чтобы неравенство /(х) > g(x) имело хо­
тя бы одно решение, необходимо, чтобы выполнялось условие maxf (х) > 
^ming(x).

Пример 10. Решите неравенство sin9 х + cos11 х > 1.

Решение. Так как 0^ |sinx|^l и 0^|cosx|1, имеем sin9x<sin2x, 
cos11 х С cos2 х. Поэтому левая часть данного неравенства не превосхо­
дит sin2 х + cos2 х, т. е. 1. Тем самым данное неравенство будет выпол­
нено, только когда его левая часть равна 1, что возможно в том и только 
том случае,если

fsin9х = sin2х, jsin2x(sin х—1) = 0,
] cos11 x = cos2x ' [cos2x(cos9x— 1) = 0.

Из первого уравнения последней системы получаем, что sinx= 1 или 
sinx = 0. Если sin х= 1, то cosx = 0, и второе уравнение системы выпол­
нено. Следовательно, х у + 2пк, k&Z. Если sinx = 0, то cosx = ±l, но 
второму уравнению последней системы удовлетворяет только cosx = 1. 
Значит, х = 2ттп, п eZ.

Ответ: ! у + 2пк}, к eZ; {2яп}, п eZ.

Пример 11. Решите неравенство 8 sin 7х 4- 7 cos 8х 15.



64 Глава 1. Общие методы решения неравенств

Решение. Так как sin 7х < 1 и cos 8x^1, левая часть данного нера­
венства не превосходит 15. Следовательно, неравенство имеет реше­
ния в том и только том случае, если его левая часть равна 15. Равной 
15 она будет тогда и только тогда, когда

sin7x =1, IIх “ 14 ' 7 ’
cos8x =1 ’ ! v. _ —Iх- 4 ’

где к eZ, n eZ. Остаётся установить, существуют ли такие целые к и п, 
при которых последняя система имеет хотя бы одно решение. Для этого 

„ я , 2пп пкприравняем правые части уравнении системы: — -|—= -р, откуда 
после умножения обеих частей полученного равенства на 28 и деления 
на я получим 2 + 8п = 7к. Существует стандартный способ решения 
полученного уравнения в целых числах, который не входит в програм­
му средней школы. Тем не менее, подобные задачи попадаются и в эк­
заменационных вариантах, и на олимпиадах разного уровня. Для их 
решения, как правило, достаточно использовать элементарные сооб­
ражения, связанные с делимостью целых чисел, либо воспользоваться 
единичной окружностью, отметив на ней точками решения каждого из 
уравнений и выбрав совпавшие точки. Последний способ часто ведёт 
к необходимости отмечать большое число точек, поэтому воспользуем­
ся соображениями делимости. Перепишем равенство 2 + 8п = 7к в виде 
2 ■+ п = 7к — 7п. Очевидно, что при любых целых к и п число 7к — 7п 
делится на 7. Поэтому равенство возможно лишь в случае, если 2 -I- п 
делится на 7, т. е. если 2 + п = 7/, где I е Z. Таким образом, п = 71 — 2, где 
I е Z. Но тогда

7к = 2 + 8п = 2 + 8(7/ —2) = 56/- 14,

откуда к = 81 — 2. Таким образом, найдены целые к и п, при которых 
выполняется система

п , 2яп 
х=й + — 

пк х=т.

Осталось правую часть любого из уравнений этой системы выразить 
через /. Получим х = - - + 2nl, I е Z.

Ответ: { - (у +2я/}, I eZ.
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Пример 12. Решите неравенство

log2(16x4-8x2 + 9) < 2sin(3<X) + l.

Решение. Сразу понятно, что стандартные приёмы и методы здесь 
не помогут. Попробуем использовать ограниченность синуса:

—1 sg sin(3n:x) 1.

Поэтому правую часть неравенства можно оценить так:

—1 < 2sin(3n:x) +1 < 3.

Что касается левой части неравенства, то здесь сначала нужно выде­
лить полный квадрат:

16х4 8х2 • 9 (4х2 - I)2 + 8.

Поскольку (4х2 — I)2 -I- 8 > 8, получим, что

log2(16x4 - 8х2 1-9) = log2((4x2-l)"; 48) log28,

откуда log2(16x4 — 8х2 + 9) > 3. Таким образом, левая часть неравен­
ства не меньше 3, а правая его часть не больше 3. Поэтому данное 
неравенство будет выполнено, только если и левая, и правая его части 
равны 3, что возможно в том и только том случае, когда

(sin(3n:x) = 1, 
((4х2 - I)2 = 0.

Корнями второго уравнения системы являются х = -1 и х = |. Про- 
, 1веркои легко убедиться, что только х= — - является и корнем первого 

уравнения системы.
Ответ: {-0,5}.
Используя свойства ограниченных функций, можно в некоторых слу­

чаях решать и неравенства с двумя неизвестными.
Пример 13. Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, 

для каждой из которых
2у + 11 > у2 + х2 + |у.

Решение. Перепишем неравенство в виде

—у2 + 2у + 11 > х2 + |у.

Выделим в левой части полученного неравенства полный квадрат:

-у2 + 2у + И = 12-(у-1)2.
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Следовательно, —у2 + 2у + 1Ц12. Оценим правую часть неравенства, 
воспользовавшись тем, что а2 + Ь2> 2аЬ. В нашем случае а = ]х|, Ь - - 
гт 2 | 36 „ | | 6 2,36 1О„ ,Поэтому х + ■ — 2 • |х| •: ?, откуда х + 12. Таким образом, левая

часть неравенства не больше 12, а правая его часть не меньше 12. 
Поэтому данное неравенство будет выполнено, только если и левая, 
и правая его части равны 12, что возможно в том и только том случае, 
когда

12—(у —1)2 = 12, гу = 11
|Х| = ^| ^(х = ±7б.

Ответ: (—л/б; 1); (л/б; 1).
Пример 14. Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, 

для каждой из которых
8cosx —у3 5> \/у — Зх2 — 2.

Решение. Перепишем данное неравенство в виде

8 cos х > у3 + \/у - Зх2 - 2

и попытаемся оценить левую и правую части полученного неравен­
ства. С левой частью все понятно: -8 ^ 8cosx 8. Для правой части 
единственной зацепкой является то, что она определена только при 
условии у — Зх2 — 2 > О, откуда у > Зх2 + 2 и, следовательно, у > 2. 
Но тогда у3 > 8. Таким образом, правая часть неравенства не меньше 
8, а левая — не больше 8. Поэтому неравенство будет выполняться, 
только если и левая, и правая его части равны 8. Для этого необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись соотношения

Ответ: (0; 2).

Упражнения к § 1.5
Решите неравенство (систему неравенств).

1. а) х11 + 11х<12;
2. а) х10 + 4хб + Зх2 < 8;

f3x7-Г 7х3 > 10,
3. а) „

I X2 —5х + 4^0;

б) х9 + 9х<10.
б) х14 + 14х10 + 2х2 > 17.

(5X® + 9XS<14,
б) i ,х2 + 4х - 5 > 0.
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4. а) Функция у =/(г) монотонно убывает на всей числовой прямой.
Найдите все значения х, для которых /(х4 + х5) >/(х5 + х6).

б) Функция у = f(t) монотонно возрастает на всей числовой 
прямой. Найдите все значения х, для которых /(хб 4- х7) < 
</(х74-х8).

5. Решите неравенство:
а) 11х + 5|х-3|>|Зх-2| + |2х-3| + 23;
б) 14х + 6|х-2|<|Зх-4| + |4х-3| + 21.

6. а) Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой
из которых буJy 4-Х 4 — 4-1.

б) Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой 
из которых 10у > у2 4- х2 4- 77 4- 7.

Решите неравенство.

7. а) <х4-5<7-х;
8. а) х3 4- Зх + 2 Vx^H > 34;

9. а) 7 < а/х4-6;

б) <х + 11<9-х.
б) х5 4- 2х 4- 3 </х — 3 <33.

б) v < /Е+5.

10. a) 7Jx=8 + Jx=5<11- б) /х^4 + Vx77!<9-

11. а) Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой
из которых |х| > /25 - х2 — у2 4- |у| 4- 5.

б) Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой 
из которых |у | 4- х2 4- /у2 — х2 — 9 < 3.

Решите неравенство.

12. а) (5х-2)(2 + /(5х- 2)2 +16) + Зх(2 + /9х2 + 16) >0;

б) (6х + 5)(3+/(6х + 5)2 + 7)+4х(3+/16х2 + 7) <0.

13. а) 7<6 — 5x4-|5х — 3| < 7x4-|5а/6 — 5х —3|;
б) 6/12- х + |5х - 4| < 1х + |5 /12 - х - 4|.

14. а) 9<5х + 244-3|2х + 5| + 9х<3|2<5х + 24-5|;
б) 7<2х + 15 + 2|Зх + 5| + 7х<2|3<2х+15-5|.

15. a) sin5 х 4- cos' х > 1;

16. a) sin9 2х 4- cos11 2х > 1;

17. а) 6 sin 5x4-5 cos 6х< —11;

б) sin7 х 4- cos9 х< 1.

б) sin6 Зх 4- cos' Зх > 1.

б) 12 sin Их 4-11 cos 12х^ 23.
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18. a) 7cos8x — 9sinl0x^l6; б) 9sinl0x + llcosl2xC—20.

19. a) sinl8x-cosl6x<i—1; б) cos33x-cos.39x> 1.

20. а) 3 cos(2-/5rcx) + 2 cos(2~x) > 5;
б) 2 cos(2-/3ttx) + 5 cos(4ttx) > 7.

21. а) Найдите все пары (x; у) действительных чисел х и у, для каждой
из которых 9 cosx >у2 + \/у — 2х2 —3.

б) Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой 
из которых 16 cosх > у2 4- у у - 5х2 — 4.

22. а) Найдите все тройки (х; у; z) действительных чисел х, у, z, для
каждой из которых

(lC0S 4хI+ 4lcos4x|)(6 + tg2 5у:) (7 + Sin* 36’

б) Найдите все тройки (x;y;z) действительных чисел х, у, z, для 
каждой из которых

0|sin4x|4 j—(4 + ctg2 3у)(3 + cos2z) < 32.

Решите неравенство.

23. a) tg2 (f (х+у)} +ctg2 (ffr + y)) <2^^+1;

б) tg2 (f (х+у)) 4-ctg2 (f (x + y)J ^2^^ + l.

24. а) 6х + 8 х 10х; б) 5х+ 12*4 13х.
25. а) Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой

из которых з1х—7|+2 < 4 sin у + 5.
б) Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой 

из которых 41>+э|+2 ^9 — 7 cosx.
Решите неравенство.

26. a) /(3x4-5 ^/х 4-7) </(7x4-5 ^/х + З), если

/(х) = 5 Vx + 5 + 3 ■ 5х+3 + 5 ■ Зх+5 4- 3 Vx + 3;

б) /(5х + 7 а/х+9) >/(9х+7 ^/х4-5), если

f (х) = 7 Vx + 7 + 9 ■ 7Х+7 + 7 • 9Х+Э + 9 \/х + 9.

27. а) 2 Г > log2(x + 3) + 4; б) 6~х > log6(x+7) + 5.

28. а) 2 ^x + 4>log7(4-x) + l; б) \/'6-х>log5(х4-7) +1.
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29. а) 2 Ух3 — 7>log5(9- 2х) +1; б) log2(5x — 11) < 1-I- ^28-х3.

30. a) С0.2)7 2v + log0.2(7-x)4(0,2)v 3 + loga2(2x-5);

б) (0,5)7'+log02(5 — х) >(0,5)«a+log0j2(x + l).

31. a) 74<5 + log7(4x-3)x73v5 + log7(5x-4);
б) 65x~7 + log6(5x- 8) ^63x+8 + log6(3x + 7).

32. а) 1 + cos2 Зх > log3 (х2 + 9); б) 3 + 2 sin2 5х < log2 (8 — х2).

33. a) (2-V3|x|)log2(4-5x2)^4; б) (3- д/2|х|) log3(9-7х2) >6.

34. а) 7 k /"-log2(8x-x2-8)7 3; б) 6~|х~51 • log3(10x-x2- 16) > 2.

35. a) l + log3(x4- 8х2 : 19) 432sin^p-;

б) 2 + log5(x4- 18х2 + 86) С 3 sin Др

36. a) cos2 (х + 2) log3 (5 - 4х - х2) > 2;
б) cos2(x - 3) log., (16 + 6х - х2) > 2.

37. а) (8х-х2- 15)log5(2cos27Tx + 3) >1;
б) (4x-x2-3)log7(3cos2n:x + 4) 1.

38. а) Узх2 + 2х + 3 + ^5-4х2 + log7 >0;

б) Убх2 + х + 2 + V4 —7х2 + log5 6%7х2^з 9 >°-

39. а) (2х2 - 6х + 5) logГ cos2 пх 4- cos х + 2 sin2 + з) <2;

б) (4х2 + 4х + 5) log^(2 4- 2 cos2 х - cos 2х + 3 cos2 ях) С 8.

40. a) logOT (|x| + f) +logw+?

б) log„ Qx| + ^]+log]v|+j

sin2 (£±£)-2sin(^)+2;

W+¥ cos2 (i±l) -2cos (^) + 3’

§ 1.6. Метод знакотождественных множителей

Метод, о котором пойдёт речь в этом параграфе, позволяет решать 
многие из неравенств вида

a1(x)-a2(x)-...-a,I(x)vO (1)
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или
a1M-a2W-...-anM Q

ап+1 (X)- ап+2 (х)-.. • ’ @п+т (х) V 1 J
(здесь знаком «V» обозначен один из четырёх возможных знаков нера­
венств «>», «<», «^», «<»; п и т— натуральные числа).

Основан он на очевидном утверждении: при замене любого множи­
теля в числовом неравенстве вида (1) или (2) числом того же знака, 
что и заменяемое, знак неравенства не меняется, т. е. такая замена 
приводит к верному неравенству. Ключевая идея метода — замена од­
ного или нескольких множителей (алгебраических выражений) в ле­
вой части неравенства более простыми алгебраическими выражени­
ями «того же знака», что, как понятно, даёт возможность упростить 
и решение самого неравенства. Словосочетание «того же знака» заклю­
чено в кавычки, поскольку, разумеется, нуждается в более формальном 
определении.

Определение 1. Два алгебраических выражения а(х) и Ь(х) на­
зываются знакотождественными, если они имеют соответственно од­
ни и те же промежутки знакоположительности, знакоотрицательности 
и нули.

Тот факт, что алгебраические выражения а(х) и Ь(х) являются зна­
котождественными, будем обозначать так: sign(a(x)) = sign(b(x)) (от 
латинского signum — знак).

Если алгебраические выражения а (х) и Ь(х) знакотождественны, то 
справедливы следующие равносильные переходы:

, -4 Г А А г с(х) . „ , , Ь(х) . _ с(х) . „ , , с(х) . „а(х)с(х) > 0 <=» Ь(х)с(х) 0, -^Л.0<=>-44>£), —- Д 0 —— )> 0’ с(х) с(х) а(х) Ь(х) 
и аналогичные им для неравенств противоположного знака и строгих 
неравенств. В самом деле, если число х0 является, например, реше­
нием неравенства а(х)с(х) > 0, это означает, что а(х0)с(х0) > 0. Но 
в силу знакотождественности алгебраических выражений а(х) и Ь(х) 
числа а(х0) и Ь(х0) либо одного знака, либо оба равны нулю. Поэтому 
и Ь(х0)с(х0) > 0, т. е. х0 — решение неравенства Ь(х)с(х) > 0. Столь же 
просто показать, что справедливо и обратное утверждение, а значит, 
неравенства а(х)с(х) > 0 и Ь(х)с(х) > 0 равносильны. Доказательство 
равносильности двух других неравенств совершенно аналогично.

Итак, любое алгебраическое выражение в левой части неравенства 
вида (1) или (2) можно заменить любым другим знакотождественным 
выражением. Заметим, что такая замена возможна только для нера­
венств указанного вида; если, например, правая часть неравенства 
отлична от нуля, то делать такую замену уже нельзя, поскольку по­
лученное неравенство не будет равносильно данному. Ясно и то, что 
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при решении неравенств указанного вида менять алгебраическое вы­
ражение на знакотождественное целесообразно только в том случае, 
если знакотождественное выражение имеет более простой вид. Найти 
пары знакотождественных выражений а(х) и Ь(х) можно, основыва­
ясь на свойствах числовых неравенств. Приведём такие пары в табли­
це 4 (и— натуральные числа, I и с — действительные числа, и(х), р(х) 
и с(х) — произвольные алгебраические выражения).

Таблица 4

1 а(х) = (u(x))2n+1 ± (г(.V))-'' ’' b(x) = u(x)±v(x)
2 а(х) = (и(х))2,1-(г(х))2'1 b(x) = (u(x))2 - (w(x))2
3 а(х)= и(х) - |г(х)| b(x) = (u(x))2 - (w(x))2

4 а(х) = 2":\/Й0О± й' \/й(х) b(x) = u(x)±v(x)

5 а(х) = 2'УйЙ- 2VXr) b(x) = u(x)-v(x) 
(при условиях u (x) JS 0 и v (x) > 0)

6 а (х) = F® — F® при 1 > 1 b(x) = u(x)-w(x)
7 а (х) = 1“я — F® при 0 < 1 < 1 b(x) = v(x)-u(x)

8 а(х) = logc u(x) - logc v (х) 
при с > 1

b(x) = u(x)-w(x) 
(при условиях u(x) > 0, v(x) > 0)

9 а(х)=logc u(x) - logc w(x) 
при 0 < с < 1

b(x) = v(x)-u(x) 
(при условиях u(x) > 0, L’(x) > 0)

10 а (х) = logc и(х) при с > 1 b(x) = u(x)-1 
(при условии г/(х) > 0)

11 а (х) = log,, и (х) при 0 < с < 1 b(x) = l-u(x) 
(при условии u(x) > 0)

12 a(x)=logcWu(x)
, . . u(x)-lЬ(х) = -^Г—- c(x) — 1

(при условиях u(x) > 0, c(x) > 0)

Обоснование знакотождественности этих пар не представляет тру­
да. В самом деле, докажем, например, знакотождественность разности 
модулей двух выражений и разности квадратов этих выражений. Если 
а(х) = |и(х)| — |у (х)|, то а(х) > 0 тогда и только тогда, когда 

|и(х)|-|п(х)| > 0 <=> |ц(х)| > |п(х)| <=> и2(х) > v2(x) <=> u2(x)-v2(x) > О, 

т. е. Ь(х) > 0. Отсюда следует совпадение промежутков знакоположи­
тельное™ выражений а(х) и Ь(х). Совпадение промежутков знакоот- 
рицательности и совпадение нулей обосновывается аналогично.
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Заметим, что в общем случае если и(х) > 0 и v (х) 0, то 
sign(u(x) — у (х)) = sign((u(x))2- (п(х))2)

(т. е. разность двух неотрицательных при любом значении переменной 
алгебраических выражений и разность их квадратов знакотождествен­
ны).

Остальные утверждения о знакотождественных парах можно дока­
зать аналогично, используя свойства соответствующих функций. То, 
что разность одинаковых нечётных степеней (либо разность двух кор­
ней одной и той же нечётной степени) двух алгебраических выраже­
ний знакотождественна разности этих выражений, достаточно очевид­
но. Поясним, почему соответствующее утверждение верно и для сумм 
указанных выражений, на примере корней. Действительно, зная, что 
разность корней одной нечётной степени можно заменить разностью 
подкоренных выражений, можно преобразовать сумму корней одной 
нечётной степени так:

а(х) = 2,i+Vu(x)+ = 2,,+Vu«- 2n+V-n(x),

откуда и следует, что

sign (2,11Vufx) + 2n+Vу(х)) = sign(u(x) - (-u(x))) = sign(u(x) + v(x)). 

Точно так же достаточно понимать, что разность двух логарифмов по 
основанию, большему 1, можно заменить разностью выражений под 
знаками логарифмов, добавив условия положительности этих выраже­
ний. Тогда 10-я и 12-я строки таблицы будут простыми следствиями та­
кой замены. В самом деле, logcu(x) = logcu(x) - logc 1, и, следователь­
но, sign(logc u(x)) = sign(u(x) — 1) при условиях с > 1, u(x) > 0. Кроме 
того, если одним из множителей в неравенствах вида (1) или (2) яв­
ляется логарифм с переменным основанием, то и его можно заменить 
знакотождественным множителем (последняя строка таблицы). Для 
такой замены нужно сначала использовать формулу перехода к новому 
основанию, выбрав в качестве последнего любое действительное число 
т> 1. Выполним тождественные преобразования:

logm u(x) logmu(x)-logml 
0Sc(_x)u^xJ - logmc(x) “ logm c(x) — logra 1'

Отсюда и следует, что

sign(logtCc)u(x)) = sign QS-1)

при условиях c(x) > 0, u(x) > 0. Заметим, что условие с(х) 5^ 1 будет 
учтено как бы «автоматически»: ведь неравенства (1) и (2) после за­
мены множителей знакотождественными решаются обычно методом 
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и (х) -1 интервалов и при наличии множителя _ у значения переменной, 
при которых с(х) = 1, должны быть «выколоты». Для показательных 
и логарифмических выражений с основанием, меньшим 1 (строки 7, 
9, 11), знакотождественные выражения можно, вообще говоря, не за­
поминать, а перейдя к основаниям, большим 1, использовать строки 6, 
8,10.

Таким образом, для успешного решения неравенств методом знако­
тождественных множителей достаточно помнить о четырёх основных 
парах таких множителей:

1) разность модулей двух выражений (и вообще, разность двух вы­
ражений, неотрицательных при всех допустимых значениях перемен­
ной) и разность квадратов этих выражений;

2) разность двух корней одной степени и разность подкоренных вы­
ражений (при условии неотрицательности последних в случае корней 
чётной степени);

3) разность двух показательных выражений с одним и тем же чис­
ловым основанием, большим 1, и разность показателей;

4) разность двух логарифмов с одним и тем же числовым основани­
ем, большим 1, и разность выражений под знаками логарифмов (при 
условии положительности этих выражений).

Прежде чем переходить к примерам, сформулируем ещё одно утвер­
ждение, из которого легко вывести знакотождественность большин­
ства приведённых в таблице пар.

Утверждение 1. Если функция у = a(t) монотонно возрастает на 
всей области определения, то для любых и и принадлежащих этой 
области, sign(a(t1) - a(t2)) = signfn -t2).

Доказательство легко следует из определения монотонно возраста­
ющей функции. Действительно, если, например, Щ — t2> 0, то и > t2 
и а(П) >a(t2) (в силу возрастания функции у = a(t)), а значит, а(П) — 
- a(t2) > 0. Обратно, если а(сф — a(t2) > 0, то a(f-) > a(t2). Но тогда 
П > t2 и и — t2 > 0 (если допустить, что ty < t2, то в силу возрастания 
функции у = a(t) получим, что и a(tx) < a(t2), т. е. а(сг) - a(t2) < 0, 
что невозможно). Таким образом, промежутки знакоположительное™ 
выражений aftj) — a(t2) и щ —12 одни и те же. Для промежутков знако­
отрицательности и нулей доказательство аналогично.

В сущности, доказанное утверждение означает, что выражения 
a(tj) — a(t2) и fy —12 знакотождественны в области определения возрас­
тающей функции у = a(t). Поскольку функции a (г) = t2n+1, a(t) = 'l/t, 
a(t) = V (при I > 1), a(t) = logct (при c > 1) монотонно возрастают 
каждая в своей области определения, это позволяет для каждой из 
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них при решении неравенств (1) и (2) менять любое выражение вида
— a(t2) на знакотождественное выражение — t2, добавляя при 

необходимости соответствующие ограничения (условия принадлежно­
сти tj и t2 области определения функции y = a(t)). При этом % и t2 
могут быть любыми алгебраическими выражениями с переменной х.

Ясно, что для монотонно убывающей функции будет справедливо 
аналогичное утверждение: если функция у = a(t) монотонно убывает 
на всей области определения, то для любых (у и t2, принадлежащих 
этой области, signСаCti) - a(t2)) = sign(t2 — tj).

Для решения некоторых неравенств оказывается полезным следую­
щее утверждение, являющееся следствием предыдущего.

Утверждение 2. Если функция y = fM монотонно возрастает на 
всей области определения и / (х0) = то sign(/(x)) = sign(x - х0); если 
функция у = /(х) монотонно убывает на всей области определения 
u f (х0) = 0, то sign(f (х)) = sign(x0 - х).

Рассмотрим примеры.

Пример 1. Решите неравенство

2|Х2+Зх-2 _ (Q $у2х2+2х-1
5х — 1 °’

Решение. Перейдём в числителе дроби к основанию 2, а в знаме­
нателе — к основанию 5, после чего применим метод знакотождествен­
ных множителей:

22.?+бХ-4 _ 2-»М«н. 2х2 + 6х - 4 - (—2х2 - 2х +1)
5 ' - 5° « и <=> х _ о « и <=>

4х2 + 8х - 5 . q (х + 2,5)(х —0,5)
X X

Последнее неравенство легко решается методом интервалов:

- 2,5 0 0,5 х

Ответ: —2,5] и (0; 0,5].

Пример 2. Решите неравенство

|3х - 2| - |2х - 3|
|х2 +х -8| - |х2 -х|
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Решение. Заменим разности модулей разностями квадратов. По­
лучим равносильное неравенство

(Зх —2)2 (2х-3)2 (Зх 2 2х + 3)(3х - 2 + 2х —3)
(х2 + х-8)2 - (х2-х)2 ' (х2 + х- 8-х2 + х)(х2 + Л'- 8 + х2 -х)

(х + 1)(5х —5) (х 1)(х I)
(2х- 8)(2х2 —8) (х-4)(х-2)(х + 2) и’

Последнее неравенство легко решается методом интервалов:

+ У/У/А + >
-2-112 4 х

Ответ: (-»; -2) и [-1; 1] и (2; 4).

Пример 3. Решите неравенство

|2х2 - Их +10| -х2
|6х2 - 11х + 4| - 1 ' J’

Решение. Поскольку х2 = |х2|; 1 = |1|, справедливы следующие 
равносильные преобразования:

|2х2 — Их +10| — х2 |2х2 - Их + 10| - |х2|
|6х2 - 11х + 4| - 1 |6х2 - 11х + 4| - |1|

(2х2 — Их + 10)2 — (х2)2 (х-1)(х -10)(х -2)(х-|)
(6х2-llx+4)2 —I2 '

[ (х-10)(х-2)(х-|) 

« { 84)84)84) °’ 
^х 1.

Последнюю систему решаем методом интервалов:

- AYA ~ УАУ
1 5 1 3 5 2 10 х
3 6 2 3

Ответ: оо; | j и ( |; 1 j и fl; | j и 2 j и [10; +®).

Пример 4. Решите неравенство

Цх2-х|-1|-1
||4х + 3|-2|-1
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Решение. В силу метода знакотождественных множителей

|а| — |Ь| а2-Ъ2 „ (a-b)(a+b)
|с| - |d| c2-d2 > (c-d)(c-i-d)

Поэтому можно сразу перейти к неравенству

(|х2-х| - 2) ■ |х2-х|
(|4х+ 3| — 3)(|4х+ 3| — 1) U’

Вновь воспользовавшись тем же преобразованием, получим неравен­
ство

(х2-х-2)(х2-х + 2)-|х2-х| (х + 1)(х-2) • |х2-х| .
4х(4х + 6)(4х + 2)(4х + 4) ' х(х +1,5)(х + 0,5)(х +1) '

Последнее неравенство решим методом интервалов:

- у/л7Л -1 - д
-1,5 -1 -0,5 0 1 2 х

Ответ: (— <ю; —1,5) и (—0,5; 0) и {1} и [2; +®).
Пример 5. Решите неравенство

д/2х2+х + 1 - д/*2 +* + 1 п
^Зх2 +4х-2 + \/Зх2+х —4 '

Решение. Заметим, что числитель и знаменатель дроби определе­
ны при любых действительных значениях переменной (для числителя 
это следует из отрицательности дискриминантов каждого из квадрат­
ных трёхчленов и положительности коэффициента при второй степени 
переменной). Перепишем неравенство, представив знаменатель дроби 
в виде разности корней, после чего воспользуемся методом знакотож­
дественных множителей:

-\/2х2 + х + 1- у/х2+х + 1 >. Q 2х2+х +1 — х2 — х — 1 > о фф
^/Зх2 + 4х —2- V-Зх2-х + 4 3xz+4х — 2 — (—Зх2 — х+ 4)

2 2
<:=>.------ - ------- > 0 о--------- - --------- > 06х2 + 5х —6 U (х + |)(х-2) "

Решим последнее неравенство методом интервалов:

- 1 -
3 о 2 X
2 3

Ответ: ( - -у ] и {0} U .
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Пример 6. Решите неравенство

а/х -I- л/Зх - 2 - у/х + v2x - 3 Q

a/x-2Vx- 1 - а/х+3-4\/х-1
Решение. Для решения этого неравенства воспользуемся тем, что 

х —2\/х —1 = Са/х — 1 - I)2 > 0, х + 3-4\/х-1 = С\/л- — 1 — 2)2 > 0. 

Применим метод знакотождественных множителей, заменив несколь­
ко раз разность корней разностью подкоренных выражений:

х + УЗх-2-х--/2х-3 < ( 
х - 2 Vx-1- х - 3 + 4vx- 1

л/Зх — 2 — л/ 2х — 3 л/Зх — 2 — i/2x — 3

: Зх — 2 — 2х + 3 р
j 4х-4-9 U’ ------- < оJ 4х-13 <U’ 3 13

I 3 2 X 4 •

Г3 13АОтвет: .

При решении следующего примера применим тождества |а| = а/о2, 

a a/о2 и |а|2 = а2.

Пример 7. Решите неравенство

|х +1| - а/5 - 2х - 2х2 <

Решение. Справедлива следующая цепочка равносильных преоб­
разований:

|х +1| - а/5 - 2х - 2х2 а/(х +1)2 - \/s — 2х — 2х

xl- 2х +1 — 5 + 2х + 2х2 . ...
х3 + 2х2- 5x + 2-xs ’

2х2 + 2х - 5 < 0

Зх2+4х —4 „
2х2 —5х + 2 ’
2х2 + 2х - 5 < О

0,

X2 2
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Решив последнюю систему методом интервалов, получим ответ.

Ответ: [- 2; 2) и [|; -4^] •
Пример 8. Решите неравенство

log2 (Зх + 2) 
log3 (2х + 3)

Решение. Традиционный способ решения подобных неравенств 
состоит в рассмотрении двух случаев. Применим метод знакотожде­
ственных множителей, предварительно представив числитель и знаме­
натель дроби в виде разностей логарифмов:

log2 (Зх + 2) - log21 
log3(2x+3) - log31

Ответ: п: . |

Пример 9. Решите неравенство

logo,2 + logs (2 ~
log5(2x-l) + log0>2^

Решение. Приведём логарифмы к основанию 5, сложим их и вос­
пользуемся тем же приёмом, что и при решении предыдущего при-
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мера:

logs (2х -1) + logs (2 - х) 
logs (2х - 1) + logs (3 “ 2х)

х < 1,5,

log5(-4x2 + 8x-3)

I ((2х+1) — (х+ 2))(х2 — (х ~ 2)7) ( (х-1)-4(х-1)
; (Зх- 2) - (2х- 1) S J’ <=> J

> 3

| 0,5 < х < 1,5,
<=4> -J log5(-2xI 2 *-г5х-2)-logs 1

logs (-4х2 + 8х - 3) - logs 1

0,5 < х < 1,5, 
-2х2 + 5х-2- 1 
-4х2 + 8х - 3 - 1 О

[ 0,5 < х < 1,5, f 0,5 < х < 1,5,
I -2х2 +5х -3 ->0)^*1 2х2 - 5х + 3 . ( <=?>
I-4х2+8х-4 I х2- 2х + 1 ''
f 0,5 < х < 1,5, f 0,5 < х < 1,5,

«=> ( (х—1)(х —1,5) . <=? \х- 1,5 0,5 < х < 1.
I (х-1)2 1х-1

Ответ: (0,5; 1).
Теперь рассмотрим пример, в котором приходится заменить сразу 

три разности.
Пример 10. Решите неравенство

(log2(2х + 1) — log2(x + 2))(|х| — |х — 2|) <
л/Зх — 2 — V 2х — 1

Решение. Данное неравенство равносильно следующему:

Ответ: Г|; 1^.

В ряду стандартных неравенств особое место занимают логарифми­
ческие неравенства, содержащие переменную в основании логарифма, 
поскольку решение таких неравенств вызывает определённые трудно­
сти у школьников и абитуриентов. Наиболее распространённый способ



80 Глава 1. Общие методы решения неравенств

решения этих неравенств заключается в рассмотрении двух случаев:
1) основание больше единицы; 2) основание положительно и меньше 
единицы. Другим методом решения является метод интервалов 
(см. § 1.2), заключающийся в приведении неравенства к виду /(х) V 0 
(где символом «V» обозначен один из знаков >, <, ^), разбиении
области определения D(J) нулями функции /(х) на несколько интер­
валов и определении знака функции /(х) на каждом интервале по её 
знаку в одной из точек соответствующего интервала. Третий метод — 
метод знакотождественных множителей.

Рассмотрим вначале неравенство вида logft/(х) < Ъ. Воспользуем­
ся формулой перехода к новому основанию, свойствами логарифмов 
и методом знакотождественных множителей:

1 1 1о§2№ и п log2/W-blog2ft(x)°8ад ! Ъ < > log2 ft(x) й < 0 < > iOg2 < 0 < >

(f(x)-/?(x) 
log2f(x)-log2 hb(x) i h(x)-l

log2h(x)-log21 " фф|/(х)>0,

\h(x) > 0.

Важнейшими частными случаями являются неравенства вида 
logftM /(х) < Ь при Ъ е {0; 1; 2}:

/1(х)-1 ’
1) logftM fW < 0 > о5

^h(x) > 0;

//(x)-ft(x)
I /1(х) — 1

2) logftW/(x)<l<=>^(x)>o5

^/i(x) >0;

I /(x) - №(x))2
rt(X)-l <U’

3) logh(X) f (x) <2<=> -j fM>0

U»o.'
Конечно же, запоминать эти системы не надо. Следует помнить 

лишь об основной идее решения подобных неравенств, заключающей­
ся в переходе к основанию, большему 1, и замене разности логарифмов 
разностью алгебраических выражений под знаками логарифмов при 
естественных ограничениях на каждое из них.
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Пример 11. Решите неравенство log2v_5 (5х — 2) > 1.
Решение. Перейдём к произвольному основанию, большему 1 (на­

пример, к основанию 2), и применим метод знакотождественных мно­
жителей:

, log,(5x-2)
log2 5(5х —2) > 1 <=> 1 > 0 < >ь log2(2x-5)

log2(5x —2)-log2(2x —5) log2(5x - 2) - log2(2x - 5)
log2 (2х - 5) ' “ ' ' log2 (2х - 5) - log21

f (5х - 2) - (2х - 5)
I (2х - 5) - 1
! 5х —2 > О, 
[2х —5 > О

3^ 0, ( Зх 4- 3 .. : х +1 „
2х —6 х-3 S# J’ <^х> 3.

[х > 2,5 [х > 2,5

Ответ: (3;
Для экономии места при решении всех следующих примеров неко­

торые очевидные преобразования будут опускаться.
Пример 12. Решите неравенство

logp+2|(4 + 7x-2x2) < 2.

Решение. Применим теперь уже стандартные для решения нера­
венств такого типа преобразования:

1оа„а(4+7х-2Й < 2 « о «О|х|21 log2|x+2|

log2(4 + 7х-2х2)-log2 |х + 2|2 f <4 + 7-х^ (х + 2) <0
l»S1lx + 2|-10g21 ^°%+7ЛХо

Последняя система легко решается методом интервалов:

f -Зх2 +3х „ Г х(х 1) _
< ;. (х + 2)2-12 ’ < J (х I 1 )(х I 3) ' U’

(2х2 —7х —4<0 [-0,5 <х <4.

-0,5 4

Ответ: (-0,5; 0] и [1; 4).
При решении неравенства были использованы тождество |а|2 = а2 

и замена алгебраического выражения |п(х)| — |г (х)| знакотождествен­
ным выражением п2(х) — у2(х). В дальнейшем будем опускать переход 
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от «одиночного» логарифма к разности этого логарифма и логарифма 
числа 1 по тому же основанию, сразу меняя соответствующий множи­
тель на знакотождественный (т. е. на разность алгебраического выра­
жения под знаком логарифма и 1 при условии положительности этого 
алгебраического выражения).

Пример 13. Решите неравенство

log2_v (х+2) ■ logx+3 (3 - х) С 0.

Решение. Применим метод знакотождественных множителей, пе­
рейдя к произвольному основанию, большему 1. Для более компактной 
записи будем здесь и далее использовать переход к основанию 10:

lo-f V -к- 2) 
log2_x(x + 2)-logx+3 (3 х) < 0 <=> lg(2 _ л. (

(х +1) (2 — х) 
(1 -х)(х +2) 
— 2 < х < 2

lg(3~x)
lg(x + 3)

С (х + 1)(х —2) 
/ (х- П(х +2) 
I -2 < х < 2.

Последняя система легко решается методом интервалов:

Ответ: (-2; — 1] и (1; 2).
Для решения неравенств вида logft(X)/(x) < log/1(x) g(x) будем ис­

пользовать обычные преобразования:

1 С Г Л 1 <■ Л Ig/CxQ lgg(x)1(Wa/W < lgft^ lgftW
f f(x)-g(x) 

h(x)-l
fM > 0,

I gW > 0, 
\h(x) > 0.

lgf(x)-lgg(x) 
lg/i(x)

Эти преобразования, разумеется, остаются в силе как для неравенств 
противоположного знака, так и для нестрогих неравенств.

Пример 14. Решите неравенство

logto-i (2х2 + х- 1) > logs^-i (Их-б-Зх2).
х+2 х+2
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Решение. Имеем

logSfci (2х + Х - 1) Э logax-i (Их - 6 - Зх2) <=> ■;——
£ х+2

lg(2x2+x- l)-lg(llx-6-3x2)lg(llx-6-3x2
1^1
6 Л-+2

f (2х2+х — 1) — (llx — 6 — Зх2)
lg —6 ,r+2

зх— 1
х+2

2х2 + х—1 > О,
11х-6-3х2 > О,

> О

о,
( (х- 1)2(х + 2)
I 2х - 3 и’
И<х<3

X = 1, 
1,5 < х < 3.

Ответ: {1} и (1,5; 3).
Последняя группа стандартных логарифмических неравенств, со­

держащих неизвестную в основании логарифма, — неравенства, левая 
и правая части которых представляют собой логарифмы с разными 
основаниями от одного и того же алгебраического выражения. Равно­
сильная система и в этом случае получается с помощью преобразова­
ний, аналогичных рассмотренным ранее:

10g/w ft(x) < log^ ft(x) « < 0 <=>

^lgh(x)-fr^r5-rJr3>) <0o lgh(x) ■ <0«
6 Ug/(x) lgg(x)J 6 lg/(x)-lgg(x)

(№(x) l)(g(x) /(x)) 
(f(x)-l)(g(x)-l) <l

J f W >

I gto > 0,
\h(x) > 0.

Разумеется, эти преобразования применимы и в случае неравенства 
противоположного знака, и в случае нестрогих неравенств. Последнее 
особенно важно, поскольку случай равенства h(x) единице будет учтён 
в соответствующей системе, что позволит избежать потери решения, 
которая часто происходит при традиционном решении путём перехода 
к основанию /1(х).

Пример 15. Решите неравенство

1°§12х2-41х+35 (3 — X) 1°82.г2-5х+з(3 — Х).
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Решение. Имеем

1°§12х2 -41Х+35 (3 - х) > log2x2 —5х+3 (3-х)
Ig(3-X) lg(3- X) 

lg(12.r2 - 41х + 35) lg(2x2 — 5х + 3)
lg(3 - х) ■ (lg(2х2 - 5х + 3) - lg( 12х2 - 41х + 35))

lg(l^-41x + 35)4g(2x2-5x + 3)

(х-^(х-2)2(х-А) ’
х < 3,

(2- х)(— Юх2 + 36х- 32) 
(12х2 —41х + 34)(2х2 —5х + 2) S#J’
3 - х > О,
12х2 —41х + 35 > О,
2х2 - 5х + 3 > О

О,

0.V

Решение первого неравенства последней системы — объединение про­
межутков -; — .. | 2 j и (2; оо). Пересечением решений трёх остав­

шихся неравенств является множество (—оо; 1) и ' |; - ‘ и I з']. Сле­

довательно, решение всей системы: (2Л)и[|;|)и(^2)и(2;3).

Ответ: Q; 1) и [|; |) и 2) и (2; 3).

Очевидно, что в ряде случаев метод знакотождественных множите­
лей позволяет решать логарифмические неравенства с переменным ос­
нованием быстрее и эффективнее по сравнению с другими методами, 
предоставляя возможность сэкономить время и силы на экзамене для 
решения других заданий.

Метод знакотождественных множителей получил широкое распро­
странение в последние годы. В одной из самых первых статей о методе, 
написанной автором этого пособия много лет назад, использовалось 
название «метод замены функций»; в ряде публикаций его называ­
ют «методом замены множителей» или «методом рационализации». 
Последнее название уже совсем не выдерживает критики: ведь ре­
шение иррационального, показательного или логарифмического нера­
венства любым другим методом в итоге сводится к решению одного 
или нескольких рациональных неравенств, т. е. к «рационализации» 
данных неравенств. На взгляд автора, терминологически наиболее точ­
ным является название, приведённое в заголовке этого параграфа. Это 
название будет использоваться и в дальнейшем.
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Упражнения к § 1.6

Решите неравенство.

1. а) л/х - V2-х „ Ух-2-У4-х , „Зх’-»-4 <0- б) 3^-13, + Ю <0'

2. а)
ух-1|~ |УУ-2| - ух
|2х-1|-х ’ J 2|х —2| —х >и

•У - Г АчМК Т2 - (У)8+8х
3. а) |2х+3|-1 ■ > |2Х~ э|~ 1

4. а)
2|3х — 1| — |4х — 3| |9х — 2| — 3|2х — 1|

2х2+х-4 - 2х2-хр3 ’ J 9х2+Зх-8 -3 Зх2-х

5. а)
<эг2х2+3х—1 m озвхЧлх-! 169Х2+9х-2 _ (-Q 5з36х2+12х-2
—--------—---------10: б) Р' СО.

6х — 1 111

6. а) |4х2 — Их + 5р 2х2 2|х2- Пх + 201 х2
|24х2 —22х + 4| — 1 J |Зх2-11х + 8|-2

7. а) |2х2 —х —3|-х2 —2х—1 |8х2-2х-3|-4х2-4х-1
Зх2 + х — 2—х2 — 2х — 1 “ 2|6х2+ х — 1| — 4х2 — 4х — 1

8. а) |2|2х2-х| -1|- 1 |3|3х2-х| - 1|-1
||8х + 3|-2|-1 ^U’ |3|4х + 1|-2|-1 ^U-

9. а)
д/18х2+Зх + 1- -\/9x2+3x + l 

р27х2 + 12х-2 + р27х2+3х —4 '

б)
л/8х2 + 2х + 1 - V4-V2 + 2х +1 

-- =--------------------- :---------------= 0. 
V12x2+8x-2+ р12х2-1-2х-4 '

10. а)
х + рх3 -16 х+ -\/х3-54

log2(2-х — 2) +х +1 ’ l°g2(2 х — 4) + х + 1

11. а)
рЗх + V9x-2- рЗх + V6x-3 

д/зх — 2V3x — 1 — а/Зх+ 3 — 4V3x — 1

б)
р2х + V6x - 2 - р2х + \/4х - 3 

р2х - 2 V2x - 1 - д/2х -1- 3 - 4V2x - 1

12. а)
Зх + 1| - д/5-6х-18х2 _ 2х +1| - д/s-4х-8х2

-------^0; б) —--------- 0. 
р27х3 + 18х2-15х + 2-Зх ' ' ^8х3 + 8х2- 10х + 2-2х

13. а)
log5(5x + 6) log7(8x + 7)
loggtex + S)'* ’ 2 log8(7x + 8)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.
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log2(2x2 — 13х + 20) — 1
а log3(x + 7) ’

log3(x-l)
J log3(3x -1)
х 2x2 - 7x + 3 n

a) n—i— log2|x —1|
,. log3(10x + 3)4og3 (3x + 10)

log., (1 Ox)-log, x ' ’
. loSo,4^T+log2,5(2-3x)

a) -----——------- :---------—+0;log2,5(6x-l)+log0i4 —

_ log2(2x2 — 17x+ 35) - 1
6 ----- ----- ;----- 7--- --< 0log7(x + 6)

log2(x + l)
07 log2(3x+5) < J '

log7(5x+7)-log7(7x + 5)
' log7(5x)-log7x

loSo,8Z7T+logi>25(2-2^

logi,2SC4x-l)+log0i8 —

(log7(6x +1) — log7(3x+ 2))(3|x| — |3x — 2|)
а) ------------------0;

V9x - 2 - V6x - 1
(log6(10x + l)-log6(5x + 2))(5|x|-|5x-2|)

б) ----------------- . ----- --------- ---------------< 0.
V15x-2-VlOx-1

a) log6x_5(15x-2)^l; 6) log14x_5(35x-2)>l.

a) log|5x+2|(4 + 35x-50x') ■' 2: 6) log|3x+2|(4 + 21x- 18x2) <2.

а) 4 »(7x + 2) ’ 1о§7х+з (3 “ 7x) C0;
б) lo§2-5.Y (5x + 2) • 1о§5.г+з (3 - 5x) < 0.
а) logsM (18x2 + 3x- 1) > log»-i (33x - 6 - 27x2);

3x+2 3x+2

б) logbM (8x2 + 2x — 1) log6fci (22x — 6 — 12x2).
2x+2 2x+2

а) 1°§48х2-82г+з5(3 — 2x) log8r2_1Qv+3(3 - 2x);
б) 10g12x2-17x+6(2-X) >log2v2_x(2-x).



Глава 2. Целые неравенства и системы 
неравенств

Эта глава посвящена методам решения целых неравенств и систем 
неравенств. Целыми рациональными неравенствами (или просто це­
лыми неравенствами) называют неравенства вида /(х) V 0, где /(х) — 
многочлен, а знаком «V» здесь и далее обозначен один из четырёх воз­
можных знаков неравенств «>», «<», «^», «<». Степенью неравенства 
/(х) V 0 называется степень многочлена /(х). Неравенства вида р(х) V 
Vq(x), где р(х) и q(x)— многочлены, также называют целыми: они 
сводятся к неравенству /(х) V 0, где /(х) =р(х) - q(x). Часто для того, 
чтобы в левой или правой частях неравенства получить многочлен той 
или иной степени, надо выполнить некоторые предварительные дей­
ствия. Как правило, это алгебраические преобразования, связанные 
с раскрытием скобок, применением формул сокращённого умножения 
и приведением подобных слагаемых. В некоторых случаях определить 
степень неравенства можно, не совершая указанные действия, а сделав 
предварительный устный анализ того, какие алгебраические выраже­
ния получатся после выполнения таких действий.

В первом параграфе главы разбираются простейшие целые нера­
венства—линейные и квадратные, а также их системы, во втором — 
более сложные неравенства и системы неравенств.

§ 2.1. Линейные и квадратные неравенства

Линейные неравенства

Напомним, что функция у = ах + b называется линейной. Неравен­
ства вида ах + b V 0 при а / 0 (знаком «V» обозначен, как обычно, 
один из четырёх возможных знаков неравенств «>», «<», «>», «^») 
также называются линейными. При а 0 алгебраическое выражение 
f (х) = ах-1- Ь является многочленом первой степени. Соответственно, 
линейные неравенства — это целые неравенства первой степени.

Для придания наглядного смысла решению линейных неравенств 
воспользуемся графической интерпретацией.

Графиком линейной функции у = ах+Ъ является прямая, пересека­
ющая ось абсцисс в точке, ордината которой равна нулю, т. е. ах + Ъ = О, 

откуда х — -j. Если а > 0, то линейная функция принимает положи­
тельные значения при всех х е f - |; +оо), отрицательные значения —
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при всех хе оо; — - | и обращается в нуль при х = -(рис. 1а). Если
а < 0, то линейная функция принимает положительные значения при 

всех х е °°; - , отрицательные значения — при всех х е
и обращается в нуль при х = -1 (рис. 16).

Разумеется, при решении линейных неравенств графики обычно не 
используют, а приводят неравенство к виду ах V -Ъ, после чего делят 
обе части последнего неравенства на число а. Стандартная ошибка 
в решениях линейных неравенств связана именно с этим делением: 
если число а отрицательно, знак неравенства нужно изменить на про­
тивоположный, о чём многие забывают. При решении неравенств вида 
ах + b V сх + d удобно все слагаемые, содержащие переменную, пере­
нести в левую часть, а все числа — в правую: ах — сх V d — Ъ, откуда 
(а — с)х V d-b. Если а с, то остаётся сделать последний шаг — разде­
лить обе части неравенства на число а — с (с изменением знака нера­
венства на противоположный в случае, если это число отрицательно). 
Если а = с, получаем неравенство вида 0 • х. V d — b, которое — в зависи­
мости от знака неравенства и числа в правой части—либо не имеет 
решений, либо справедливо при любом действительном значении пе­
ременной.

Пример 1. Решите неравенство Зх + 7 < 7х + 3.
Решение. Перепишем неравенство в виде Зх — 7х < 3 — 7, откуда 

—4х < -4. Разделим обе части последнего неравенства на число —4, 
поменяв знак неравенства на противоположный. Получим х> 1.

Ответ: (1; 4-°°).
Следующая задача — неравенство первой степени с иррациональ­

ными коэффициентами, требующее для решения определённой ариф­
метической культуры.
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Пример 2. Решите неравенство Хл/2 > х v 3 4 /3 4 %/2.

Решение. Перепишем неравенство в виде х\П — х х'З v'3 4 V2, 
откуда (а/2— а/3)х> л/3+ V2. Определить знак числа в скобках мож­
но разными способами, например, записав уменьшаемое и вычитае­
мое в виде корней одной степени:

а/2- Уз = V23 - \/з2 = \/8 - V? < 0.

Следовательно, число V2 — л/З отрицательно, и при делении обеих 
частей неравенства на это число знак неравенства нужно изменить на 

.. п . л/3+ V2противоположный. Получим X 4 ■
v 2 — v 3

Ответ: { - 1.
V V2- %/3 J

Решение систем целых неравенств первой степени с одной пере­
менной состоит в решении каждого неравенства системы с последую­
щим нахождением пересечения найденных множеств решений.

Пример 3. Решите систему неравенств

7(6x4 5)-5(6x4 7) < 12x4 21,
х + 2 х + 3 . х + 5 х + 4

3 1 2 4 + 5 ’

Решение. Решим первое неравенство данной системы. Раскроем 
скобки в левой части этого неравенства:

42.X-I-35 - ЗОх - 35 < 12x421.

После упрощений получим 12х 4 12х + 21, откуда 12х — 12х 4 21, или 
0 • х 4 21. Решением последнего неравенства является любое действи­
тельное число. Следовательно, множеством решений всей системы бу­
дет множество решений её второго неравенства.

Решим второе неравенство данной системы. Чтобы избавиться от 
дробей, умножим обе части этого неравенства на общий знаменатель 
всех дробей, т. е. на 3 • 4 • 5 = 60. Получим

20(х4 2) 4 30(х4 3) > 15(х45) 412(х44).

Раскроем скобки и приведём подобные слагаемые в каждой части по­
лученного неравенства:

20х 4 404 ЗОх + 90 > 15х + 75 + 12х + 48,

откуда
50x4130 > 27x4123.
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Перенесём все слагаемые, содержащие переменную, в левую часть не­
равенства, а все числа — в правую:

50х-27х > 123-130,

откуда 23х — 7. Осталось обе части последнего неравенства разделить 
7

на 23, после чего получим х > ~ 23-

Ответ: .

Замечания. 1. Решение неравенств с дробными коэффициентами 
обычно связано с большим числом ошибок. Для того чтобы снизить 
вероятность таких ошибок, рекомендуется по возможности сначала 
подушить неравенство с целыми коэффициентами, умножив обе его ча­
сти на общий знаменатель дробей, как это было сделано при решении 
примера 3.

2. В некоторых случаях в процессе решения линейных и более слож­
ных неравенств после приведения подобных слагаемых получается не­
равенство, не содержащее переменной. Такие ситуации ставят в тупик 
многих учеников и выпускников, хотя ничего сложного в интерпре­
тации полученных неравенств нет. Для этого достаточно ответить на 
вопрос: «при каких значениях переменной выполняется полученное 
неравенство?» Так, например, неравенство 0 > 5 не выполняется ни 
при каких допустимых значениях переменной, а неравенство 0^21 
выполняется при любом действительном значении переменной. При 
решении примера 3 неравенство 0 21 для большей наглядности было 
записано в виде 0-х:<21; использовать такую запись рекомендуется 
в тех случаях, когда ответ на вопрос о решениях неравенств, подобных 
приведённым выше, вызывает определённые затруднения.

Перейдём теперь к квадратным неравенствам, вспомнив основные 
определения и факты, связанные с ними.

Квадратные неравенства

Напомним, что функция у = ах2 + bx + с при а 0 называется квад­
ратичной. Неравенства вида ах2 + Ьх + с V 0 при а 0 (знаком «V» 
обозначен, как обычно, один из четырёх возможных знаков неравенств 
«>», «<», «>>, «ф>) называются квадратными. При а 0 алгебраиче­
ское выражение /(х) = ах2 + Ъх + с является многочленом второй сте­
пени. Соответственно, квадратные неравенства — это целые неравен­
ства второй степени.

Для придания наглядного смысла решению квадратных неравенств 
вновь воспользуемся графической интерпретацией.
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Сначала рассмотрим случай а > 0. В этом случае графиком квадра­
тичной функции у = ах2 + Ъх + с является парабола, ветви которой на­
правлены вверх. Абсцисса х0 вершины параболы находится по формуле 

х0 = — . Расположение графика квадратичной функции относительно
оси абсцисс существенным образом связано со знаком дискриминанта 
1) Ь2 — 4ас квадратного трёхчлена ах2 + Ьх + с.

Если D > 0, то график функции у = ах2 + bx --I-- с пересекает ось абс­
цисс в двух точках хх и х2. Числа хх и х2 являются корнями квадратного 
уравнения ах2 + Ъх + с = 0; условимся, что здесь и далее хх —мень- 

, „ -b-jDшии корень, х2 — больший корень этого уравнения, т. е. —,

а х2 = Таким образом, если а > 0 и D > 0, то квадратичная
функция у = ах2 + Ъх + с принимает положительные значения при всех 
хе (— оо; хг) и (х2; +°°), отрицательные значения — при всех хе (xj; х2) 

я —Ь - s/D -Ъ + </D , „ .и ооращается в нуль в точках Xj = ——— и х2 = ——— (рис. 2а).

Если D = 0, то Xj = х2 = - \= х0, т. е. график функции у = ах2 + 
+ Ьх + с имеет с осью абсцисс единственную общую точку — вершину 
параболы. Таким образом, если а > 0 и D = 0, то квадратичная функ­
ция у = ах2 + Ьх + с принимает положительные значения при всех х е 

е (—оо; х0) и (х0; +оо), обращается в нуль в точке х0 = — а отрица­
тельных значений не принимает (рис. 26).

Если D < 0, то квадратное уравнение ах2 + Ъх + с = 0 действитель­
ных корней не имеет и, следовательно, график функции у = ах2 + Ьх+с 
не имеет с осью абсцисс ни одной общей точки, т. е. целиком распо-
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ложен выше оси абсцисс. Таким образом, если а > 0 и D < 0, то квад­
ратичная функция у = ах2 + Ьх + с принимает только положительные 
значения (рис 2в).

Случай а < 0 рассматривается аналогично. В этом случае графиком 
квадратичной функции у = ах2 -Т Ъх + с является парабола, ветви кото­
рой направлены вниз.

Если D > 0, то график функции у = ах2 + bx + с пересекает ось абс­
цисс в двух точках хг и х2- Таким образом, при а < 0 и D > 0 квадратич­
ная функция у = ах2 + Ьх + с принимает положительные значения при 
всех хе (XiJSfeX отрицательные значения — при всех хе (— oojxJ и

Рис. За
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Если D = 0, то график функции у = ах2 + Ьх + с имеет с осью абсцисс 
единственную общую точку — вершину х0 параболы. Таким образом, 
если а < 0 и D = 0, то квадратичная функция у = ах2 4- Ьх + с принимает 
отрицательные значения при всех х е (-оо; х0) и (х0; +°°), обращается

Ъв нуль в точке х0 = — а положительных значении не принимает 
(рис. 36).

Если D < 0, то квадратное уравнение ах2 + Ъх + с = 0 действитель­
ных корней не имеет и, следовательно, график функции у = ах2 + Ъх + с 
не имеет с осью абсцисс ни одной общей точки, т. е. целиком распо­
ложен ниже оси абсцисс. Таким образом, если а < 0 и D < 0, то квад­
ратичная функция у = ах2 4- Ьх 4- с принимает только отрицательные 
значения (рис. Зв).

Итак, решение квадратного неравенства ах2 + Ьх + с V 0 определя­
ется, в сущности, знаком старшего коэффициента а и знаком дискри­
минанта D = Ъ2 — 4ас.

Замечание. Получив неравенство ах2 + Ьх + с V 0, в котором а < О, 
целесообразно сразу умножить обе части неравенства на —1, поменяв 
знак неравенства на противоположный. Это нехитрое правило позво­
лит решать квадратные неравенства только с положительным старшим 
коэффициентом и настоятельно рекомендуется к применению: число 
ошибок при решении квадратных неравенств с отрицательным стар­
шим коэффициентом на ЕГЭ и ОГЭ по математике выходит за границы 
разумного, причём ошибки (как в определении знаков корней квад­
ратного трёхчлена ах2 + Ьх 4- с, так и в выписывании самих решений) 
совершают в большом количестве даже сильные школьники и выпуск­
ники.



94 Глава 2. Целые неравенства и системы неравенств

Квадратное неравенство ах2 + bx + с V 0 с положительным старшим 
коэффициентом будем в дальнейшем называть базовым. Поскольку 
наиболее распространённым типом квадратных неравенств являются 
неравенства с положительным дискриминантом, найдя нули квадра­
тичной функции у = ах2 + Ьх + с (или, что то же самое, корни квад­
ратного трёхчлена ах2 + Ъх + с), т. е. корни уравнения ах2 + Ьх + с = О, 
можно, основываясь на свойствах квадратичной функции, сразу выпи­
сать множество решений неравенства. При положительном дискрими­
нанте для базовых квадратных неравенств вида ах2 + Ьх 4- с < 0 или 
ах2 + Ьх + с < 0 этим множеством является промежуток «между корня­
ми» трёхчлена, т. е. (х1;х2) или [XiJ-fe] соответственно; для базовых 
квадратных неравенств вида ах2 + Ьх + с > О или ах2 + Ьх + с > 0 мно­
жеством решений является объединение промежутков «за корнями» 
трёхчлена, т. е. (—“jx^ и (х2;+оо) или (—ацхД и [х2;+°°) соответ­
ственно.

Другой способ решения квадратных неравенств связан с разложе­
нием квадратного трёхчлена на линейные множители и применением 
метода интервалов. Напомним, что если дискриминант D = Ь2 - 4ас 

квадратного трёхчлена /(х) = ах2 + Ьх + с положителен, а хг = ■ 1 .. ’

и х2 = --'' —корни трёхчлена, то ах2 + Ьх + с = а(х- хг)(х - х2). 
Точки хг и х2 разбивают числовую прямую на три промежутка, в каж­
дом из которых знак функции /(х) легко определить по её знаку в од­
ной из точек промежутка, после чего остаётся записать ответ. При ре­
шении неполных квадратных неравенств, т. е. неравенств вида ах2 + 
+ bx V 0 или ах2 + с V 0, обычно используют разложение на линейные 
множители путём вынесения общего множителя или применения фор­
мулы разности квадратов.

Замечание. Можно определить промежутки знакопостоянства вы­
ражения а(х — х1)(Х “ х2) при а > 0 ещё и следующим образом. Так 
как а > 0, при любом значении переменной х число а(х — хг) (х — х2) 
будет иметь тот же знак, что и число (х — х1) (х — х2). Поскольку хх < х2, 
получаем, что х — хг > х — х2 при любом значении х. Произведение 
двух чисел отрицательно в том и только том случае, если меньшее из 
них отрицательно, а большее положительно:

х х; > 0, (х > хъ
х-х2 < 0 ^х < х2,

т. е. х1<х<х2, или хе (хг; х2). Произведение двух чисел положительно 
в том и только том случае, если меньшее из них положительно (тогда 
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и большее положительно) или большее отрицательно (тогда и меньшее 
отрицательно):

’x-x-j <0, Гх < хъ
х — х2 > 0 ' х > х2,

т. е. хе (—оо; xj и (х2; +<»).
Итак, если привести квадратное неравенство к базовому виду и най­

ти корни соответствующего квадратного трёхчлена, то можно практи­
чески сразу записать ответ: в случае существования двух различных 
корней Xj и х2 решением неравенства будет либо промежуток между 
ними, либо объединение двух числовых лучей с началами в точках Х | 
их2.

Прежде чем переходить к разбору примеров, подчеркнём, что неваж­
но, какой способ решения квадратного неравенства будет использо­
ван: главное, чтобы это решение было хотя бы в минимальной степени 
обосновано—либо ссылкой на свойства квадратичной функции, либо 
ссылкой на метод интервалов.

Пример 4. Решите неравенство 5х2 Зх.
Решение. Приведём неравенство к базовому виду: 5х2 — Зх > О, 

откуда 5х(х — 0,6) > 0. Решим полученное неравенство методом интер­
валов:

О 0,6 х

Ответ: (— оо; 0] и [0,6; +оо).
Пример 5. Решите неравенство 49 — 25х2 > 0.
Р е ш е н и е. Приведём неравенство к базовому виду, умножив обе 

его части на -1 и перегруппировав слагаемые: —49 + 25х2 < О, откуда 
25х2 — 49 sC 0. Разложим по формуле разности квадратов левую часть 
полученного неравенства на множители: (5х — 7)(5х + 7) < 0. Решим 
последнее неравенство методом интервалов:

-1,4

Ответ: [—1,4; 1,4].
Пример 6. Решите систему неравенств

J—0,Зх + 0,2 0,2х "I" 0,3, 
(х2--I-Зх +1 > 0,2(2-х).
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Решение. Решим первое неравенство данной системы. Для того 
чтобы избавиться от дробей, умножим обе части этого неравенства на 
число 10. Получим —Зх + 2 2х + 3, откуда —5х > 1 и х < —0,2. Мно­
жество решений первого неравенства данной системы — промежуток 
(-и; -0,2].

Решим второе неравенство данной системы. И здесь избавимся от 
дроби, умножив обе части неравенства на число 5. Получим

5х2 + 15х + 5 > 2-х.

Перенесём все слагаемые в левую часть неравенства и приведём по­
добные слагаемые: 5х2 + 16х + 3 > 0. Старший коэффициент в левой 
части полученного неравенства положителен, нулями квадратичной 
функции у = 5х2 + 16х + 3 являются числа —3 и —0,2 (их можно найти 
с помощью формулы корней квадратного уравнения или с помощью 
формул Виета). Поэтому множество решений неравенства: (—°°; —3] и 
и [-0,2; +<»). Следовательно, множество решений данной системы: 
(—оо; —3] U {—0,2}.

Ответ: (-оо; -3] и {-0,2}.

О формулах Виета для неприведённого квадратного трёхчлена

При решении квадратных неравенств часто оказываются полезны­

ми формулы Виета: Xj +х2 = -у, ххх2 = ■; (здесь хх и х2 — корни квад­
ратного трёхчлена /(х) = ах2 + Ьх -I- с, а 0). Эти формулы позволя­
ют, подобрав два числа по их произведению и сумме, записать реше­
ние квадратного неравенства почти сразу, поскольку найденные чис­
ла и являются корнями трёхчлена _/'(х) = ах2 + Ьх + с. Однако (за ис­
ключением случая а = 1) в указанном виде эти формулы использовать 
неудобно, так как сумма и произведение искомых чисел являются дро­
бями и подобрать такие числа сложно. Помогут здесь следующие про­
стые рассуждения. Запишем формулы Виета в виде системы:

, bх. + х2 = --, 
сХтХ2 = -.1 2 а

Если умножить обе части первого уравнения системы на а, а обе части 
второго уравнения на а2, то получим систему, которую можно записать 
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так:
J (axi) + (ах2) = -Ь, 
\^ах1Нах2') = ас.

Таким образом, если найти два числа, произведение которых равно ас, 
а сумма равна — Ъ, то это будут числа ах2 и ах2, после чего останется 
каждое из найденных чисел разделить на а и получить корни данного 
квадратного трёхчлена. При определённом навыке такие вычисления 
легко проводятся устно: на роль ах2 и ах2 претендуют делители числа 
ас, и, перебирая «по возрастанию» возможные делители этого числа 
(начиная с простейшего — единицы), можно довольно быстро полу­
чить ответ.

Пример 7. Решите неравенство 9х2 — 73х + 8 < 0.
Решение. Найдём сначала два числа, произведение которых рав­

но 9 • 8 = 72, а сумма равна 73. Поскольку произведение этих чисел 
положительно, это числа одного знака. Поскольку их сумма положи­
тельна, это положительные числа. Уже простейший делитель числа 72 
позволяет найти искомые числа: 1 • 72 = 72, 1 + 72 = 73. Осталось раз­
делить найденные числа на 9 и получить корни квадратного трёхчлена 

1 72в левой части неравенства: s И -д- = 8. Поскольку старший коэффици­
ент трёхчлена положителен, множеством решений неравенства явля­
ется отрезок 8 |.

Ответ: [|; 8 |.

Пример 8. Решите неравенство 4х2 — 15х + 9 > 0.
Решение. Найдём два числа, произведение которых равно 4'9 = 

= 36, а сумма равна 15. Поскольку произведение этих чисел положи­
тельно, это числа одного знака. Поскольку их сумма положительна, это 
положительные числа. Перебирая пары делителей числа 36 «по возрас­
танию» меньшего делителя (1 и 36, 2 и 18, 3 и 12), уже на третьем 
шаге находим числа, сумма которых равна 15: это 3 и 12. Разделив 
каждое из них на 4, получим корни квадратного трёхчлена в левой

3 12части неравенства: =0,75 и — = 3. В силу положительности старше­
го коэффициента этого трёхчлена множеством решений неравенства 
является объединение промежутков (-оо; 0,75) и (3; +оо).

Ответ: (—“; 0,75) и (3; +<»).
Пример 9. Решите неравенство 6х2 + 5х - 4 < 0.
Решение. Найдём сначала два числа, произведение которых рав­

но 6 • (—4) = —24, а сумма равна —5. Поскольку произведение двух этих 
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чисел отрицательно, одно из них является положительным, другое — 
отрицательным. Сумма этих чисел также отрицательна, поэтому мень­
ший по модулю делитель числа —24 будем брать со знаком «плюс», 
а больший — со знаком «минус»: 1 и -24, 2 и -12,... На третьем шаге 
получаем два числа, сумма которых равна —5: это 3 и -8. Разделив каж­
дое из этих чисел на 6, найдём корни квадратного трёхчлена в левой

3 1 -8 4 „ , ,части неравенства: - ■ и ■ . Поскольку старший коэффициент
трёхчлена положителен, множеством решений неравенства является 

f 4 Пинтервал I — - |.
( 4 1ЛОтвет: I ;

Разумеется, рассмотренный приём применим только в тех случаях, 
когда корни квадратного трёхчлена в левой части неравенства рацио­
нальны.

Пример 10. а) Решите неравенство

2х2-(275 + з7з)х + 3+715 < 0.

б) Найдите все целые решения неравенства.
Р е ш е н и е. а) Найдём дискриминант D квадратного трёхчлена в ле­

вой части неравенства:

D= (275 + ЗТЗ)2- 4-2- (3+715) = 20 + 12715 + 27-24-8715 =

= 23 + 4715.

Дискриминант представляет собой числовое выражение вида p + q^/r. 
Обычно в такого рода задачах это выражение является полным квадра­
том, т. е. квадратом суммы каких-то двух чисел. Для того чтобы найти 
эти числа, используют рассуждения, аналогичные следующим. Пусть 
дискриминант является квадратом суммы чисел а и Ь: (а + Ь)2 = 
= 23 + 4715. Предположим, что сумма квадратов этих чисел равна 
23, а их удвоенное произведение 2аЬ равно 4715. Тогда ab = 2715. 
Наиболее вероятными «претендентами» на роль а и Ъ являются либо 
1 и 2715, либо 2 и 715, либо 273 и 75, либо 275 и 73. Поскольку 
сумма квадратов искомых чисел равна 23, это числа 275 и 73. Следо­
вательно, D = (2 75 + 73) , откуда 7D = 275 + 73. Тогда по формуле 
корней квадратного уравнения находим

275 + 373-275-73 73
Х| - 4 2 ’
Х2 = 275+373 + 275 + 73 = +
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Поскольку старший коэффициент в левой части данного неравенства 
положителен, по свойствам квадратичной функции множеством реше­
ний неравенства будет промежуток (х;; х,), т. е. (“У+ а/3 + -/5) •

б) Для ответа на второй вопрос задачи нужно определить, между ка­
кими двумя последовательными целыми числами заключено каждое из 

д/З /о I /с сг п УЗ . у'4 „ а/3 1чисел хг = - и х2 = V 3 + V 5. Ясно, что 0 < < -... откуда 0 < -. < 1

Также очевидно, что 1 < + 3 < 2, а 2 < У 5 < 3. Поэтому 1 + 2 < а/3 + У5 < 
<2 + 3, откуда 3 < а/3 + а/5 < 5. Остаётся сравнить числа а/З + а/5 и 4. 
Допустим, что а/3 + У5 > 4. Следовательно, (а/3 + а/5) 2 > 16, откуда 3 + 
+ 2а/15 + 5>16 и, далее, 2а/Ж»8, т.е. а/15 <4, или а/15 а/16. Мы 
пришли к противоречию, поэтому допущение неверно и 43 + а/5 < 4- 
Таким образом, 3 < Уз + У5 < 4. Значит, целыми решениями данного 
неравенства являются числа 1; 2; 3.

О Уз 1 2 3 Уз + </5 4 х
2

Ответ: а) УЗ + a/s); б) 1;2;3.

Замечание. Пример 10 показывает, что задача на обычное квад­
ратное неравенство в некоторых случаях может оказаться достаточно 
сложной. Обратим внимание на сравнение чисел а/3+ /5 и 4, а также 
оформление такого сравнения в тексте решения. С необходимостью 
сравнения иррациональных чисел приходится сталкиваться при реше­
нии самых разных неравенств (например, задачи 15 ЕГЭ профильного 
уровня по математике) и уравнений (например, задачи 13 ЕГЭ про­
фильного уровня по математике). Оформить такое сравнение на чи­
стовике можно либо от противного (как это было сделано при разборе 
примера), либо записав в чистовике последовательность действий, об­
ратную проделанной в черновике: ведь доказывать неравенство можно 
только опираясь на очевидное верное неравенство. В последнем случае 
в чистовике следует привести такое доказательство:

15 < 16 => а/15 < 4 => 2 а/15 < 8 =>3 + 2715 + 5 < 16 =>
=> (а/3+ а/5)2 < 16 => а/3 + а/5 < 4.

Пример 11. а) Решите неравенство

X2 > 1,25x4-1,5. (1)
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б) Решите неравенство

Х+1 < |х2. (2)

в) Найдите все решения неравенства (2), не являющиеся решения­
ми неравенства (1).

Решение, а) Решим неравенство (1). Чтобы избавиться от дробей, 
умножим обе части этого неравенства на число 4. Получим 4л*2 > 5л* + 6. 
Приведём неравенство к базовому виду: 4л*2 — 5л* — 6 > 0. Найдём кор­
ни квадратного трёхчлена в левой части неравенства, воспользовав­
шись формулами Виета. Для этого сначала найдём два числа, произ­
ведение которых равно 4- (—6) = —24, а сумма равна 5. Поскольку про­
изведение двух этих чисел отрицательно, одно из них является поло­
жительным, другое — отрицательным. Сумма этих чисел положитель­
на, поэтому меньший по модулю делитель числа —24 будем брать со 
знаком «минус», а больший — со знаком «плюс»: —1 и 24, —2 и 12, —3 
и 8. На третьем шаге получаем искомые числа, сумма которых равна 5: 
это -3 и 8. Разделив каждое из этих чисел на 4, найдём корни квадрат­

ного трёхчлена в левой части неравенства: = —0,75 и -j = 2. В силу 
положительности старшего коэффициента этого трёхчлена множество 
решений неравенства: (—оо; -0,75) и (2; +<»).

б) Решим неравенство (2). Чтобы избавиться от дробей, умножим 
обе части этого неравенства на число 9. Получим 9л + 9<4л:2, откуда 
—4л*2 + 9л* + 9 0. Приведём неравенство к базовому виду, умножив 
обе его части на —1 и поменяв знак неравенства на противоположный: 
4л*2 — 9л* — 9 > 0. Найдём корни квадратного трёхчлена в левой части, 
вновь воспользовавшись формулами Виета. Для этого сначала найдём 
два числа, произведение которых равно 4 • (—9) = —36, а сумма равна 9. 
Поскольку произведение двух этих чисел отрицательно, одно из них 
является положительным, другое — отрицательным. Сумма этих чисел 
положительна, поэтому меньший по модулю делитель числа —36 будем 
брать со знаком «минус», а больший — со знаком «плюс»: —1 и 36, —2 
и 18, —3 и 12. На третьем «шаге» получаем искомые числа, сумма кото­
рых равна 9: это —3 и 12. Разделив каждое из этих чисел на 4, найдём

—3 
корни квадратного трёхчлена в левой части неравенства: —- = -0,75 

12и — = 3. В силу положительности старшего коэффициента этого трёх­
члена множество решений неравенства: (— оо; —0,75] и [3; + »).

в) Найдём все решения неравенства (2), не являющиеся решени­
ями неравенства (1). Для этого нужно найти все числа из множества 
(—оо; —0,75] и [3; +оо)5 не принадлежащие множеству (—оо; —0,75) и 
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и (2; +оо). В данном случае это сделать совсем просто: единственным 
таким числом является —0,75.

Ответ: а) (— оо; — 0,75) и (2;+о°); б) (—о°;—0,75] и [3;+о°); 
в) -0,75.

Пример 11 моделирует — на довольно простом уровне — достаточ­
но типичную ситуацию, возникающую при решении некоторых задач 
ЕГЭ: условие задачи требует ответа на три вопроса, за правильный 
ответ на каждый из которых начисляется один первичный балл.

Упражнения к § 2.1

Решите неравенство.

1. а) 5х-7J7х-5; б)3х-8^8х-3.

2. a) 3(2х —3) — 2(3х —2) 1 — 4х; б) 4(3х-4) - 3(4х-3) < 1 - 5х.

3. а) (2 —x)(V5 —д/7) >0; б) (1 -х)(л/3 - д/5) > 0.

4. а) (У7-Л0)х<?^=; б) (75-77><

5. a) (2х-3)(5х + 2)> (2х—3)(5х-2);

б) (3x-l)(4x+3K(3x-l)(4x-3).

6. а) Найдите наибольшее целое решение неравенства

5х - 6 < 2(3 - х) - Зх.

б) Найдите наименьшее целое решение неравенства

Зх + 4 > -5 (3 + х) - х.

Решите неравенство.
_ ч 4 + 5х' п .а7. а) ——>Зх+1;

о ч х 3-х . х + 12 9
8'а) 3-“5“ ----- 5’

9. а) (Х+7)2<(Х-3)2;

/-ч 3 + 7х о . -| б) —— >2х + 1.

Л , A I

б) з+ —
4х + 5

15
2
3'

б) (х — 6)2 < (х —4)2.

10. а) Найдите все значения и, при каждом из которых сумма чисел
4 + 10п 4(3 —п)—о— и —з— положительна.

б) Найдите все значения и, при каждом из которых сумма чисел 
10-1-17п 5(2-и)——— и —-— отрицательна.
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Решите систему неравенств.

11. а)
4х + 9 С9х + 4, 
1,7х<51;

[5х + 8^8х + 5, 
) 12,3x^46.

12. а)
5(4х +3) - 4(5х +3) > Зх, 
2 3 , г
ух< 2^ + 5;

3(2х + 5) — 2(Зх + 5) >5х, 
4 5 , „^х < ^х + 9.

2х + 5 5х Ч~ 2 
14'аНх + 2 2 + 5 

5 2 ’

15 а) /С^ + 6)2 < С^-1-4)2, 
' а ] 6х + 13>5х-7;

л, + [|х<0,6х+16,
16. а) { 3

[0,7х>—0,56;

Решите двойное неравенство.
17. а) 2х 3 ' 5х 2: 3 2х;
18. а) 6х — 5 < 6 — 5х С 5 — 6х;

Г-0,6х<2,4,
5 (2,4х<0,6.

{ Зх + 2 2х + 3

6) +Л ++I ’
I 3 2 •

Г(х +5)2 < (х + З)2, 
б) 5J [5х + 12>4х —9.

! ™х< 0,Зх +91, 
б) < з

I 0,9х>—0,63.

б) Зх - 4 7х - 2 4 - Зх.
б) 5х - 4 < 5 - 4х < 4 - 5х.

19. а) 1,7х - 2,6 < 0,7х - 0,6« 2,7х - 1,6;

б)

20. а)

Решите систему неравенств.

(3 —2x)(v/5 —3) >0,

2,3х - 3,4 < 1,3х - 1,4 < 3,3х - 2,4.
2<3-|х<4; б; 3 ̂хсБ.

21. а)
(4-Зх)(л/3-2)>0, 
0,4х< 4.

22. а)
(з-Л1)х<^ 

х2 + 25> (х + 5)2;
б)

(2-v7)x<-^7 
z + V 

х2 + 36 > (х + 6)2.

Решите двойное неравенство.
23. а) 9х2-2<(Зх + 2)2<9хж+2;
24. а) (4х+З)2 < 16х2 g (4х—З)2; 
Решите неравенство.
25. а) 10х2 + 7х^0;

б) 4х2-3<(2х+3)2<4х2 + 3.
б) (2х + 7)2 < 4х2 < (2х - 7)2.

б) Зх2 — 8х < 0.
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26. а) 36х2 —25>0;

27. а) 9>f|;

28. а) > у ■

29. а) < V162;
V2

30. а) х2 —19х + 18>0;
31. а) 2х2 —9х —5<0;
32. а) Зх2 —х —24>0;
33. а) (Зх-7)2Х7х-3)2;

б) 49х2 —16>0.

7у2 Л v

б) х2-17х + 16^0.
б) 5х2 + 9х - 2 < 0.
б) 6х2-гх — 15 >0.
б) (5х-4)2Х4х-5)2.

34. Решите систему неравенств:

/7(Зх + 2)-3(7х + 2)>2х, (7(5х + 4)-5(7х + 4) >4х,
aJ ((х — 4)(х + 8) <0; 6’ [(х-2)(х+4)<0.

Решите двойное неравенство.
35. а) Зх2 - 4х + 3 Зх2 - 5х + 5 С 2х2 — Зх + 4;

б) 5х2 - 6х - 1 < 5х2 - 7х+2 4х2 - Зх - 2.
36. а) -9<7-х2<8; б)-8< 17-х2< 18.
37. а) а) Зх2 - 2х—6 С 2х2 - 2х + 3 < Зх2 - 2х - 1;

б) 4х2 - 5х - 14< Зх2 - 5х + 2 < 4х2 - 5х - 7.
Решите систему неравенств.

38. а)

39. а)

40. а)

X2 + 9Х+8 0, 
-0,Зх>2,4;

Зх2- 14х + 8<0, 
5х : 2 > 2х + 5;

(х + 2)2 + (х —б)2 >40, 
х2 < 4х;

б)
Х2+7х + 6<0, 
-0,7х>4,2.

[4х2-11х + 6<0, 
14х + 3 > Зх + 4.

((х+ З)2 + (х- 5)2 34, 
б)ЙЧ2х.

Диагностическая работа 1

Вариант 1

1. Найдите наименьшее целое решение неравенства ^х> 5у. 

Решите неравенство.
2. 2х+3(х-3)<1 + 2(1,5х-2).
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3. 3(л/2-х) + л/2(3-х) + 3(3-л/2)>0.
4. 9х 5х2.
5. 25 < 49х2.
6. 5х2 — 101х +20 < 0.
7. Решите двойное неравенство 2х + 3 5х2 — 9х + 5 < 7х + 2.
Решите систему неравенств.

[6(5х + 4) -4(5х + 6) <10х + Г1,
8. < х + 2 х + 5 х + 3 х + 4

I 5 + 2 4 + 3 '

|4х>х2,
9' [25х2<16.

|2х2 5х • 2 + 0.
~ ’ (2х2-7х + 6>0.

11. а) Решите неравенство 2х2 — (Зу/2 + 2Л/7)х + 2+ v/14<0.

б) Найдите все целые решения неравенства.
12. а) Решите неравенство

х2 + 2,2х < 2,4. (1)

б) Решите неравенство

1,6 > х2 +1,2х. (2)

в) Найдите все решения неравенства (2), не являющиеся решения­
ми неравенства (1).

Вариант 2

4 41. Найдите наибольшее целое решение неравенства ^х< 4<у 
Решите неравенство.
2. х + 4(0,6х — 4) 1 + 3 (0,8х - 3).
3. 4(л/3-х) + л/3(4-х) + 4(4-л/3)<0.
4. 11х^4х2.
5. 49 < Збх2.
6. 2х2 - 101х + 50<0.
7. Решите двойное неравенство Зх+- 2 + 5х2 — 9х+ 6 13х — 2.



§ 2.2. Более сложные целые неравенства 105

Решите систему неравенств.

(5(4х+3)-3(4х+5)^8х+9,
j х + 2 х + 4 х + З х + 5
I 4 + 2 5 + 3 ’
(Зх>х2,

Л (16х2<9.

j 4х2 - 5х +1 < 0, 
’ (4х2-7х + 3^0.

11. а) Решите неравенство 2х2 — (3\/5 + 2\/7)х-г5 + >/35<0.
б) Найдите все целые решения неравенства.

12. а) Решите неравенство

л- ■ 0.5х < 10.5. (1)

б) Решите неравенство

3,5>х2 + 2,5х. (2)

в) Найдите все решения неравенства (1), не являющиеся решения­
ми неравенства (2).

§ 2.2. Более сложные целые неравенства

Перейдём теперь к более сложным целым неравенствам, проиллю­
стрировав методы их решения примерами. Вычисление корней квад­
ратных трёхчленов в этом параграфе и далее опускается для экономии 
места.

Метод интервалов

Метод интервалов (см. § 1.2) является одним из основных методов 
решения целых неравенств. Обычно он применяется после приведения 
неравенства к виду

p1(x)-p2(x)-...-p„(x)vO,

который будем называть стандартным. Многочлены РхСх), р2(х), ... 
..., рп(х), как правило, являются многочленами первой или второй 
степени. Последние в случае положительности дискриминанта следует 
представить в виде произведения линейных множителей по формуле

ах2 + Ьх + с = а(х - xj (х - х2) 

разложения квадратного трёхчлена на линейные множители; в случае 
неположительности дискриминанта квадратный трёхчлен принимает 
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только неотрицательные или только неположительные значения, что 
и нужно учитывать при решении неравенства. Перед применением 
метода интервалов можно обе части неравенства разделить на полу­
ченное после разложения на множители произведение старших коэф­
фициентов квадратных трёхчленов.

Пример 1. Решите неравенство

(Зх2 - 8х 4 4) (5х2 - 8х - 4) « 0.

2 2 2 х
5 3

Ответ: J{2}.

Пример 2. Решите систему неравенств

| (2х2 4 9х 4 4) (4х2 4 9х 4 2) (9х2 + 2х + 4) 0, 
((1 - 16х2)(5х2 + 2х) (4х2+ 20x4-25) > 0.

Решение. Решим первое неравенство данной системы. Корнями 
квадратного трёхчлена 2х2 4 9х 4 4 являются числа —4 и —0,5. Кор­
нями квадратного трёхчлена 4х24 9х4 2 являются числа —2 и —0,25.

Решение. Корнями квадратного трёхчлена Зх2 — 8х + 4 являются 
2

числа - и 2. По формуле разложения квадратного трёхчлена на линей­
ные множители получим, что

Зх- 8х • 4 3(х - ) (л- 2).

„ 2
Корнями квадратного трёхчлена 5х — 8х — 4 являются числа — - и 2. 
По формуле разложения квадратного трёхчлена на линейные множи­
тели получим, что

5х2 - 8х - 4 = 5 (х + |) (X • 2).

Следовательно, данное неравенство приводится к виду

3| х—| ] (х —2) • 5^x4 |) (х —2) « 0,

откуда
(х + |)(х-|)(х-2)2<°.

Применим метод интервалов:
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Дискриминант квадратного трёхчлена 9.x2 + 2х + 4 отрицателен, а стар­
ший коэффициент положителен. Следовательно, при любом действи­
тельном значении переменной этот трёхчлен принимает только поло­
жительные значения. Поэтому обе части неравенства можно разделить 
на 9х2 + 2х + 4. Таким образом, первое неравенство данной системы 
приводится к виду

2(х + 4) (х + 0,5) ■ 4(х + 2) (х + 0,25) 0,

откуда
(х + 4) (х + 0,5) (х + 2) (х + 0,25) 0.

Применим метод интервалов:

+ е// / ///
(////// +

— 4 -2 -0,5 -0,25 х

Множество решений неравенства: [—4; —2] и [—0,5; —0,25].
Решим второе неравенство данной системы. Разложим на множи­

тели каждый из многочленов в скобках:

1 — 16х2 = -16(х + 0,25) (х — 0,25), 5х2+2х = 5х(х+0,4),

а квадратный трёхчлен 4х2 + 20х + 25 является полным квадратом (те, 
кто «не видит» этого, могут вычислить дискриминант — он равен ну­
лю):

4х2 + 20х -I- 25 = 4(х + 2,5)2.

Следовательно, второе неравенство данной системы примет вид 

-16(х + 0,25) (х- 0,25) • 5х(х + 0,4) • 4(х + 2,5)2 > 0.

Разделим обе части неравенства на -16 -5-4, изменив знак неравен­
ства на противоположный:

(х + 0,25)(х-0,25)х(х + 0,4)(х + 2,5)2 < 0.

Применим метод интервалов:

-2,5

+ 4- У//-//// + +
-0,4 -0,25 0,25

Множество решений неравенства: {—2,5} и [—0,4; —0,25] и [0; 0,25].
Для того чтобы решить данную систему, найдём пересечение полу­

ченных множеств: {—2,5} и [—0,4; -0,25].
Ответ: {—2,5} и [—0,4; —0,25].



108 Глава 2. Целые неравенства и системы неравенств

Замечание. Умножение или деление обеих частей неравенства на 
выражение, содержащее переменную, возможно в одном-единственном 
случае: если при любом значении переменной это выражение при­
нимает только положительные значения (это и было сделано при ре­
шении примера 2) или только отрицательные значения (в этом слу­
чае знак неравенства следует изменить на противоположный). Во всех 
остальных случаях такое умножение или деление является грубой ошиб­
кой, поскольку проводится с сохранением знака неравенства, что для 
значений переменной, при которых данное выражение отрицательно, 
неверно.

Равносильные преобразования

Разумеется, далеко не каждое целое неравенство сразу даётся в стан­
дартном виде. Куда чаще встречаются задачи, в которых для приведе­
ния неравенства к стандартному виду надо проделать определённые 
преобразования. Прежде всего это раскрытие скобок и приведение по­
добных слагаемых, вынесение общего множителя, разложение на мно­
жители (в том числе и с помощью формул сокращённого умножения). 
Поскольку областью допустимых значений любого целого неравенства 
является вся числовая прямая, указанные преобразования будут рав­
носильными (см. § 1.1).

Пример 3. Решите неравенство
(16х2 +14х + 3)(2х—1) > (8х2 —2х —1)(2х+1).

Решение. При раскрытии скобок получим в левой и правой частях 
неравенства многочлены третьей степени с соответственно различны­
ми старшими коэффициентами и свободными членами, т. е. придём 
в итоге к неравенству третьей степени. Попробуем привести неравен­
ство к стандартному виду иным способом. Корнями квадратного трёх- 

„ 13
члена 16х + 14х + 3 являются числа —- и — g. Разложим левую часть 
неравенства на множители:

1е(х ■ : Q{x+|)(2x-l) > (8х2 —2х- 1)(2х+1).

Для упрощения дальнейших преобразований избавимся от дробей 
в скобках:

(2х+1)(8х + 3)(2х-1) > (8х2 —2х—1)(2х + 1).

Перемножим выражения во вторых и третьих скобках в левой части 
неравенства, перенесём выражение из правой части неравенства в ле­
вую и вынесем общий множитель (2х +1). Получим

(2х+1)(16х2 — 2х —.3 — 8х2 + 2х+1) > 0, 
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откуда (2х + 1)(8х2 — 2) > 0. Вынесем за скобки коэффициенты при 
переменной:

2(х+0,5) • 8(х2 — 0,25) > 0.

Разделив обе части неравенства на 16 и применив формулу разности 
квадратов, придём к неравенству (х — 0,5) (х + 0,5)2 > 0. Применим 
метод интервалов:

-0,5 0,5 х

Ответ: {—0,5} и [0,5; +«>).
Одним из наиболее часто встречающихся преобразований алгебра­

ических выражений является разложение на множители. Если в преды­
дущем примере для этого было достаточно проделать только техниче­
скую работу, то для решения следующего уже надо проявить опреде­
лённую наблюдательность.

Пример 4. Решите неравенство

х4 +10х3 + 25х2 — 36 > 0.

Решение. Заметим, что сумма первых трёх слагаемых в левой 
части неравенства является полным квадратом:

х4 + 10х3 -I- 25х2 — (х2 + 5х)2.

Теперь неравенство можно переписать в виде

(х2 + 5х)2-62 > 0

и применить формулу разности квадратов:

(X2 + 5х - 6) (х2 + 5х + 6) > 0.

Корнями квадратного трёхчлена в первых скобках являются числа -6 
и 1; корнями квадратного трёхчлена во вторых скобках являются числа 
—3 и —2. Теперь левую часть последнего неравенства можно разложить 
на множители:

(х + 6)(х—1)(х + 3)(х + 2) < 0.

Осталось применить метод интервалов:

-6 -3-2 1 х

Множество решений неравенства: (— о°; —6) и (—3; —2) и (1; +°°). 
Ответ: (-<»; -6) и (-3; -2) и (1; +“).
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Пример 5. Решите неравенство

(x241,3x4 0,9)24(x24 3,3x-0,7)2 <

< (х2 + 1,5х + 0,74)2 4 (х2 + 3,1х - 0,54)2.

Решение. Уныние, которое может вызвать подобный пример,— 
чувство не слишком продуктивное, а на экзамене так и вообще недо­
пустимое. Понятно, что раскрытие скобок в данном случае будет по­
ступком, конечно, героическим, но малоперспективным из-за очевид­
но больших затрат времени и вероятных ошибок. Ясно, что решение 
примера предполагает иные действия, прежде всего анализ условия. 
Поскольку неравенство является целым, каким-то образом придётся 
привести его к стандартному виду. Инструментов для этого не так мно­
го, и все они указаны выше. Прежде всего это разложение на множи­
тели. Наличие квадратов наводит на мысль о возможном применении 
формулы разности квадратов. Остаётся заметить, что разность первого 
квадратного трёхчлена в правой части неравенства и первого квад­
ратного трёхчлена в левой части неравенства равна разности второго 
квадратного трёхчлена в левой части неравенства и второго квадрат­
ного трёхчлена в правой части неравенства. Применив формулу разно­
сти квадратов, получим

(х241,5x40,74)2 —(х241,3x40,9)2 = (0,2х-0,16)(2х242,8х41,64), 

(х243,3х —0,7)2 —(х243,1х —0,54)2 = (0,2х-0,16)(2х34б,4х-1,24).

Теперь данное неравенство можно переписать так:

(0,2.x —0,16) (2х2 4 6,4.x — 1,24) < (0,2х - 0,16) (2х2 4 2,8x4 1,64).

Перенесём выражение из правой части в левую, вынесем общий мно­
житель и приведём подобные слагаемые:

(0,2х —0,16) (3,бх —2,88) < 0.

Вынесем за скобки коэффициенты при переменной:

0,2(х —0,8) • 3,6(х —0,8) < 0,

откуда (х — 0,8)2 < 0. Единственным решением полученного неравен­
ства является х = 0,8.

Ответ: {0,8}.

Метод введения новой переменной

Напомним, что основной идеей решения неравенств с помощью ме­
тода введения новой переменной (см. § 1.4) является замена повторя­
ющегося алгебраического выражения некоторой (обычно латинской) 
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буквой, играющей роль новой переменной. Такая замена позволяет 
свести решение данного неравенства к последовательному решению 
нескольких неравенств меньшей степени (обычно квадратных) либо 
разложить на множители левую часть и, сделав обратную замену, вос­
пользоваться методом интервалов (этот способ часто оказывается бо­
лее коротким). В некоторых случаях замена является только вспомо­
гательным средством, позволяющим упростить алгебраические преоб­
разования с целью получения менее сложного по сравнению с данным 
неравенства.

Пример 6. Решите систему неравенств

(25х4—41х2+16 < О,
(7(2х2 - х - 1) + 1 (2х2 - х)2.

Решение. Решим первое неравенство данной системы. Введём 
новую переменную t = x2. Неравенство примет вид

25t2-411 + 16 < 0.

Корнями квадратного трёхчлена в левой части полученного неравеи- 

ства являются числа 1 и^. Поэтому неравенство можно переписать 
в виде

2s(t-g)(t-U«0.

Разделим обе части последнего неравенства на 25 и сделаем обратную 
замену:

откуда
(х - 0,8) (х + 0,8) (х - 1) (х -I-1) < 0.

Применим метод интервалов:

Множеством решений первого неравенства данной системы явля­
ется объединение отрезков [-1; —0,8] и [0,8; 1].

Решим второе неравенство данной системы. Пусть

z = 2х2 - х.

Неравенство примет вид

7(z-l) + l >z2.
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Приведём неравенство к базовому виду:

z2 —7z + 6 < 0.

Корнями квадратного трёхчлена в левой части полученного неравен­
ства являются числа 1 и 6. Разложив левую часть последнего неравен­
ства на множители, получим

(z-l)(z-6) < 0.

Сделаем обратную замену:

(2х3 - х - 1) (2х2 - х - 6) < 0.

Корнями квадратного трёхчлена в первых скобках в левой части нера­
венства являются числа —0,5 и 1, корнями квадратного трёхчлена во 
вторых скобках являются числа —1,5 и 2. Разложив на множители каж­
дый из этих трёхчленов, придём к неравенству

2(х + 0,5)(х-1)-2(х + 1,5)(>-2) < 0,

откуда
(х + 0,5)(х—1)(х+1,5)(х—2) « 0.

Вновь применим метод интервалов:

Множеством решений второго неравенства данной системы явля­
ется объединение отрезков [-1,5; —0,5] и [1; 2].

Множество решений данной системы найдём как пересечение чис­
ловых множеств [-1; —0,8] и [0,8; 1] и [—1,5; —0,5] и [1; 2]. В данном 
случае это легко сделать и без чертежа, ведь отрезок [—1; —0,8] цели­
ком содержится в отрезке [—1,5; —0,5], а не пересекающиеся с ними 
отрезки [0,8; 1] и [1; 2] имеют единственную общую точку 1. Следова­
тельно, множество решений данной системы: [-1; —0,8] и {1}.

Ответ: [-1;-0,8] и {1}.
Замечание, При решении каждого из неравенств данной систе­

мы новая переменная использовалась только для нахождения корней 
квадратного трёхчлена в левой части полученного после её введения 
базового квадратного неравенства и последующего разложения на мно­
жители с целью применения метода интервалов. Другой путь состоит 
в формальном решении полученного после замены неравенства с це­
лью сведения данного неравенства к нескольким более простым. Так, 
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решением неравенства 25t2 — 411 + 16^0 является отрезок 5Д; 1
т- Г16 ilТо, что t е . ; 1 , можно записать в виде системы:

16
25’
1.

Далее, сделав обратную замену, получим

( 2 16I х 25,
I х2 « 1.

Останется решить каждое из квадратных неравенств системы. Анало­
гично решением неравенства z2 — 7z + 6 0 является отрезок [1; 6]. 
После обратной замены получим

2.x2 -х 1,
2х2 - х С 6.

Опять останется решить каждое из квадратных неравенств системы. 
Какой способ использовать — разложение на множители с последую­
щим применением метода интервалов или последовательное реше­
ние нескольких квадратных неравенств, — совершенно неважно, здесь 
можно руководствоваться своими предпочтениями.

В следующем примере вводятся уже две новые переменные, — прав­
да, только для того, чтобы упростить преобразования данного неравен­
ства. Такая ситуация, как уже отмечалось, время от времени встреча­
ется в самых разных задачах.

Пример 7. Решите неравенство 

(6х5 + 5х3 - 4х - 3) (6х5 -I- 4х3 + 5х2 + х - 3) <

< (6х5 + 5х3 - 5х - 3) (6х5 + 4х3 + 5х2 + 2х — 3).

Решение. Обозначим выражение в первых скобках левой части 
буквой а, а во вторых скобках — буквой Ь. Тогда неравенство можно 
записать в виде

ab С (а-х)(Ь + х),

откуда
ab < ab + (а - Ь)х - х2.

После упрощений и вынесения общего множителя получим 

х(а-Ь-х) > 0.
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Поскольку
a-b-х = х3 - 5х2 — 6х,

приходим к неравенству

Х(х3-5х2 —6х) > 0.

Вынесем общий множитель за скобки:

х2 (х2 - 5х - 6) 0.

Корнями квадратного трёхчлена в левой части последнего неравенства 
являются числа —1 и 6. Разложив левую часть этого неравенства на 
множители, получим

х2(х + 1)(х — 6) > 0.

Применим метод интервалов:

-1 0 6 х

Множество решений неравенства: (—оо; —1] и {0} и [6; +<»).
Ответ: (-оо; -1] и {0} и [6; +оо).

Метод знакотождественныхмножителей

Метод знакотождественных множителей (см. § 1.6) для целых нера­
венств заключается в замене одного или нескольких множителей (це­
лых алгебраических выражений) в левой части неравенства вида

аг(х) -а2(х) •... -ап(х) V0 

знакотождественным выражением. Для рассматриваемых неравенств 
таких пар знакотождественных выражений всего две:

1) а(х) = и2'1' и (х) - г2"'11 (х) и b(x) = и(х) - и(х) (разность одина­
ковых нечётных степеней двух выражений можно заменять разностью 
этих выражений);

2) а(х) = u2n(x) — п2,1(х) и Ь(х) = и2М - г2(х) (разность одина­
ковых чётных степеней двух выражений можно заменять разностью 
квадратов этих выражений).

То, что указанные пары знакотождественны, следует из монотонно­
го возрастания степенной функции: на всей числовой оси для нечёт­
ных степеней, на множестве неотрицательных чисел — для чётных сте­
пеней. В силу монотонного возрастания функции у = t2n+1 (здесь п eN) 
разности t2n+1 - t|"+1 и ц — t2 являются числами одного знака при 
любом значении переменной; аналогично в силу неотрицательности 



§ 2.2. Более сложные целые неравенства 115

t2 и t| и возрастания функции у = tn при t > 0 (для любого п > 2, п fcN) 
разности tf1 — t^n и t2 — t2 являются числами одного знака при любом 
значении переменной.

Пример 8. Решите неравенство (Зх + 2)6 < (2х + 3)3.

Решение. Перенесём выражение из правой части неравенства 
в левую и запишем полученную разность в виде разности кубов:

((Зх + 2)2)3 — (2х-гЗ)3 < 0.

Применив метод знакотождественных множителей, придём к неравен­
ству

(Зх + 2)2 — (2х + 3) « 0, 

откуда после раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых по­
лучим квадратное неравенство 9х2 + 10х +1 + 0. Корнями квадратного 

трехчлена в левой части неравенства являются числа —1 и - В силу 
положительности старшего коэффициента этого трёхчлена множество 
решений неравенства имеет вид | 1; :

Ответ: | 1; .

Пример 9. Решите систему неравенств

|(х14-(х + 2)7)(х10+(х-6)5) «С 0, 
((х2 — х- 5)8 > (х2 + х-3)8.

Решение. Решим первое неравенство данной системы. Выраже­
ние в первых скобках представляет собой разность седьмых степеней: 
(х2)' - (х + 2)7. Выражение во вторых скобках можно представить в ви­
де разности пятых степеней:

х10 + (х - 6)5 = (х2)5 - (-х + 6)5.

Поскольку разность одинаковых нечётных степеней двух многочленов 
и разность этих многочленов являются знакотождественными, первое 
неравенство системы можно переписать в виде

(х2 - (х + 2))(х2 - (—х+ 6)) < 0, 

откуда
(х2 - х - 2) (х2 + X — 6) < 0.

Корнями квадратного трёхчлена в первых скобках в левой части по­
лученного неравенства являются числа —1 и 2. Корнями квадратного 
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трёхчлена во вторых скобках являются числа —3 и 2. Разложив на мно­
жители каждый из этих трёхчленов, придём к неравенству

(х+1)(х-2)(х+3)(х-2) О,

откуда
(х + 3)(х + 1)(х-2)2 < 0.

Применим метод интервалов:

-3-12 х

Множество решений первого неравенства системы: [-3; —1] и {2}. 
Решим второе неравенство данной системы, записав его в виде

(х2 —х —5)8 — (х2 + х —З)8 > 0.

Используем знакотождественность разности одинаковых чётных степе­
ней двух многочленов и разности квадратов этих многочленов. Полу­
чим неравенство

(х2 — х — 5)2 - (х Г х - З)2 > 0.

Применим формулу разности квадратов:

(х2 - х - 5 - х2 - х + 3) (х2 - х - 5 + х2 -г х - 3) > 0,

откуда
(—2х —2)(2х2 —8) 0.

Вынесем общие множители за скобки:

—2(х+1) • 2(х2 — 4) > 0.

Разделим обе части неравенства на число —4, изменив знак неравен­
ства на противоположный, после чего разложим на множители выра­
жение во вторых скобках:

(х+1)(х-2)(х+2) <0.

Применим метод интервалов:

-2-1 2 х

Множество решений второго неравенства данной системы: 
С—оо; —2] и [—1; 2].

Множество решений данной системы: [—3; -2] и {-1; 2}.
Ответ: [-3; -2] и {-1; 2}.
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Применение свойств функций

Наряду с неравенствами, решение которых связано с теми или ины­
ми алгебраическими преобразованиями, введением новой перемен­
ной, применением метода интервалов или метода знакотождествен­
ных множителей, встречаются неравенства, решение которых с помо­
щью перечисленных стандартных методов невозможно. При решении 
этих неравенств существенным образом используются такие свойства 
функций, как ограниченность, монотонность, периодичность (см. § 1.5). 
Поскольку—за некоторыми исключениями — решение этих задач свя­
зано (пусть и в небольшой степени) с выдвижением и проверкой гипо­
тез, логическим перебором и т. п., их обычно относят к нестандартным 
неравенствам.

Пример 10. Решите неравенство

(х2 + 2х + 3)(х2 + 2х + 4)(х2 + 2х + 5)(х2 + 2х + 6) < 120.

Решены е. Ясно, что можно ввести новую переменную, например, 
обозначив какой-то буквой выражение в первых скобках в левой ча­
сти неравенства. Но тогда получится неравенство четвёртой степени. 
Попробуем иной способ, попытавшись использовать ограниченность 
квадратичной функции. Для этого выделим полные квадраты:

((х+1)2 + 2)((х+1)2 + 3)((х+1)2 + 4)((х-1-1)2 + 5) < 120.

Поскольку (х + I)2 у 0, получим, что при любом значении переменной 
значение выражения (х + I)2 + 2 не меньше 2, значение выражения 
(х +1)2 -г 3 не меньше 3, значение выражения (х + I)2 + 4 не меньше 4, 
значение выражения (х+1)2 + 5 не меньше 5. Следовательно, произ­
ведение в левой части неравенства не меньше 2 ■ 3 • 4 • 5 = 120. Поэтому 
неравенство будет выполнено, только если его левая часть равна 120, 
что возможно лишь в случае (х + I)2 = 0, откуда х = -1.

Ответ: {-1}.
Пример 11. Решите систему неравенств

|(х7т2х3+ 9х-г 12)(х3+ 3х-14) < 0, 
(хб-г2х2 >3.

Решение. Решим первое неравенство данной системы. Функции 

/(х) = х + 2х3 + 9х +12

и
g(x) = х3 + 3х — 14
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монотонно возрастают каждая на всей числовой прямой. Заметим, что 
/(— 1) = 0, g(2) = 0. Поэтому выражения х' + 2х + 9х + 12 и х + 1, 
а также х3 + Зх — 14 и х — 2 являются знакотождественными (см. утвер­
ждение 2 из § 1.6). Значит, первое неравенство системы можно пере­
писать в виде (х + 1)(х — 2) 0. Множество решений неравенства — 
отрезок [—1; 2].

Решим второе неравенство данной системы. Обозначим х2 через t 
и перепишем неравенство в виде 13 + 21 — 3 0. Функция у = I3 + 21-3 
монотонно возрастает на всей числовой прямой, и у(1) = 0. Следо­
вательно, выражения 13 + 21 — 3 и 1 — 1 знакотождественны. Поэтому 
неравенство 13 + 21 - 3 > 0 равносильно неравенству 1 — 1^0. Сделаем 
обратную замену: х2 — 1 у 0, откуда (х — 1)(х + 1) > 0. Множеством 
решений последнего неравенства, а значит, и второго неравенства дан­
ной системы является объединение промежутков (— оо; — 1] и [1; +<»). 
Множество решений данной системы: {—1} и [1; 2].

Ответ: {-1} и [1; 2].
Последний пример этого параграфа связан со свойствами чётно- 

сти/нечётности и периодичности. Нестандартным этот пример можно 
считать только из-за достаточно редкой для школьных учебников фор­
мулировки; само же его решение является вполне стандартным.

Пример 12. Функция у = f(x) определена на всей числовой пря­
мой и является нечётной периодической с периодом, равным 16. Реши­
те неравенство /(х) у 0, если /(х) = 10х2— 16х —х3 для всех хе [0; 8].

Решение. Поскольку функция у = f (х) является периодической, 
нужно сначала найти все решения данного неравенства на любом от­
резке числовой прямой, длина которого равна периоду функции. В дан­
ном случае функция является ещё и нечётной. Поэтому можно решить 
неравенство на отрезке, длина которого равна половине периода функ­
ции и одним из концов которого является число 0, а затем воспользо­
ваться нечётностью функции. Найдём вначале все решения неравен­
ства f (х) 0, т. е. неравенства 10х2 — 16х — х3 > 0, принадлежащие 
отрезку [0; 8]. Приведём неравенство к виду х‘ - 10х2 + 16х< 0. Вы­
несем общий множитель: х(х2 — 10х + 16) < 0. Корнями квадратного 
трёхчлена х2 — 10х + 16 являются числа 2 и 8. Разложив этот трёхчлен 
на множители, получим неравенство х(х — 2)(х — 8) 0. Применим 
метод интервалов:

0 2 8 х
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Найдём множество решений неравенства на отрезке, длина кото­
рого равна длине периода, т. е. на отрезке [—8; 8], воспользовавшись 
нечётностью функции (её график симметричен относительно начала 
координат, поэтому в симметричных относительно нуля точках она 
принимает значения противоположных знаков):

X

Теперь с учётом того, что период функции равен 16, находим мно­
жество решений неравенства: [16п — 2; 16n] U [16n + 2; 16n + 8], п eZ.

Ответ: [16п - 2; 16л] и [16л + 2; 16л + 8], п eZ.

Упражнения к § 2.2

Решите неравенство.
1. а) (х-2)(х-1)2>0; б) (х- 6)(х + 2)2 »0.
2. а) (х + 1)(х + 2)(х + 3)2(х-1-4)3<0;

б) (х + 1)(х + 4)3(х + 5)4(х + 6)5 <0.
3. а) (х2-6х-1-5)(х + 3)2^0; б) (х2-5х + 4)(х + 2)2«; 0.
4. а) |Зх2 -11х+6|(бх2- Их+3)>0;

б) |5х2 — 12х +4|(4х2 — 12х +5) 0.
5. а) х2(х24 9) ^9(х2 + 9); б) х2(х2-1-4) ^4(х2 + 4).
6. а) (2х —3)(х2 —х —2)< (2х —3)(10х2 + 11х + 2);

б) (Зх - 1) (х2 + х - 2К (Зх - 1) (5х2 + 5х - 1).
7. а) (4х2 - 9) (Зх2 - 5х - 8) > (4х2 - 9) (2х2 - 5х - 8);

б) (25х2 - 4) (Зх2 - 2х - S) > (25х2 - 4) (2х2 - 2х - 5).
8. a) (х2 — 3)(2х2 — Зх +1) < (х2 — 7)(2х2 — Зх+1);

б) (х2 - 5) (4х2 - х - 5) > (х2 - 3) (4х2 - х - 5).
9. а) (х2+ 4х + 3)(х —2) < (х2 — 2х —3)(х + 3);

б) (х2 — Зх + 2) (х - 3) < (х2 - 5х + 6) (х - 4).
10. а) (х + 3)3 + (х-5)3^2(х-1)3; б) (х + 5)3+(х-3)3:>2(х + 1)3.
11. а) 9х4 > 4х2; б) 9х2 16х4.
12. а) х3 + 15х2>225(х+15); б) х3 - 14х2 < 196(х-14).
13. а) (х2 + 10x4 16)2 > (х2 +10х-1-26)2;

б) (х2412х4 15)2> (х24 12х4 25)2.
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Решите систему неравенств.
((х-7)(х2-49)>0, ((х-6)(х2-36)>0,

’aJ [(х —9)(х2 —81) <0; J j(x-10)(x2-100)4 0.

f 2х2(4х —3) > 7(3 - 4х), (Зх2(7х - 2) > 4(2 - 7х),
"а) (3(2х —7) <4х2(7 —2х); ° (2(3х-4) < 7х2(4-Зх).

((х + 4)3 (х + 2)2 < (х 4- 4)2 (х + 2)3,
16. Э) { - -

(X <15;

((х + 5)3(х + 3)2< (х + 5)2(х + 3)3,
б) (х2<24.

((Зх2 — И)2 < (Зх2 - 13), 
1Аа [(х4-7)2<(х-7)2;

„ ((2х —5)2 > (5х —2)2, 
18-а) ((2х+5)2 < (5х+2)2;

„ (х3(5х2 + 4)>4х3,
19'а |х2-8х-20<0;

_ ч (Зх(4х-7)2 <2(4х —7)2, 
’а (4х(3х —2)2 > 7(3х —2)2;

21. Решите двойное неравенство:
а) (5х2 - 4х - I)2 < (5х2 - 4х 4
б) (4х2-2х-3)2< (4х2-2х4

((2х2 - 7)2 < (2х2 - 9) ,
} |(х-г8)2<(х-8)2.

f (Зх —4)2> (4х —З)2, 
} [(Зх + 4)2< (4х + 3)2.

(х3(4х2 + 5)>5х3,
(х2 + 10х - 24< 0.

г (8х(2х-9)2«(3(2х-9)2э 
(2х(8х —З)2 > 9(8х —З)2.

2< (5х2-1-4х + 2)2;
2 < (4х2 + 2х-1-1)2.

Решите систему неравенств.
ч f |х2 — 121| (16 - х2) 0, f|x2 - 1441(9-х2) >0,

22. а) ( ч б) ( ч
(х2+ 15х + 44<0; [х2 +15х + 36<0.

(2(2x4-З)4 > (2х + З)3 + (2х+ З)5,
а (х2 + Зх -I- 2 < 0;

_ (2(Зх + 7)4>(Зх+7)э+(Зх + 7)5,
б) 1 о

[х2 + 5х+6<.0.

f 4х4 — 4х3 + х2 < 9, f 16х4 — 8х3+ х2 <25,
24-а | 9%4 — бх3+ х2 16; ’ (25х4 — 10х3+ х2 >36.

Решите неравенство.
25. а) (х2 + 1,7х + 0,9)2 + (х2 + 3,8х + 0,585)2 <

< (х2 + 2,7х 4- 0,75)2 + (х2 + 2,8х + 0,735)2;
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б) (х2 + 1,6х 4- 0,4)2 + (х2 + 4,2х 4-1,362)2 <
< (х2 + 2,6х + 0,77)2 + (х2 + 3,2х + 0,992)2.

26. а) Збх4 + 35х2 -1 < 0; б) 49х4 + 48х2 - 1 < 0.

27. а) (Зх2 -2х)24-12х +5 < 18х2; б) 16(х2 + 4х)2<8х2 + 32х + 63.

28. Решите систему неравенств:

[4х4 — 21х2 — 25 < 0, [ 25х4 — 24х2 — 49 < О,
а) (х2(9х Н-11) < 20х2; } (х2(7х4- 8) < 15х2.

Решите неравенство.
29. а) (7х3 4- 6х2 - 2х + 5) (7х3 + 4х2 4- 4х + 2) <

< (7х3 4- 6х2 - Зх + 5) (7х3 + 4х2 + 5х 4- 2);

б) (Зх3 + 5х2 —х —4)(Зх3-гЗх2 + Зх-1)
<J (Зх3 + 5х2 - 2х- 4) (Зх3 + Зх2 + 4х - 1).

30. а) (9х4-9х-10)3<(8х4-9х-9)3;
б) (8х4 —8х + 7)3 (7х4 —8х + 23)3.

31. а) (Зх2-4х+I)4 (2х2 —Зх + З)4;

б) (Зх2 - 7х +2)4 (2х2 — 5х +10)4.

32. Решите систему неравенств:

((2х + 3)6 > (Зх + 2)6, J(3x-4)6>(4x-3)6,
Ю (Зх3<2х2; )(4х3<Зх2.

33. Решите неравенство:
а) (2х - З)6 < (3 - 2х)3; б) (Зх-4)6< (4-Зх)3.

34. а) Наибольшее из чисел тип обозначается max(m; п). Если числа
тип равны, то max(m; л) = т = п. Найдите все значения х, при 
каждом из которых шах(6х 4-1; х2 + 3) < 7.

б) Наименьшее из чисел тип обозначается min(m; п). Если числа 
тип равны, то min(m; п) = т = п. Найдите все значения х, при 
каждом из которых min(3x + 20; х2 + 7) > 11.

35. а) Сравните каждое из чисел т, п и к с числом 3, если известно,
что

(m-3)(n-3) < 0, (m-3)(k-3)>0, (m-3)(n-3)(fc-3) < 0.

б) Сравните каждое из чисел х, у и z с числом 5, если известно,
что

(х-5)(у-5) > 0, (х —5)(z —5) > 0, (х-5)(у-5)(z-5) < 0.
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36. а)

37. а)

38. а)

39. а)

((х2-Зх-4)2«(0,
} х3 + х2>47.

'(х2-2х-8)3<0, 
х23 - 4х22 + 5х - 19 > 0.

' (х - 7) (х - 8) + х - 7 0, 
х47-7х46 + бх-41>0.
(х2- 4)(х2- 5)+х2 — 4< О, 
х39+ 2х38 + 7х+1.3 < 0.

б)

б) 9(х-11)2--Г 11(у-9)2 10.

Решите систему неравенств.
(х2-4х + 3)2<0,
х3 + х2> 35;
(х2 + 3х—10)2 О,
х25 + 5х24 + Зх + 14С0;

(х - 6) (х - 7) + х - 6 О,
х36 - 6х35 + 5х - 29 > 0;

(х2 - 9)(х2 — 10)+х2 — 9 < О,
х47 - Зх46 + 7х - 20 > 0;

40. Решите неравенство:
а) (х2 + 6х + 11)(х2 + 6х + 13)<8;
б) (х2-8х +18)(х2 - 8х +19) < 6.

41. Найдите все пары (х; у) целых чисел х и у, для каждой из которых: 
а) 7(х-5)2 + 5(у-7)2«6;

Решите неравенство.
42. а) х5 + 5х<42;
43. а) 13х13 + 7х7 + 5х5 + х + 26 < 0;
44. а) х18 + 5х10 + Зх2>9;
45. Решите систему неравенств:

Г (5х2 - 12х+ 4)2 + (2х2 - 7х + 6)2 О,
(х5 — 2х4 — х2 +5 ^0;
Г (5х2 - 17х -I- 6)2 + (Зх2 - 13х + 12)2 < О,
(х5 — Зх4 — х2 +10 >0.
Функция у = f (t) монотонно убывает на всей числовой прямой. 
Найдите все значения х, для которых

/(2х2 - Зх3 + 7) >./(х5 + 2х2 + Зх).

б) х7 + 7х>142.
б) 11хп + 9х9+Зх3 + х + 24>0.
б) х22 + 7х14+ 3х2 < 11.

а)

б)

46. а)

б) Функция y = f (t) монотонно убывает на всей числовой прямой. 
Найдите все значения х, для которых

/(Зх2 - 2х3 - 8) si /(х5 + Зх2 -I- 5х).

47. а) Функция у = /(х) определена на всей числовой прямой и при­
нимает отрицательные значения для всех х, кроме х = 3. Решите 
неравенство

(х2 — 16)/(х2 — 6) > О,

если /(3) = 0.
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б) Функция у = f (х) определена на всей числовой прямой и при­
нимает положительные значения для всех х, кроме х = 4. Реши­
те неравенство

(х2 — 25)/(х2 — 12) < О,

если /(4) = 0.
48. а) Функция у = f (х) определена на всей числовой прямой и при­

нимает положительные значения для всех х, кроме х = -20. 
Решите неравенство

(х2+ 2х —15)/(х2 — 9х) «5 0,

если f (—20) = 0.
б) Функция у = f(x) определена на всей числовой прямой и при­

нимает отрицательные значения для всех х, кроме х = 5. Решите 
неравенство

(х2 - х - 30)f (х2 - 4х) < 0,

если /(5) = 0.
49. Найдите абсциссы всех тех точек графика функции у = /(х), рас­

стояние от каждой из которых до оси абсцисс не больше расстоя­
ния до оси ординат, если:

a) f (х) = 10х2- 9; б) f (х) = 5х2 — 4.
50. а) Функция у = /(х) определена на всей числовой прямой и яв­

ляется нечётной периодической с периодом, равным 12. Реши­
те неравенство /(х) < 0, если /(х) = 7х2 — х3 — 6х для всех 
хе[0; 6].

б) Функция у = /(х) определена на всей числовой прямой и яв­
ляется чётной периодической с периодом, равным 10. Реши­
те неравенство /(х) < 0, если /(х) = 7х2 — х3 — 10х для всех 
хе[0;5].

Диагностическая работа 2
Вариант 1

Решите неравенство.
1. (х-4)3(х-5)4(х-6)5ф>0.
2. (5х- 2)(Зх2-х-4)2 >(4х + 1)(Зх2- х- 4)2.
3. (4х2 - 7х + 3) (х +1) < (2х2 + х - 1) (х - 1).
4. Решите систему неравенств

((х2 - 64) (х - 6) < (х2 - 36) (х - 8), 
|0,6х > 4,2.



124 Глава 2. Целые неравенства и системы неравенств

5. Решите неравенство

(х2 - 4х)2 + 2(х2 - 4х) - 35 < 0.

6. Решите систему неравенств

(4х2 + 1)2 + 3 у 28х',
(2х2 + Зх)2 <8х2 + 12х + 5.

7. Решите неравенство (Зх — 4)6 > (4х — З)6.
8. Решите систему неравенств

(Зх-4)6 < (4х-3)3, 
9х2 —28х+19 > 0.

9. Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой 
из которых

(х2 - 4х+7) (у2 + 2у +10)< 27.

10. Функция y = /(t) монотонно возрастает на всей числовой пря­
мой. Найдите все значения х, для которых

/(х10 + х9) </(х9 + х12).

11. Решите систему неравенств

13х7 + 17х3 30, 
х2 - 5х + 4 > 0.

12. Известно, что функция у = f (х) определена на всей числовой пря­
мой и является периодической с периодом, равным 11. Решите нера­
венство f (х) > 30, если f (х) = Их —х2 для всех хе [0; 11].

Вариант 2

Решите неравенство.
1. (х —6)5(х —8)7(х — 9)8 У 0.
2. (4х - 1) (2х2 - х - З)2 > (Зх + 4) (2х2 - х - З)2.
3. (6х2 + 5х - 1) (х- 1) < (Зх2 - х - 2) (х+ 1).
4. Решите систему неравенств

(х2-81)(х + 5) > (х2 — 25)(х +9), 
0,4х > -2,4.

5. Решите неравенство

(х2 + Зх)2 + 2(х2 + Зх) - 24 < 0.
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6. Решите систему неравенств

| (9х2 - 2)2-I-5 < 54х2, 
{(Зх2 - 2х)2 + 12х + 5 > 18х2.

7. Решите неравенство

(2х —З)6 > (Зх-2)6.

8. Решите систему неравенств

|(2х —3)6< (Зх-2)3, 
i4-v 15х + 11 > 0.

9. Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой из 
которых

(х2 - 2х + 9) (у2 + 4у + 7) < 24.

10. Функция у = /(t) монотонно возрастает на всей числовой прямой. 
Найдите все значения х, для которых

f(x8 + x9) </(х9 + х10).

11. Решите систему неравенств

(15х9-1-19х5 « 34, 
|х2 + 4х-5 > 0.

12. Известно, что функция у = /(х) определена на всей числовой пря­
мой и является периодической с периодом, равным 14. Решите нера­
венство /(х) > 48, если /(х) = 14х —х2 для всех хе [0; 14].



Глава 3. Дробно-рациональные неравенства 
и системы неравенств

Дробно-рациональными называют неравенства вида /(х) V О или 
f(x) V g(x), где Дх) и g(x)— алгебраические дроби (т. е. отношения 
двух многочленов) или суммы нескольких алгебраических дробей 
и многочленов, а знаком «V» обозначен, как обычно, один из четырёх 
возможных знаков неравенств «>», «<», «>», «<». В отличие от целых 
неравенств, дробно-рациональные неравенства в большинстве случаев 
имеют смысл уже не при любом значении переменной: знаменатели 
всех алгебраических дробей в каждой из частей неравенства должны 
быть отличны от нуля — эти условия и задают ОДЗ дробно-рациональ­
ного неравенства.

§ 3.1. Простейшие дробно-рациональные неравенства

Под простейшими дробно-рациональными неравенствами будем 
понимать неравенства вида — Д V 0, где а — отличное от нуля действи- J ио
тельное число, Дх)— многочлен первой или второй степени. Кроме 

fix') „ 
того, к простейшим будем относить и неравенства вида V 0, где

один из многочленов Дх) или g(x) является многочленом первой или 
второй степени, а другой при любых значениях переменной принима­
ет значения одного знака (как правило, положительные). Тем самым 
знак либо числителя, либо знаменателя алгебраической дроби в левой 
части простейшего дробно-рационального неравенства не зависит от 
значений переменной. Поэтому знак этой дроби будет определяться 
знаком только одного алгебраического выражения (многочлена пер­
вой или второй степени). Таким образом, простейшие дробно-рацио­
нальные неравенства решаются приведением их к линейным или квад­
ратным неравенствам.

Пример 1. Решите неравенство < 0.

Решение. Числитель дроби положителен. Поэтому данное нера­
венство выполняется в том и только том случае, если 8х2 — 41х + 5 < 0. 
Корнями квадратного трёхчлена в левой части последнего неравенства 

являются числа у и 5, старшин коэффициент трехчлена положителен.
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Следовательно, множеством решений неравенства является интервал

Ответ: f; 5

Пример 2. Решите неравенство

Q2a/2 + ^/3) (5 + 8х — 4х2) Q
8х2-5х + 4

Решение. Поскольку х2 О, получаем, что при любом значении 
переменной х2\/2 + Уз>0. Дискриминант квадратного трёхчлена 
8х2 — 5х + 4 отрицателен, старший коэффициент положителен, следо­
вательно, этот трёхчлен принимает только положительные значения. 
Поэтому данное неравенство выполняется в том и только том случае, 
если 5 + 8х — 4х2 0. Приведём последнее неравенство к базовому 
виду, умножив обе его части на -1 и изменив знак неравенства на 
противоположный: 4х2 — 8х - 5 > 0. Корнями квадратного трёхчлена 
в левой части последнего неравенства являются числа —0,5 и 2,5, стар­
ший коэффициент трёхчлена положителен. Следовательно, множество 
решений неравенства: —0,5] и [2,5; +®).

Ответ: —0,5] и [2,5; 4-оо).
Пример 3. Решите систему неравенств

[ 8х2 —15х-2 „
I 15х2 —2х + 8 ’
| 2х2 + х— 10 < q
i 2х2+х + 10

Решение. Решим первое неравенство данной системы. Дискри­
минант квадратного трёхчлена 15х2 — 2х + 8 отрицателен, старший 
коэффициент положителен, следовательно, этот трёхчлен принимает 
только положительные значения. Поэтому первое неравенство данной 
системы выполняется в том и только том случае, если 8х2 — 15х - 2 > 0. 
Корнями квадратного трёхчлена в левой части полученного неравен­
ства являются числа — | и 2, старший коэффициент трёхчлена положи­

телен. Следовательно, множество решений неравенства: ( - оо; — | и 

U [2; 4-<ю).
Решим второе неравенство данной системы. Дискриминант квад­

ратного трёхчлена 2х2 + х + 10 отрицателен, старший коэффициент 
положителен, следовательно, этот трёхчлен принимает только положи­
тельные значения. Поэтому второе неравенство данной системы вы­
полняется в том и только том случае, если 2х2 4- х — 10 < 0. Корнями
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квадратного трёхчлена в левой части последнего неравенства являют­

ся числа — 2 и 23 старший коэффициент трёхчлена положителен. Сле­

довательно, множество решений неравенства: 2
Найдём множество решений данной системы неравенств как пере­

сечение числовых множеств и [2;+°°) и [-|;2]:

Множество решений данной системы неравенств: -- ~ | и {2}. 

Ответ: | —- 9?; —J и {2}.

Упражнения к § 3.1
Решите неравенство (систему неравенств).

1. а)

2. а)

3. а)

4. а)

5. а)

6. а)

7. а)

8. а)

9. а)

10. а)

11. а)

4
2х + 3

——1_ q.
4х2 + 3 ’
7х2 +1 , п.
2 —Зх >U’

—-— >0'4х2 - 9 ’
9^<0.
Зх2 + 4 ’
2г8+ 11 „
25-х2 ’

х2—х —6 _
2х • 9 Э ’
36- 25Х2
х2 + 2х -I- 3 ’
2х2 +х + 6 „ 
2х2 + х-6 ’
5 - 8х - 4х2 „
5 + 2х + 4х2 ’
f —-— >0

J 4х + 5 ’
[Зх —8<0;

Зх-2 
5х2 + 7
бх2 +1 
3-2х

®sb<0-
4^>0
4х2 + 5'

б)

б)

б)

б)

б)

б)

4х2 +13 ..
16-х2 '

х2 + х- 12 „
Зх2+5 ^U' 
81-4х2 >0 

х2 ■ Зх 1 
2х2 -х + 10 „ 
2х2-х- 10 
6-5х-4х2. 7 0.6 + 5х + 4х2

I 2х —5<0.
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( 2а " <- о
12. а) 1 5х2 + 9

(4х - 1>2х+3;
б) 9х2 + 5 < 0’

I Зх - 2 > 2х - 7.

13. а) ]

С
п 

С
О
 1 

1 СП
о>

 со 
и 

W
 V 

сп
|ьо

 JD
14. а) ]( 11Т--- — <0,5 - 6х

. 0,2х — 0,1 > 0,Зх — 0,2;

15. а) ]

[2-5х<0’

16. а) ■:
( 14 >р

16х2 —9 ’
4х - 3 < 0 ;

17. а) ]
(25-Збх2
1 Зх2 + 4 *= ’
[^>0;

18. а) ]
fx^6x
| 6х2 + 5 ’
1А>о;

5 - х

>0,
3

Л 5'

1 5
б) J 3-8x<U’

I О,3х — 0,2 > 0,4х — 0,3.

3^IS0’
з

——— > об) J 4х2 - 25
I 2х - 5 < 0.

19. а)

[ бх2—х —1
J 6х2 -X + 1
I 2х2-х
I 2х2-х + 1

12х2 + х- 1 „
12х2 + х + 1 "5 J

4х2 - х 
4х2-х+ 1 >0.

20. а)
81^>0
81+х2 ’

х2-9х

64-х2
64+х2 >0,

х2 - 9х + 99 х2 - 8х + 88
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Диагностическая работа 3

Вариант 1

Решите неравенство. 
. 25х2—49 „

5х2 + 9

5х2 + 13х-6 „
5х2 +13

— Зх2 + 7х + 6 ,, 
Зх2 + 7х —6 и’

, 5 - 7х - 6х2 _
5 + 7х + 6х2 **

Решите систему неравенств.

5х2 - 8х „
5х2 + 8

16х2 — 1 ’
17х —18<0.

81 —64х2 „ 
81+64Х2 
2^>0.

/ 6х2 — Их - 7 „
11 ^х2 — И* + 7 ’

| Зх2 - 7х „ 
V7x2-3x + 2^ '

[ 36-25х2 Q
12 36 +25х2 ’

I 5х2 - 6х „
I 5х2-6х + 56 ^U>

Вариант 2

Решите неравенство.
1.4^>0.

4х2 + 5
5 + х22. ——- 0.

5-Х -X
„ 4х2 + 13х-12 _

4x2 + J3 :
Решите систему неравенств.

4 ————— >о 
4х2 + Зх + 2 ’
Зх2-5х + 12 п 
Зх2 —5х —12

, 8 - 2х - Зх2 „
8 + 2Х + ЗХ2

8.
24 >р 

25х2 -1 ’
26х —27<0.
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(49 —Збх2 „
9 J 49 +Збх2 ’

/ 8х2 - 9х „ 
ю. 8*2+9 " ;

j 12х2 + 5х-3 „
Т1 ) 12х2 + 5х+3 ’

' j Зх2 —х
\ х2 - Зх + 4 '''
I 49-16х2 „

12 j 49 + 16х2 ' ’
| 4х2 - 7х „
I 4х2-7х + 47

§3.2. Более сложные дробно-рациональные 
неравенства

Рассмотрим более сложные дробно-рациональные неравенства, на­
чав с тех, которые сводятся к простейшим с помощью очевидных ал­
гебраических преобразований.

Неравенства, непосредственно сводимые к простейшим

Следующими по уровню сложности после простейших являются 
дробно-рациональные неравенства, сводимые к простейшим после не­
скольких (обычно двух-трёх) несложных преобразований. Как прави­
ло, такими преобразованиями являются перенос всех алгебраических 
выражений в одну из частей неравенства, приведение алгебраических 
дробей к общему знаменателю, вынесение общего множителя.

Пример 1. Решите неравенство

2х2 - Зх - 4 > 7 + Зх —2х2
Зх2-х- 14 '' 14+х-Зх2’

Решение. Знаменатели дробей в левой и правой частях неравен­
ства отличаются только знаком. Умножим числитель и знаменатель

2х2 — Зх — 7 правой части на — 1 и перенесём полученную дробь ТУ _ _ . 4 в левую 
часть неравенства:

2х2 - Зх - 4 _ 2х2 - Зх - 7 „
Зх2- х- 14 3x2-x-J4'

После приведения разности дробей к общему знаменателю и очевид- 

ных упрощении получим неравенство ——т—, ; О, которое выпол- •->Х X -Li
няется в том и только том случае, если Зх2 -х — 14 >0. Корнями квад­
ратного трёхчлена в левой части последнего неравенства являются
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числа -2 и старший коэффициент трёхчлена положителен. Следо­

вательно, множество решений неравенства: —2) и ( .

Ответ: (-оо; -2) и .

Пример 2. Решите систему неравенств

■ 7х -I- 6 > 7х + 5
I 7х2 +6 7х2 + 5’
1 2 3
[зх4-300 > 2х2 —200’

Решение. Решим первое неравенство системы. Стандартный путь 
решения: перенести дробь из правой части в левую и привести полу­
ченную разность дробей к общему знаменателю, после чего выполнить 
алгебраические преобразования в числителе полученной дроби. Реше­
ние можно несколько оптимизировать, учитывая то, что при любом 
значении переменной знаменатели дробей положительны, т. е. это тот 
довольно редкий случай, когда обе части неравенства можно умножить 
на выражение, зависящее от переменной, и избавиться от дробей. Вы­
полнив умножение обеих частей неравенства на (7х2 + 5)(7х2 + 6), 
получим

(7х + 6)(7х2 + 5) 1 (7х + 5)(7х2 + 6).

После раскрытия скобок, переноса всех слагаемых из правой части 
неравенства в левую и приведения подобных слагаемых придём к нера­
венству 7х2 7х >. О, откуда 7х(х — 1) > 0. Множество решений нера­
венства: (— оо; 0] U [1; +оо).

Решим второе неравенство данной системы. Вынесем общие мно­
жители в знаменателях дробей:

2 3
3(х2- 100) > 2(х2 —100)’

3 2 5Поскольку — т— — g-, последнее неравенство приводится к виду 
5 9

2 ~ 1 "Ю) < 0’ 0ТКУда л — ЮО < 0, или (х — 10) (х +10) < 0. Множество 
решений второго неравенства системы: (—10; 10).

Множество решений данной системы можно найти устно либо ис­
пользовать числовую прямую:

-10 О 1 10 х

Множество решений данной системы неравенств: (—10; 0] и [1; 10). 
Ответ: (-10; 0] и [1; 10).



§ 3.2. Более сложные дробно-рациональные неравенства 133

Метод интервалов

Наиболее простые дробно-рациональные неравенства, которые це- 
/(х)

лесообразно решать методом интервалов (см. § 1.2), имеют вид V О, 

где /(х) и g(x)— многочлены первой или второй степени. Строгие 
неравенства указанного вида можно сводить к равносильным им це­
лым неравенствам /(x)g(x) V 0 (знаком «V» обозначен один из знаков 
«>», «<»). Впрочем, это будет просто ещё одним дополнительным ша­
гом решения, никаких особых преимуществ этот шаг не даёт. Самый 

f(x) „громоздкий путь — сведение неравенства -т-г V 0 к двум системам,

, /(X)определяющим знак дроби j- по знакам ее числителя и знаменате­

ля. Тем самым прямое применение метода интервалов представляется 
наиболее естественным и наименее трудоёмким. Область определения 

/(х)
алгебраической дроби задаётся условием g(x) 0. Нули числи- 

теля и знаменателя (последние на числовой оси изображаются, как 
обычно, «пустыми» кружочками, т. е. «выкалываются») разбивают чис­
ловую ось на несколько интервалов. Найдя эти нули (нули числителя 
в случае нестрогого неравенства должны быть обязательно включе­
ны в ответ; в этом случае они изображаются на чертеже «жирными» 
точками) и определив знак алгебраической дроби в каждом из интер­
валов, получим решение неравенства. Если числитель и знаменатель 
оба обращаются в нуль в какой-то точке х0, то после их разложения 
на множители полученную алгебраическую дробь можно сократить на 
х — х0, добавив условие х х0 и записав это и данное неравенства 
в виде системы неравенств.

— 13х — 6Пример 3. Решите неравенство ———-----— > 0.
О Л. Ол О

Решение. Корнями квадратного трёхчлена 5х2 — 13х — 6 являются 
2 эчисла — и 3. Корнями квадратного трёхчлена Зх — 8х- 3 являются 

числа и 3. Применив формулу разложения квадратного трёхчлена 
на линейные множители, получим неравенство

5(х + |)(х —3) 
3(х + |) (х — 3)
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Разделив обе части неравенства на | и сократив дробь при условии 
х 3, получим равносильную данному неравенству систему

О,

Применим метод интервалов для решения первого неравенства си­
стемы:

1 3
3

2
5

Значит, множеством решений системы и данного неравенства яв­
ляется объединение промежутков ( - 00 •

1 3
3

2
5

;3Ответ: оо;
f (х)

В более сложных случаях неравенств вида • V 0 алгебраические 

выражения /(х) и g(x) (либо одно из них) могут оказаться многочле­
нами степени выше второй, в частности быть равными произведению 
нескольких многочленов. Алгоритм решения неравенства методом ин­
тервалов при этом останется тем же.

Пример 4. Решите систему неравенств

j 2х2 - 5х + 2 ..
I Зх2-10x43 ' ’
I х4 —Зх3+2х2 о.

Решение. Решим первое неравенство данной системы. Корнями 
о 1квадратного трёхчлена 2х — 5х + 2 являются числа - и 2. Корнями 
, 1

квадратного трёхчлена Зх — 10x4- 3 являются числа - и 3. Следова­
тельно, первое неравенство можно записать в виде

2(х-|)(х-2) 
-------—---------> О 
3(х-1)(х-3)
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Применим метод интервалов:

Множество решений первого неравенства данной системы: 
(-“I |) U 2] U (3;+->.

Решим второе неравенство данной системы. Вынесем общий мно­
житель в числителе дроби:

х2(х2 — Зх + 2)
2Х - 1 '

Корнями квадратного трёхчлена х2 — Зх + 2 являются числа 1 и 2. По­
этому последнее неравенство можно переписать в виде

х2(х — 1)(х —2)

Применим метод интервалов:

Множество решений неравенства: {0} и (<■; 1 и [2; + оо).

Для того чтобы решить данную систему, найдём пересечение полу­
ченных множеств:

Множество решений данной системы неравенств имеет вид {0} и 
U (д; 1] U {2} и (3;+°°).

Ответ: {0; 2} и ; 1~| и (3; +оо).

Равносильные преобразования

Во многих случаях для того чтобы получить дробно-рациональное 
/W аДх)-а2(х)-...'ал(х)

неравенство вида -т-т V 0 или ----- V 0, требует-
S ) а„+1ч^С ) * ^п+2 ’ • • * &п+т '

ся сделать определённые преобразования, прежде всего привести ал­
гебраические дроби к общему знаменателю. Список остальных пре­
образований остаётся (с поправкой на ОДЗ) тем же, что и для целых



136 Глава 3. Дробно-рациональные неравенства и системы неравенств

неравенств: раскрытие скобок и приведение подобных слагаемых, вы­
несение общего множителя, разложение на множители (в том числе 
и с помощью формул сокращённого умножения).

Ещё раз подчеркнём, что умножение обеих частей неравенства на
выражение, содержащее переменную (например, переход от неравен­
ства > Ъ к неравенству а > b • /(х)), является в подавляющем боль­

шинстве случаев грубой ошибкой и приводит к неверному ответу. Это 
связано с тем, что указанный переход справедлив, только если /(х) > О, 
и приводит к неверному неравенству в случае, когда /(х) < 0. Рецепт 
здесь только один: перенос всех алгебраических выражений в одну из 
частей неравенства с последующим приведением полученной суммы 
(разности) к общему знаменателю. Так, для неравенства -т—— > Ъ по- J ЦС)

а , „ a-b-fW „ „лучаем д—;■ - о > 0, откуда ——-— > 0. Последнее неравенство, как 
правило, решается методом интервалов.

Отметим также, что предварительный анализ условия и поиск воз­
можного алгоритма решения в случае дробно-рациональных нера­
венств играет очень важную роль, позволяя не только оптимизировать 
вычисления, но и понять, каким образом неравенство можно свести 
к более простому.

Пример 5. Решите неравенство

х* 2 - 2х - 1 х3-Зх2 + 2 
х-2 + х-3

х-2 + х-3
Гх2 —2х-1 V Гх3-Зх2 + 2 21—^2 XJ + (—— Х

Последнее неравенство является вполне стандартным. Приведём дро­
би к общему знаменателю и выполним алгебраические преобразова- 

х — 1ния в числителе. Получим неравенство , < 0. ПрименимкХ £) VX о)

х + х2.

Решение. Если просто привести все слагаемые к общему знаме­
нателю, то в числителе получившейся дроби с большой вероятностью 
будет многочлен степени выше второй, поиск корней которого может 
оказаться затруднительным. Заметим, что если из первой дроби в ле­
вой части неравенства вычесть х, а из второй дроби вычесть х2, после 
чего привести каждую из полученных разностей к общему знаменате­
лю, то степени числителей полученных после этого дробей понизятся:

х2 —2х—1 х3 —Зх2+2 С X + х2 <=>

2-1 
х-2 1 х-3 < 0.
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метод интервалов:

Множество решений данного неравенства: (-<»; 1] и (2; 3).
Ответ: (-оо; 1] и (2; 3).
Замечание. Вместо сделанного на первом шаге вычитания можно 

преобразовать левую часть, выполнив деление с остатком для каждой 
дроби либо аналогичное такому делению преобразование:

х2 — 2х — 1 х3 - Зх2 + 2 _ х2 —2х___ 1 х3 - Зх2 2 _
х-2 х-3 ~ х-2 х-2+ х-3 'х-3~

= Ш-2)___ 1 х2(х-3) 2 =___ 1 я , 2
х-2 х-2^ х-3 Ш-З Л х-2 Ш-З'

После приведения подобных слагаемых получим уже знакомое нера­
венство

_^ + Ш_<0 
х-2 Ш-3

Пример 6. Решите систему неравенств

! х2 — 4х + 1 7х-2б , 8х-7
V х2 -4х + 3 + х-4 х - 1 ■

Решение. Решим первое неравенство системы, приведя его к виду

^^-(х + 2)Ъ0.
Приведём полученную разность к общему знаменателю и вынесем за 
скобки общий множитель:

(х+2)2(3 — 7 +2х) п (х + 2)2(2х —4) 2(х + 2)2(х-2)
7 —2х J 7 —2х J 2(3,5 —х) ;SJ'

Применим метод интервалов:

Множество решений неравенства: {-2} и [2; 3,5).
Решим второе неравенство системы. Если из первой дроби в левой 

части неравенства вычесть 1, из второй дроби вычесть 7, а из дроби 
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в правой части неравенства вычесть 8 и привести полученные разно­
сти к общему знаменателю каждую, придём к более простым дробям:

X2 - 4х +1 _ , , 7х-26 , 8х- 7
х2-4х+3 i+ х-4 7 * х-1

—2 2 1 —2 2_____ 1_
X2 - 4х + 3 + х - 4 '' х-1 (х - 1)(х - 3) + х-4 х-1

Приведя дроби в левой части последнего неравенства к общему знаме­
нателю и выполнив преобразования в числителе, получим неравенство

х2 —Зх + 2 (х-1)(х-2)
(х-1)(х-3)(х-4) ? и < > (х-1)(х-3)(х-4) •

Сократив дробь, придём к системе неравенств

х — 2Решим неравенство ——Q ,< С О, применив метод интервалов:
э) QC Я-)

Поскольку х^ 1, из найденного множества нужно исключить число 1:

Следовательно, множеством решений второго неравенства данной 
системы является объединение промежутков (-оо; 1) и (1; 2] и (3; 4). 
Пересечением этого множества и множества {—2} и [2; 3,5) решений 
первого неравенства данной системы будет множество {—2; 2} и (3; 3,5).

Ответ'. {—2; 2} и (3; 3,5).

Метод введения новой переменной 

Наиболее распространённым типом дробно-рациональных нера­
венств, решаемых с помощью метода введения новой переменной (§ 1.4),

является неравенство вида Л , + + с V 0 (/ (х) — обычно много-/2(х) fW
член первой или второй степени, знаком «V» по-прежнему обозначен
один из четырёх возможных знаков неравенств «>», «<», <ф», «<»).
Один из способов решения такого неравенства состоит во введении
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новой переменной уже на первом шаге: обозначив через 1, по­

лучим квадратное неравенство at2 + bt + с V 0. Решив это неравенство 
и выполнив обратную замену, получаем, как правило, систему или со­

вокупность двух неравенств ту—у V и -j—■ V t2, где и 12— корни 

квадратного трёхчлена at2 + bt + с. Эти неравенства приводятся к виду 
1 i:-/’(x) r 1-г2-/(х)
—ууууу— V 0 или —уууу— V 0 соответственно и решаются методом 

интервалов. Второй способ требует некоторых предварительных пре­
образований, но сводится к решению только целых неравенств. Этот 
способ предполагает следующую последовательность действий. ОДЗ 
неравенства у2°х~, + —— + с V 0 определяется условием /(х) 0. При 

этом условии /2(х) > 0. Поэтому можно обе части данного неравенства 
умножить на /2(х). Таким образом, приходим к системе неравенств

(с • /2(х) + Ъ • /(х) -I- a V 0, 
t/М 0.

Первое неравенство системы является квадратным относительно /(х) 
и решается стандартным образом (см. соответствующий пункт в § 2.2). 
Этот способ представляется более коротким и рациональным; именно 
он будет использоваться далее. Ту же систему можно получить и без 
умножения обеих частей неравенства на /2(х), если привести левую 
часть данного неравенства к общему знаменателю:

a + b-/(x)+c-/2(x)
/2(х)

и воспользоваться положительностью /2(х) при условии f (х) / 0.
Пример 7. Решите неравенство

45+1^ + 1 0
(х2+2х-8)2 х2+2х- 8

Решение. Умножим обе части неравенства на (х2 + 2х - 8)2 при 
условии х2 + 2х — 8 0. Получим систему неравенств

|(х2 + 2х —8)2 + 14(х2 + 2х —8) + 45 > 0, 
(х2 + 2х —8 0.

Решим первое неравенство системы, введя новую переменную 1 = х2 + 
+ 2х — 8. Получим неравенство t2 + 141 + 45 > 0. Корнями квадратного 
трёхчлена t2 + 141 + 45 являются числа —9 и —5, поэтому неравенство 
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можно переписать в виде (t + 9)(t + 5) > 0. Сделав обратную замену, 
придём к неравенству

(х24 2х +1)(х2 + 2х - 3) > 0 <=> (х +1)2(х2 + 2х —3) > 0.

Корнями квадратного трёхчлена х2 + 2х — 3 являются числа —3 и 1, 
поэтому неравенство можно переписать в виде

(х+1)2(х-1)(х + 3) > 0.

Применим метод интервалов:

-3-11 х

Множеством решений неравенства является объединение —3] и
U{—1}U [1; Н-оо).

Второе неравенство системы выполняется при всех значениях пе­
ременной, за исключением х = — 4 и х = 2 (именно эти числа являются 
корнями квадратного трёхчлена х2 + 2х - 8, и именно их надо исклю­
чить из множества решений первого неравенства системы). Значит, 
множеством решений системы, а следовательно, и данного неравен­
ства является множество (—о°; —4) и (—4; —3] и {—1} и [1; 2) и (2; 4-оо).

Ответ: (-оо; -4) и (-4; -3] и {-1} и [1; 2) и (2; +«>).
Пример 8. а) Решите неравенство

^---3>0. (1)
А'2 X

б) Решите неравенство

в) Найдите все решения неравенства (1), не являющиеся решения­
ми неравенства (2).

Р е ш е н и е. а) Решим неравенство (1). Умножив обе части неравен­
ства на х2 при условии х / 0. придём к системе

[10 — х — Зх2 > 0, (Зх2 + х — 10^0, 
(х ^0 ° (аУ 0.

а 5
Корнями квадратного трёхчлена Зх" + х — 10 являются числа —2 и 
старший член трёхчлена положителен. Поэтому множество решений 

первого неравенства системы — отрезок — 2; 4 Следовательно, мно­
жеством решений всей системы, а значит, и неравенства (1) является 
множество [—2; 0) и Го; 0 j.
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Л" Ч- 3 х — 3б) Решим неравенство (2). Пусть _ , — а, =Ъ. Неравенство X 1 J Х+ 1
примет вид а2 + 14ab — 15 Ь2 < 0. Разложим левую часть последнего 
неравенства на множители, рассмотрев её как квадратный трёхчлен 
относительно а. Корнями трёхчлена будут —15Ь и b (для того чтобы 
их найти, нужно использовать формулы Виета или формулу корней 
квадратного уравнения). Теперь неравенство можно переписать в виде 
(а - Ь)(а + 15Ь) 0. Сделав обратную замену, придём к неравенству

Лх + 3 _ х-ЗУ Лх + 3 , 1 j- х-3Л „ 
Lx-1 x+lJlx-1 + i x + lj U”

Приведя дроби в скобках к общим знаменателям, после упрощений 
получим

8х 16х2-56х + 48 „ х(2х2-7х + 6)
(х-1)(х + 1)' (х-1)(х + 1) (х —1)2(х + 1)2 '

Разложив на множители квадратный трёхчлен 2х2 — 7х + 6, корнями 
которого являются числа 1,5 и 2, придём к неравенству

2х(х-1,5)(х —2)
(х — 1)2(х + 1)2

Если xj- ±1, то знаменатель дроби положителен. Поэтому можно пе­
рейти к системе

(х(х-1,5)(х-2) < 0,
(х f ±1.

Осталось решить первое неравенство этой системы методом интерва­
лов и исключить из множества решений ±1:

Множество решений неравенства: (—оо; —1) и (—1; 0] и [1,5; 2].

в) Найдём все числа из множества [-2; 0) и : 0; не принад­
лежащие множеству (—оо; —1) и (-1; 0] и [1,5; 2]. Только одно число 
из промежутка [-2; 0) не принадлежит множеству решений неравен­
ства (2): этим числом является — 1. Искомыми решениями из проме­
жутка ^0; | J являются все числа множества (0; 1,5).

Ответ: а) [-2; 0) и (б; |]; б) (-оо;-1) и [-1;0] и [1,5; 2]; 

в) {—1} и СО; 1,5).
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Метод знакотождественных множителей

Решение дробно-рациональных неравенств методом знакотожде­
ственных множителей (см. § 1.6) имеет ограниченное применение, так 
как пары этих множителей остаются теми же, что и для целых нера­
венств: разность (сумму) одинаковых нечётных степеней двух выраже­
ний можно заменять разностью (суммой) этих выражений; разность 
одинаковых чётных степеней двух выражений можно заменять разно­
стью квадратов этих выражений.

Пример 9. Решите неравенство

(2х + 131О + (5х + 4)Б
(4х-I-1)8 — (Зх+ 4)8 ''U'

Решение. Числитель равен сумме пятых степеней выражений 
(2х + I)2 и 5х + 4, поэтому его можно заменить суммой этих выраже­
ний. Знаменатель равен разности восьмых степеней выражений 4.x т 1 
и Зх + 4, поэтому его можно заменить разностью квадратов этих выра­
жений. Получим неравенство

(2х + 1)2+5х+4 ________ 4х2+9х + 5________
(4х+1)2 — (Зх+4)2 < (4х +1 — Зх — 4) (4х +1 + Зх + 4) ' '

Корнями квадратного трёхчлена в числителе левой части последнего 

неравенства являются числа - •' и -1. Следовательно, это неравенство 
можно переписать в виде

4(х + (х +1) (х +(х +1)
—------- ---------  < о <=> ------—---------< О(х —3)(7х + 5) U (х_3)(х + |)

Применим метод интервалов:

_5 -1 _5 3 х
4 7

Множество решений неравенства: — 1 | и 3 ).

Ответ-. | -1; -1 j и 3 I.

Применение свойств функций

Перейдём теперь к неравенствам, для решения которых стандарт­
ные методы оказываются малоэффективными либо приводят к значи­
тельным алгебраическим трудностям. Решение таких неравенств 
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обычно основано на применении свойств функций, прежде всего 
ограниченности и монотонности (см. § 1.5). Поскольку из всех дробно­
рациональных функций в школьном курсе обычно изучается только 
дробно-линейная функция (да и то, как правило, в самом простом ва­

рианте— в виде функции у- ^), большая часть задач здесь оказыва­
ется связанной с ограниченностью квадратного трёхчлена и монотон­
ностью степенной функции.

Пример 10. Решите неравенство

9х2 - 12х + 6 9_У2 - 12х + 8 9х2 —12х+10
9х2 - 12х + 5 + 9х2 - 12х + 6 + 9х2 - 12х + 7

Решение. Ясно, что можно сразу ввести новую переменную, по­
ложив её равной, например, знаменателю первой дроби в левой части 
неравенства. Но, похоже, это будет только паллиативом: после при- 

fW „
ведения неравенства к виду V 0 в числителе получим многочлен 

степени выше второй. Да и преобразования, которые предстоит выпол­
нить, не придают бодрости духу. Попробуем пойти по уже знакомому 
пути, вычтя из каждой дроби 1 либо выделив целые части:

9х2 -12х + 6 _ ... ; 1
9х2-12х + 5 “ +9х2-12х + 5’ 
9х2 - 12х + 8 _ -______2____
9х2-12х + 6“ +9х2-12х + 6’

9х2 —12x3-10 _ 1 3
9х2-12х + 7 “ +9х2-12х + 7'

В любом случае придём к неравенству
1 2 3------- = i -  ! - -------  > 3 9х2 —12х + 5--- 9х2 —12х + 6----9х2-12х + 7------ ’

Выделим в знаменателях дробей полные квадраты:
1 2 3------- = 1 - 1 --------> 3 (Зх-2)2 + 1----(Зх-2)2+ 2----(Зх-2)2+3

Теперь понятно, что знаменатель первой дроби не меньше 1, знамена­
тель второй дроби не меньше 2, знаменатель третьей дроби не мень­
ше 3. Поэтому каждая из дробей не больше 1, а их сумма не больше 3. 
Следовательно, неравенство выполняется только в случае, если сумма 
дробей равна 3, т. е. каждая из них равна 1, что возможно лишь при 

2
условии Зх — 2 = 0, откуда х = -ф

_ (2)Ответ: х}.
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Пример 11. Решите систему неравенств

(х + 2)5 + (х + 2)3 + х + 2
(лг5 + л: + 2) (лг3 + 2х — 12) 

х3+3х + 36

Решение. Решим первое неравенство данной системы. Функция 
у (t) = St5 --I- 3t' + t монотонно возрастает на всей числовой прямой 
как сумма возрастающих функций. Поэтому неравенство ^y(t2) 
выполняется в том и только том случае, если (у ^t2. В нашем случае

1 1 „ йfy = t2 — —. Таким образом, первое неравенство системы рав- X т 2 X
1^1 1 1 /П ГТнесильно неравенству откуда — 0- Приведя дро-

— х — ‘2,би к общему знаменателю, получим —2 <: 0. Корнями квадрат-X У X I <2)
ного трёхчлена в числителе левой части последнего неравенства яв- 
ляются числа —1 и 2. Поэтому неравенство можно переписать в виде 
(х + 1)(х-2)---- —-----—— 0. Применим метод интервалов:X \Х I <2J

Множество решений первого неравенства данной системы имеет 
вид (—0°; —2) и [-1; 0) и (0; 2].

Решим второе неравенство данной системы. Функции /(х) = х5 + 
+ х + 2, g(x) = х3 + 2х — 12 и h(x) = х3 + Зх + 36 монотонно возраста­
ют каждая на всей числовой прямой (как суммы возрастающих функ­
ций). Заметим, что /(-1) = 0, g(2) = 0, h(—3) = 0. Поэтому выражения 
х5 + х + 2 и х-1-1, х3 + 2х — 12 и х — 2, х3 + Зх + 36 и х + 3 являются зна­
котождественными (см. утверждение 2 из § 1.6). Значит, второе нера- 

(х + 1)(х - 2)венство системы равносильно неравенству-----qq—|> 0. Применим
метод интервалов:

Множество решений второго неравенства данной системы: 
(-3;-1]и[2;+оо).

Множество решений данной системы: (—3; -2) и {-1; 2}.
Ответ: (-3; -2) и {-1; 2}.
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Упражнения к § 3.2

Решите неравенство.

1. а) 3 2х
х2 + 5 х2 + 5’

2. а) 4х2 , 7
4х + 3 " 4х + 3’

3. а) 2 3
5х-4* 5х-4’

4. а) 5 4
Зх-2 " 2 —Зх’

5. а) 6 5
х(х-З) " х(3 —х) ’

6. а) 2 . 16х + 64
Х > х + 4 ’

7. а)

2 Зх
х2 +4 45 х2 + 4'

Л) 5x2 - 9
J 5х-4 5х —4’

4 > 5
J Зх + 4 Зх + 4'

2 ~ 3
J 4х -33 - 4х ’

б) 5 > 4
J х(х-2) х(2-х)’

8. Найдите наименьшее целое решение неравенства:
. (х~ 14)(х—15)(х —17) „

а) (х-15)(х-17) >0’
Решите неравенство.

9. а)

10. а) ^—4-«1^4
7 х —10 х-12 ’

2И. а) 3^+7<0;

12. а) (*2+_4> <0;

16 — х%!3.а) ^6_*2>0;

14 1 Зх — 2 Зх — 2
J 4Х2 + 9^4Х2 + 5’

15. а) 4 <—Ц:
х2 - 4х х - 4 ’

, 1___ х2-5.
16- а) 2-х < х-2 ’

17. а) х2-3х -10
-1О ч X 9.V2 20.V18-а) х_4 У0;

19. а)1 х- 7 х + 8’

(х+ 19)(х + 18)(х+16)
б) (х + 18)(х + 16) >0-

б)х-9>7Т9-

(х - 14)2 (х - 14)2
б) х_13 < х_15 •

3б) 21+5<°-

(х + 7)2
в) ,2_36«0-

5) 25 ~ 4 » 0- (х-4)2
бч 4-У~3 > 4х 3

J Зх2 + 8 * Зх2 + 5 ’
6) 2б <—Ч-

х2-6х Х-6
2 х2-11

б) 3-х< х-3 •
х3- 4х2- 12х

б) ^-4х-12 «°-

б) 2' у.'15'<о.

«А 1 1б) х —8 < х + 7’
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Решите двойное неравенство.

20. а) 1 , 1 , 1. 1 , 1 , 1
7 " 3 - 2х " 5 ’

4 6 4 5 3
11 " 2 —Зх '

5
" 8

21. а) х-4 х + 2 х-4 х + 2 "х-4 х + 2 ’

б)
3 7,3 6 2 6

х-3 х + 4 " х-3 х + 4 '"х-3 х + 4’
Решите систему неравенств.

22. а)

23. а)

24. а)

25. а)

26. а)

27. а)

28. а)

29. а)

X . 7
х-7 '> х-7’

17 _
х + 7 ' 3

2
х-5 '

5
х-4 '

9 , 10
х-8 '* х-8’
ю 9

х + 8 '" Х + 8’

х2 к 4х
х-4 '> х-4’
х2 - 4 >0;х-2

х-2 -0,х -1
5х . 2х

2х —3 " 3 —2х

[ х > 9
I х-9 х-9’ 

f>) j XX ,,
^х + 9

X — 5 ’
(х-4)2
х-4 ’

(х-7)2 
х-7

(х-6)2 
х-6

<7,

>-7.
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30. а)

15 19
19х > 15х’

1 1

31. а)

32. а) х —89

33. а) х- 5 х-3’
1 1

34. а)

( (х-9)"
б) { ^-9)9 " 

^<0.

5 „ , 5
35. а) ' Х~6 х-6’

х-8

36. а)
,j И*3 - 6х2 -I- Их „ „
; х-ю ■ ’

37. а)

1 , 1
х2 + 13 х2 4

1 1

38. а) 144
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39. а)
12+ х- х2^ О,

2 , 27 п , 27
А “г 2х-7 = 9 + 2х —7’

б)
20 + х-х2^0, 
х2+2^>16 + 29

2х —9'

40. а)

41. а)
[х2 > 12х’

( Зх-8 ' 
х-3 ">'5’
8х - 3 о
ТАГ<8'

[±>-А_
б) ц Г

х2 > 23х'

42. а)

I 35 >
I х-1-5
| х-30
^х2 + 6х >0;

( 26 >
1 х + 6
| х 20

х2 + 7х

(х2 - 7х+12> 0, 
43. а) / х2-7х + 12

lx2 + 7x + 12 ^U’

х2 - 5х + 6 > 0, 
х2 - 5х + б „ 
х2 + 5х-г6

Г Зх’̂— <044. а) / 6 + 11Ж ’
[17х + х2<0;

1 17 1
45. а) ■! 17х-х2 17-х’

[х2- 19х<0;

Г 3 , 1
46. а) < х2 - Зх х - 3 ’

[х<4;

f2 А47. а) / <х2’
Ь2<4;

( 4х2—— <0б) / 9 + 13Х 
[22х + х2^0.

f 11 1
б) <; Их-х2 > И-х 

[х2- 13х<0.

(2 1
б) < х2 - 2х х - 2 ’ 

[х<3.

б) К х2’
I х2 < 9.

48. а) Положительным или отрицательным является число Ь, если

(Ь-1-1)(й-1-4)(Ь-5) > °’ а (Ы-3)(Ь • 4)(Ь-5)

б) Положительным или отрицательным является число Ъ, если

(Ы-5)(Ь-7)(Ь-15) (b+4)(b-7)(b-15) 0?
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Решите неравенство.

х3 — 4х2 — 25х +100 > х3 —Зх2 — 16х + 48

Сх2 — Зх)2 (№ — Зх + 4)2 
bU'aJ 9х2+2 9х2 + 2 ’

с-1 ч х2 —4x43 ч х2 -4х +3 
aJ 2х2 + 5 ' ' Зх2 45 '

со я) —__ _______ — •52’ J х + 7 > х + 4’

Решите систему неравенств.

53. а)

( х - 5
х-6
х+4

^х + 8 >

х + 7
х + 6’ 
х-7. 
х-3’

( 1 - 154. a) j
М~5 '

5
' |х|+9’

4
[|у|49'' |х| +10 ’

f 5 7

55. а)
1 7х2+6

5х2
" 6х2+5’
-7 „ 7

1 х2(121х2 —16) "х2(16--

fi (х2 + 2х)2 (х2 + 2х —б)2
J 8х2+3 "■ 8х2 + 3

-ч х2 - 3.x + 2 х2 - Зх 4 2
J Зх2 + 7 4х24 7 '

-ч х - 3 х-4
б)7Тб<7Т5-

(-У ~4 х + 6
I х—5 х + 5’
j -У +3 х-6

х + 7 х- 2’

б) j 1
|х -6 х| + 10’

6 ч 5
|х| +10 |х| +11

I 7 < 9j 9х2+8 8х2 + 7’
’ 1 7Х-9 ; 9

^х2(49х2-81) х2(81- 49х2)’

Решите неравенство.

ч 1 , 1 2
’ а х — 1 х + З х + 4 ’

CZ7 яч о х2 —81 . х2-81.Л а; з • 2х + .| 5 х + 2 ,

б) —-—I---- -— > —-—' х-6^х + 4'"х + 5’

-ч х2- 16 „ х2 - 16
’1‘ 2x43 ^2’Зх + 10'
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58. Решите систему неравенств: 
f (х2+ 2х — 15)2 0,

1а) б)
(х2 + Зх-18)2«;0,

1
12х15 + 15х-17 ’

59. Решите неравенство:
72 , 17

Зх17 + Их-13

а) (х2 + 4х -5)? х2 +4х- 5

12 , 7
6) (х2+6х+5)2 ' х2 + 6х + 5

60. Решите систему неравенств:

( 81 _ 82
.IX4 х2

а | 225
(х2 - 10х)2 1 х2 - 10х

j49 _ 50
I х4 х2

б) 112
I (х2 - 8х)2 ”г х2 - 8х 

Решите неравенство.

34

23

61. а)

б)

2 ?9х2-16 
х2—4 ’

2 ^?4х2-9 
х2—9 '

62. а)

63. а)

64. а)

х - 7
30

1
х-6

б) х+^^<-9.

~ х-1 , 1

65. а)

66. а)

67. а)

68. а)

69. а)

70. а)

х-3 х-2’
2

х-3’х-5
х-3 . л -j 2 *х -2 ’ х 4 ' ’ 
х-3 х-1
x-2 + x-3^Z’
х2 - 2х - 1 , 2

х-2 х-3
х2 —Зх —2 , 4

х-3 х-5 '''
х2—Зх + 2 .. , 1

х-3 х-2’

х-4 х-2'
3

х-4'

б)

б)

б)

б)

б)

х-6
х - 5
х-3 1 х - 5
х — 7 х-1 „
х-4 + х-6
х2 - 2х - 1 , 3

х-2 х-4
х2 —4х-3 , 5

х-4 х-6
х2 - 4х + 3 ...... , 1

х-4 х-2'
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71. а) Xй —5х + 4 . . 2 х2-6хЗ-5 . . 3-------- Е < X 3------ 7; б) -------- 7 < X 3----- 7.х-5 х-3’ ' х-6 х-4

72. а) х2- 2х- 1 . х3-ЗхйЗ-2 . 2
х-2 + х-3 ;

б) х2 - 2х - 1 х3 - 4х2 - 3 2
х-2 х-4 Х-

73. а) х2-Зх-2 х3-5х2-4 , 2о с X ,Х-3 х-5 ’

б) х2- 4х- 3 , х3 - 6х23-5 , . 2-------- -л----- 1---------- 7----< X 3- X .х-4 х-6

74. а) х3 - 5х2+ 3х + 5 _ 1 , 2 .
х2 - 5х 'Х х х-3’

б) х3 - 6х2 • 6х - 6 . 3 .1
х2 — 6х х - 4 х

75. а) х23-х- 1 . 7х2 -7x3-2 . о , 
х х-1 ’

б)
х23-х-4 . 6х2-24хЗ-5 , „ , о 

х-1 + х-4 <7х + 2.

76. а) х2- 2х- 1 , 5х2-15x3-4 , , .
х-1 1 х-3

б)
х2- 2х- 1 . 8х2-16х + 3 „

х + х-2 Z

77. а) х2 — 6х — 1 . 5 , х2-7х-3 , 7 .
х-6 х-10^ ’ х-7 х-11

78. а) х2-5х + 3 , 5х —27 . . . х2-6x3-2 . 4х-29 „
х-4 1 х-6 4: б) х-5 1 х-9 <Х + 3-

79. а) х2-7хЗ-5 , 2х-15 . , 1 х2-8х + 4 . Зх-26 , , „х_6 +х_10<х+1; б) х_7 +х_п^х + 2.

80. а) 5 х2-6х + 3
х-4 х-6 • ’

б) х2 - 4х - 8 . х2 - 9х + 7 . „ , т-------- F----- г--------- п--- ^2x3-1.х-5 х-9

81. а) х2-5х-7 . х2-10x3-5 , „ , и 
--------z 1-------- тб— < 2х 3-1;х-6 х-10 ’

б) х2-6х-10 , х2-11х + 7 1
х-7 1 х-11 <2x+L

82. а) х3 + 7х2+3°*2 + *~б<1; б) х3 + 6х2+40x2 + 8 < 1.
х — 6 л х — 8

83. а) 12х + 21 62 8
х-6 х2 - 7х + 6 + х - 1 С U’

б) 12х + 9 .____ 62_____ 8 р
х-7 1 х2-9х + !4 х-2 ' '
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84. а) 12х + 45 62 8
х-4 х2-Зх-4 х + 1 ’

б) J 4(х-1)2 + 5(у-3)2 ''6’

[ 7(х — 2)2 + 6(у — 4)2 ^8’

12х—15 . 62 8
б) х-9 х2 — 12х + 27 х-~3 ^°'

85. Решите систему неравенств:

j х2 + 2х - 11 х + 4 1
. I г2-2х-15 -х + 3+ х-3’

а) 1 .
I X2 - 4х + 2 , х3 — 6х2 + 9х — 2 2

х-3 + —Т--4— -Х
I х2 +3х- 14 х + 3 2

б) I х2-2х-24 ^х + 4+ х-4’
I х2-5х + 2 х3 — 8х2 + 13х — 10 о „ 2—-----------------—--------->3х —2 —х2

86. Решите неравенство:
1  3 4

а х2+8х + 17 х2+8х + 18'^ ’
2 5

б) х2 + 10х + 27 + х2 + 10х + 26 6’

87. Найдите все пары (х; у) чисел х и у, для которых:

а) х2 + 4х + б<з—Г-—; б) х2-6x4-11 < —-- .у2-бу+ 10 у2+4у + 6
88. Найдите все пары (х; у) целых чисел х и у, для которых:

. _______ 1_______  1. ________1_______  1
aj 9(х- 7)2 + 7(у-9)2 ' 8’ J 7(х - 5)2 + 5(у — 7)2 ' 6’

89. Решите двойное неравенство:
, „ . х3 - 8х2 +12х ,, . х3 - 7х2 + 12х . .а) х-2<---------- т------<6х; б)х-3<----------- -------+ 4х.х_6 ’ 7 - х-4

90. Найдите все пары (х; у) целых чисел х и у, являющиеся реше­
ниями системы:

j 5(х —2)2+6(у — 4)2 7’
I ________1_______  1.
^8(х-3)2 + 7(у-5)2 Э 9’

91. а) Наименьшее из чисел тип обозначается min(m; п). Если числа 
тип равны, то min(m; п) = т = п. Найдите все значения х, при 

. Г 1 1 Лкаждом из которых mm Q _ ; 0_ г • ! < 0. \ у Л. О у Эл. J
б) Наименьшее из чисел тип обозначается min(m; п). Если числа 

тип равны, то min(m; п) = т = п. Найдите все значения х, при 
. Г 1 1 Акаждом из которых mm 7 _ .; 7_ . < 0.\ / Ji. I / J
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92. а) Наибольшее из чисел т и п обозначается max(m; п). Если числа
т и п равны, то max(m; и) = т = п. Найдите все значения х, при 

/ 1 1 А „ г,
каждом из которых max I 6 _ 13; б_ 13^ I > 0.

б) Наибольшее из чисел тип обозначается max(m; п). Если числа 
т и п равны, то max(m; n) = ш = п. Найдите все значения х, при 

Г 1 1 V „
каждом из которых max I 5 - i2x J >

93. а) Наибольшее из чисел тип обозначается max(m; и). Если числа
тип равны, то maxim; и) = т = п. Найдите все значения х, при 

fl 1 ''l .-мкаждом из которых max . ———; ——— < 0.
V X оХ X J

б) Наименьшее из чисел т и п обозначается min(m; п). Если числа 
тип равны, то min(m; п) т п. Найдите все значения х, при 
каждом из которых min j 7^8? ) > °’

94. а) Сравните число т с числом —9, если

------------- --------------< 0(пг-7)(ш + 8)(пг- 1) ’

------------- - -------------< 0(т - 7) (пг + 8) (пг - 2) ’

------------- - -------------< 0 (пг-2)(пг + 9)(лг-1)
б) Сравните число т с числом 8, если

1
> 0,(пг + 6) (пг - 5) (пг + 2)

1
> 0,(пг + 6)(пг - 5)(пг + 3)

1 > 0.(пг + 3) (т - 8) (пг + 2)

95. а) г, ,11Сравните дроби р и —, если

/<-т g к-т g
к пг ’

^н>0.
кт

б) „ <11Сравните дроби - и —, если

х + у ,, х + у 
—- < 0, ---- -  > 0,х у

х + у
---- -  < 0.ху

96. а) 1 + 1 1-1Сравните дроби —7 и —g, если

Z + 1 1+3 q Z — 1 Z + 3 р
Z-5 ’ Z-3 u’ Z + 5 ‘г-3 ’

г+1 г-i г+з
г - s ‘ г + s ’ г - з 'с 0.
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б) Сравните дроби —- и если

1 + 2 1 + 5 1-2 1 + 5 1+2 1 — 2 1 + 5
I - 8 ' I - 5 U> I + 8 ' I - 5 U’ I - 8 ' I + 8 ’ I - 5

Диагностическая работа 4

Вариант 1

2 31. Решите неравенство -———— < -—-——.‘ х2 — 2х — 24 х2 - 2т - 24
„ п (2х — 17)5(6 - 5х)6(х — 9)2 ,п2. Решите неравенство----------- —2——------------- 0.

11
on I л — 4 т ~г 8 ’3. Решите систему неравенств

5т + 6 > т-5'

. п 11-4. Решите двойное неравенство < —2—— < 1.

5. Решите систему неравенств < 16-т2 ’
[5х-х2^0.

9 186. Решите неравенство f,—2 - + 8 < 0.

4 15
7. Решите двойное неравенство - — 3 < < - -I- 6.

— 4х — 1 38. Решите неравенство ——----- 1- & ^х.

п п 3 , о 2 , 50т2 +т- 7 --9. Решите неравенство х + 8х -I- —^~7— 1.

лп п х3-3х2+3х-3 ,1,110. Решите неравенство--------=— --------< х 4----- х +1 х2 —Зх т-2 т
11. Наименьшее из чисел т и п обозначается min(m;n). Если числа 

тип равны, то min(m; п) = т = п. Найдите все значения х, при 
каждом из которых

min ( • .. " | > 0.
Ут2-49 т2 + 9ту

12. Найдите все пары (х; у) целых чисел т и у, для которых
1 2----- 2------- i-------------> 0 92(х + 5)2 5(у-3)2 ’
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Вариант 2

3 41. Решите неравенство — -----— > -у—----- —.хг - Зх — 18 х2 —Зх —18

5(х + 2)2 2(у-4)2 1,L

„п (2х — 19)3(7 —5х)б(х — 10)22. Решите неравенство  ---------- —;—уу—---------- ■ <0.

1 1
| Q ’

3. Решите систему неравенств Л
х • 7 > х 7’

. п - 11-14. Решите двойное неравенство j < ——— < 1.

5. Решите систему неравенств < 25-х2 ’
[ 6х - х2 > 0.

4 166. Решите неравенство —----- — у—— +15 > 0.1 (Зх + 4)2 Зх + 4
7. Решите двойное неравенство - — 2 < -^ < у + 7.

х2 —5х —3 78. Решите неравенство ——■----- Р <х.

„ „ я , п т , 40х2 + х - 5 , л9. Решите неравенство х + 9х +---- -—=---- 1.

п Х3-4х2 + 2х + 4 . 1.110. Решите неравенство------———------■■ х • х_2-

11. Наибольшее из чисел тип обозначается max(m;n). Если числа 
т и п равны, то max(m; и) = т = п. Найдите все значения х, при 
каждом из которых

max f 2 1 2 1 .,< 0.
vx2 — 6х х2 -167

12. Найдите все пары (х; у) целых чисел х и у, для которых
3 1



Глава 4. Неравенства, содержащие 
переменную под знаком абсолютной 

величины (модуля)

Неравенства, содержащие переменную под знаком абсолютной ве­
личины (модуля), обычно называют проще: неравенства с модулем; 
далее для краткости мы будем использовать это название. Выражение 
(в этой главе им может быть многочлен или алгебраическая дробь), 
содержащееся под знаком модуля, будем — также для краткости — на­
зывать «подмодульным», опуская в дальнейшем кавычки. Неравенства 
с модулем относят к сравнительно трудным, хотя значительная часть 
таких неравенств с успехом решается с помощью стандартных равно­
сильных преобразований или «раскрытия модуля» в соответствии с его 
определением. Приведём сначала основные факты, связанные с моду­
лем:

1) модулем (абсолютной величиной) числа а называется само чис­
ло а, если оно неотрицательно, и число -а, если число а отрицательно 
(определение модуля); модуль числа а обозначается |а|; таким обра­
зом, |а| = а, если а > 0; |а| = -а, если а < 0;

2) |а| > 0, причём |а| = 0 <=> а = 0;
3) значение |а - Ь| равно расстоянию между точками а и b числовой 

прямой; так, |а| = |а — 0| —расстояние между точками а и 0 числовой 
прямой, |а + Ь| = |а — (—Ь)| —расстояние между точками а и (—Ь) чис­
ловой прямой (геометрический смысл модуля);

4) |-а| = |а|;
5) -\/а2 = |а|;

6) |а| >а, причём |а| = а <=> а >0; |а| >а <=> а <0;
|а| >—а, причём |а| = -а <=> а<0; |а| > -а <=> а> 0;

7) Н1 = |а||Ь|; |f| = ^;

8) |а|2 = а2;
9) |а| = |Ь| <=> а2 = Ь2 <=> а = ±Ь;

11) |а| < |Ь| фф а2 < Ь2 <=^> (а - Ь)(а + Ь) < 0;
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12Ш

, , , , Га>Ь,
13) |а| > Ь <=> а<_ь.

14) |а| + \Ь\ |а + Ь|, причём

|а| + |Ь| = |а + Ь| фф ab > 0;

|а| + |Ь| > |а-Ь|, причём

|а| + |Ь| = |а - Ъ\ <=> ab 0;

|а| + |b| > \а -I- Ь| <=> ab < 0;

|а| + \Ь\ > |а - Ъ\ <=> ab > 0.

Свойства 2-8 легко следуют из определения модуля. Свойства 9-11 — 
следствия неотрицательности модуля и общего утверждения о том, что 
возведение в квадрат обеих частей уравнения или неравенства при 
условии их неотрицательности является равносильным преобразова­
нием (§ 1.1). Свойство 14 (его часто называют неравенством треуголь­
ника) тоже почти очевидно: если числа а и b либо оба отрицатель­
ны, либо оба положительны, либо хотя бы одно из них равно нулю 
(неравенство ab 0 означает именно это), то |а| + |Ь| = |а + Ь|. Если 
числа а и Ъ разных знаков (т. е. ab < 0), то |а| + |Ь| > |а -I- Ь|. Обратное 
утверждение, разумеется, тоже верно; докажите его самостоятельно, 
например, от противного. Заметим, что, заменив Ъ на — b и учитывая, 
что | — Ь| = |Ь| (свойство 4), получим другой вид неравенства треуголь­
ника:

|а| + |Ь| |а-Ь|,

причём

|а| + \Ь\ = |а- Ь| <=> ab < 0; |а| + |Ь| > |а - Ь\ ф=> ab > 0.

Равносильные переходы 12, 13 можно доказать, воспользовавшись, 
например, геометрическим смыслом модуля. Предположим сначала, 
что Ъ > 0. Решить неравенство |а| < b —значит найти все точки число­
вой прямой, расстояние от каждой из которых до точки 0 меньше Ъ. 
Отложив на числовой оси в обе стороны от точки 0 отрезки, равные Ь, 
получим точки — b и Ъ, расстояние от каждой из которых до точки 0 
равно Ъ:

b b

— Ь 0 b х

Ясно, что все точки а, расстояние от каждой из которых до точки 0 
меньше Ь, принадлежат интервалу (—Ь;Ь), т. е. для них имеет место
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( а < Ь,
система неравенств 1 Остается заметить, что в случае, когда

b < 0, ни эта система, ни неравенство |а| < Ъ не имеют решений. Тем 
самым при любом значении b неравенство |а| < Ъ и система неравенств 
(а< Ь,

■< имеют одно и то же множество решении, т. е. являются равно­

сильными.
Свойство 13 доказывается аналогично: при b > 0 искомые точки а, 

т. е. точки, расстояние от каждой из которых до точки 0 больше Ь, 
принадлежат лучу (— оо; Ь) или лучу (Ь; +<я):

Таким образом, для этих точек имеет место совокупность неравенств

Если же b < 0, то и этой совокупности, и неравенству |а| > b 

удовлетворяют все точки а числовой оси. Тем самым при любом зна­

чении b неравенство |а| > Ъ и совокупность неравенств

одно и то же множество решений, а значит, являются равносильными. 
Заметим ещё, что свойства 11-13 остаются в силе и для нестрогих нера- 

' имеют а <—о

венств:
|а| < |Ь| <=?■ а2 < Ь2 фф (а-Ь)(а + Ь) 0;

|а| О <=>
а < Ь, 
а —Ь;

|а| > Ь <=>
а 3= Ь, 
а < —Ь.

Разумеется, приведённые выше свойства могут быть обоснованы и дру­
гими способами. Эти свойства позволяют решать самые разные по 
уровню сложности неравенства с модулем. Основными методами ре­
шения таких неравенств служат равносильные преобразования (свой­
ства 9-14, а также метод знакотождественных множителей) и «раскры­
тие» модуля по определению. Последний метод часто называют мето­
дом интервалов; для того чтобы не путать его с одним из основных 
общих методов решения неравенств, имеющим то же название, в этой 
книге мы будем называть его методом промежутков. Реже используют 
метод интервалов, геометрический смысл модуля (свойство 3), вве­
дение новой переменной, свойства монотонности и ограниченности 
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функций, заданных формулой, содержащей переменную под знаком 
модуля.

§ 4.1. Простейшие неравенства с модулем

Говорить о простейших неравенствах с модулем можно только весь­
ма условно: ведь даже самые несложные из них сводятся к решению 
системы или совокупности двух неравенств. Условимся под простей­
шими неравенствами с модулем понимать неравенства вида |f (х)| V Ь, 
где b—действительное число, f(x)— многочлен первой или второй 
степени. Эти неравенства можно решать на основании равносильных 
переходов 12 и 13:

lf(x)| < Ъ <=>
fix) < b,
fix) > -Ъ,

If (х)| > Ь <=>
f (х) > Ь, 
fix) < —b.

В случае нестрогих неравенств нужно в соответствующей системе или 
совокупности заменить неравенства на нестрогие. Другим способом 
решения простейших неравенств с модулем (при Ъ > 0) является воз­
ведение в квадрат обеих частей неравенства с последующим примене­
нием формулы разности квадратов (знак неравенства не меняется):

|f(x)|vb <=> (f(x))2vb2 ф^ (f(x)-b)(f(x) + b)vO.

При b С 0 тот или иной вывод о множестве решений неравенства 
делается в зависимости от знака неравенства с учётом неотрицатель­
ности модуля. Если Ъ < 0, то неравенства |f (х)| < Ъ и |f (х)| < b решений 
не имеют, а неравенства \f (х)| > Ъ и |f (х)| Ъ справедливы при любом 
значении переменной. ЕслиЬ = 0, то неравенство |f(x)| <0 решений не 
имеет, неравенство |f (х)| 0 равносильно уравнению f (х) = 0, нера­
венство |f(x)| > 0 равносильно неравенству f(x) / 0, а неравенство 
|f (х)| >0 справедливо при любом значении переменной.

Пример 1. Решите неравенство |Зх + 4| Д5.

Решение. Данное неравенство равносильно совокупности нера­
венств

Зх 4- 4 > 5, 
3x4-4 < -5

' 1X > д,

х С —3.

Ответ: (-оо; -3] и [ 4-°°
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Пример 2. Решите неравенство |х2 — 9х +14| < 6.
Решение. Данное неравенство равносильно системе неравенств 

jx2-9x + 14 6, (х2-9х + 8 0,
[х2 —9х+14 ЭЬ -6 (х2- 9х + 20 > 0.

Решим первое неравенство системы. Корнями квадратного трёх­
члена в левой части этого неравенства являются числа 1 и 8, старший 
коэффициент трёхчлена положителен. Следовательно, множество ре­
шений неравенства: [1; 8].

Решим второе неравенство системы. Корнями квадратного трёхчле­
на в левой части неравенства являются числа 4 и 5, старший коэф­
фициент трёхчлена положителен. Следовательно, множество решений 
неравенства: (-оо; 4] и [5;

Пересечением множеств решений неравенств системы является мно­
жество [1; 4] U [5; 8].

Ответ: [1; 4] и [5; 8].
Пример 3. Решите систему неравенств

f |2х2 — 4х— 11| >5, 
{|х2 — 5| « 4.

Решение. Решим первое неравенство данной системы. Обе части 
неравенства неотрицательны при любом значении переменной, по­
этому возведение их в квадрат будет равносильным преобразованием. 
Возведём обе части неравенства в квадрат:

(2х2 —4х —И)2 > 52 <=?■ (2х2 — 4х —И)2 — 52 > 0.

Применив формулу разности квадратов, получим неравенство

(2х2 - 4х - 16) (2х2 - 4х - 6) > 0.

После вынесения общих множителей и деления обеих частей неравен­
ства на 4 придём к неравенству

(х2 —2х —8)(х2 —2х —3) > 0.

Корнями квадратного трёхчлена х2 — 2х — 8 являются числа —2 и 4, 
корнями квадратного трёхчлена х2 — 2х - 3 являются числа —1 и 3. 
Поэтому неравенство можно переписать в виде

(х+2)(х-4)(х+ 1)(х-3) » 0.

Применим метод интервалов:

-2-134 х
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Множество решений неравенства: (— оо; —2] и [—1; 3] и [4; +“).
Решим второе неравенство данной системы. Возведём обе части 

неравенства в квадрат:

(х2 - 5)2 < 42 <=> (х2 - 5)2 - 42 < 0.

Воспользовавшись формулой разности квадратов, получим неравен­
ство (х2 — 1) (х2 — 9) 0, и, далее,

(х+1)(х-1)(х+3)(х-3) С О-

Применим метод интервалов:

+ ,
-3-113 х

Множество решений неравенства: [—3; -1] и [1; 3].
Найдём множество решений данной системы неравенств как пере­

сечение числовых множеств (—о°; —2] и [-1; 3] и [4; +°°) и [—3; -1] и 
и [1; 3]. Получим множество [—3; —2] и {—1} и [1; 3].

Ответ: [-3; -2] и {-1} и [1; 3].

Упражнения к § 4.1
Решите неравенство (двойное неравенство, систему неравенств).

1. а) |4х + 3|>0; б) |7-6х]>0.
2. а) |2х — 5| > 0; б) |5х + 2|>0.
3. а) |10х + 7|<0; б) 110.v 9| 0.
4. а) 11234х + 5678| < 0; б) |8765х — 4321| < 0.
5. а) |4х + 7|>9; б) |5х-9]>11.
6. а) |5х-11|Сб; б) |5х +17| С 7.
7. а) |7х — 6| > 5; б) |9х - 8| > 7.
8. а) |2х + 19|<9; б) |2х + 17|<7.
9. а) |2х2 — 13х — 14 0: б) |2х2 — 9х — 13]> 0.

10. а) |2х2 — 11x4-14| > 0; б) |2х2 — Их + 12| > 0.
11. а) |4х2+8х-5]<0; б) 4х2 + 5х-6|<0.
12. а) |7х2 — 78х — 789| < 0; б) |6х2 — 67х — 678| < 0.
13. а) |х2 —10| <6; б) |х2 — 13| < 12.
14. а) |2х2-25|<7; б) |2х2 — 17| С 15.
15. а) |х2 — 29| > 20; б) |х2 — 37| > 12.
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16. а) |2х2-13|>5;
17. а) |л-2 — 10х| < 24;
18. а) |2х2-5х|СЗ;
19. a) |х2 —15х|>54;
20. a) |Зх2-10х1>8;
21. а) |л-2 — 2х — 16| < 8;
22. а) |2х2+4х-39|<9;
23. а) |л-2 — 6л- — 28| > 12;
24. а) 19л-2— 12л- 1 . 4:
25. а) 2<|5х + 4|<10;
26. а) 8<|х2-2х-7|<17;

Г |2л- — 5| зз 15, 27'а) U-2R48;

28:0 {|Зх-2|>1;

29 а) Р*2-100^96’
У J \|л-2 - 13л-|<30;

(|5х2 —37х|<42,
30 а) |л- 6V-4 .4: 

б) |2х2 —5|>3.
б) |х2 - 5Х| <6.
б) |3х2 —5х|<2.
б) |л-2 — 20л-| > 96.
б) |2х2-15х|<27.
б) |х2 — 8х +11| <4.
б) |2х2+4х — 27[ < 21.
б) |х2 — 4х — 25| > 20.
б) |4л-2 — 12л- — 1| 6.
б) 4 |2л- 7| . 12.
б) 18 < |х2 + 2х —17| <31.

/|4х-5|>11,
J (|5х —4|<16.

[|8х2-5|«3,
} [|4х-3| ; 1.

| |х2 — 25| <,24,
J (|х2-5х|<6.

J|4x2 —41х|<45,
} {|х2 — 8х — 1| < 8.

Диагностическая работа 5

Вариант 1

Решите неравенство.

1. |4х — 9| >0.
2. 11 ()л- 111 <: 12.
3. |5х + 4|>3.
4. |2х2+5х — 18[< 0.

5. |х2-50|<14.
6. |3x2-x||s0,08.
7. |х2-х-4|<2.
8. |4х2-6х-7|<3.

Решите систему неравенств.

9.
|х-6|>15, 
|5х-9|Н96.

10.
|9х2-20|<16, 
|Зх-4|>2.

j |9х2 — 100| < 96, 
(|Зх2-13х|<10.
J |5х2 — 27х — 32| <42, 
(|х2-4х-1|<4.
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Вариант 2

Решите неравенство.

1. |5х —13|<0.
2. |10х + 9|<8.
3. |5х + 6|<7.
4. |2л-2 — Зх — 20| > 0.

5. |х2 — 34|<30.
6. |2х2 — Зх[ > 1,08.
7. |х2 — 5х + 5| < 1.
8. |5х2 — 4х —5|>.Д..

Решите систему неравенств.
(|х-4|<11, 
(|5х-11|<,64.
||8х2-45| < 27, 

’ | |4х — 9| >3.

11.

12.

|Збх2 - 25| -,.24.
|6х2-5х|<1.
|2х2-37х-39| <90, 
|х2 — 14х — 19| < 32.

§ 4.2. Более сложные неравенства с модулем

Перейдём к изложению методов решения более сложных неравенств 
с модулем.

Метод промежутков

Одним из наиболее известных методов решения неравенств с мо­
дулем является метод промежутков, основанный на «раскрытии» мо­
дуля в соответствии с определением модуля. Суть метода заключается 
в следующем. На числовой оси отмечается ОДЗ неравенства. Затем 
ОДЗ разбивается на несколько промежутков точками, в которых под­
модульные алгебраические выражения обращаются в нуль. На любом 
из этих промежутков любое из таких выражений (из школьного курса 
алгебры) определено и не равно нулю, следовательно, оно принима­
ет только положительные или только отрицательные значения (какие 
именно, можно определить, выбрав любое значение из рассматрива­
емого промежутка и определив знак выражения при этом значении). 
Поэтому в зависимости от промежутка модуль каждого из таких выра­
жений «раскрывается» либо со знаком «плюс», либо со знаком «минус». 
Определять знаки подмодульных выражений удобно с помощью одного 
рисунка, на котором изображены одна под другой оси с отмеченной 
ОДЗ неравенства и нулями для каждого из подмодульных выражений 
так, что получается своего рода таблица. В «строчках» этой таблицы 
расставляют знаки подмодульных выражений, а затем «по столбцам» 
определяют, с каким знаком «раскрывается» модуль каждого из этих 
выражений на каждом из полученных промежутков. Далее на каж­
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дом промежутке находят решение полученного неравенства, уже не 
содержащего знаков модуля. Последний шаг — объединение найден­
ных решений. Этот метод целесообразно применять, в основном если 
неравенство содержит два и более модуля, а подмодульные выражения 
являются многочленами первой или второй степени. В большинстве 
же случаев более эффективным является применение равносильных 
преобразований.

Пример 1. Решите неравенство

|х + 2|-|х + 5| < 1-х —2|Зх+1|.

Решение. Определим промежутки знакопостоянства каждого из 
выражений под знаками модуля, для наглядности и удобства изобразив 
их на одной схеме (жирными точками отмечены нули соответствую­
щих подмодульных выражений):

-5 -2 1 х
3

х + 2 — - + +
х + 5 - + + +

Зх + 1 - - - +

Рассмотрим четыре случая, «раскрывая» модули на каждом из четы­
рёх полученных промежутков согласно знакам в каждом из столбцов.

Случай 1:

f l (х>-±
х >-о, 3’

1 1 2[х + 2 —х —5 < 1-х-6х-2 [х<4,

Г 1 2Ли, значит, “ з J у J •

Случай 2:

f-2<x<-|,

[х + 2-х-5 < 1-х + 6х + 2 [х>—|,

Л 6 1Уи, значит, х е I — ■=■; - - I.

Случай 3:

-5 < х < -2,
-Х-2-Х-5 < 1 -х4-6х + 2

-5 х <
10 

х>-~;

-2,

решений нет.
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Случай 4:

(х < -5, (х < -5,
} -х - 2 4- х -I- 5 < 1 - х + 6х + 2 " [х > 0;

решений нет.
Осталось объединить полученные множества. Это удобно делать 

Л 6 1Л Г 1 2Л f 6 2Л«снизу вверх» по тексту решения: I — г; —- ] и - t = I - ? I.
„ ( 6 2ЛОтвет'. I - I.

Пример 2. Решите неравенство

|2х2 — 5х + 2| + 3|4-х| > |4—Их —Зх2|.

Решение. Сначала, применив свойство | —а| = |а| (свойство 4, 
позволяющее менять знак подмодульного выражения), приведём все 
подмодульные выражения к стандартному виду. Получим неравенство

|2х2-5х + 2| 4-3|х — 4| > |3х2 + Их —4|.

Этот шаг не является обязательным, но во многих случаях позволяет 
избежать ошибок, связанных с вычислением корней и определением 
промежутков знакопостоянства квадратного трёхчлена, старший ко­
эффициент которого отрицателен. Найдём нули подмодульных выра­
жений. Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — 5х 4- 2 являются числа

и 2. Корнем многочлена х — 4 является, очевидно, число 4. Кор-
„ 1 

нями квадратного трёхчлена Зх 4- Их - 4 являются числа —4 и
Теперь можно составить табличку промежутков знакопостоянства каж­
дого из подмодульных выражений, воспользовавшись тем, что квадрат­
ный трёхчлен стандартного вида принимает отрицательные значения 
только в промежутке между своими корнями:

-4 1 1 2 4 х
3 2

2х2 — 5х + 2 + + + — +
х-4 — — — — — 4-*

Зх2 + 11х —4 + — + + + + ’

Пять нулей подмодульных выражений разбивают числовую ось на 
шесть промежутков. Решим данное неравенство на каждом из шести 
промежутков, учитывая, что в трёх столбцах расстановка знаков оди­
накова: это позволяет вместо трёх случаев рассмотреть один.
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Случай 1:

х > 4, (х 4,
2х2-5х + 2 + Зх-12 > Зх2 + Их —4 (х2 + 13х + 6 7 0.

Разумеется, можно формально решить квадратное неравенство послед­
ней системы, найдя корни квадратного трёхчлена в левой части нера­
венства (это будут иррациональные числа). Но лучше просто заметить, 
что неравенство х2 + 13х + 6 < 0 не имеет положительных решений, 
поскольку при положительных значениях переменной его левая часть 
положительна. Значит, и вся система не имеет решений.

Случай 2:

/ Г2 < х < 4,
1 1I 3 < х < 2,
х < -4,

1 2х2 - 5х + 2 - Зх-Н 12 Зх2 + Их - 4.

Последнее неравенство системы приводится к виду х2 + 19х — 18 < 0.
ту •• 2 1 n i о —19 — 7433Корнями квадратного трехчлена х + 19х—18 являются числа------ х------

—19 + 7433 ■ ■ к: . - 'и-------2-------> а множеством решении неравенства х + 19х —18 7 0 —

Г 19+7433 -19 + 74331 п .„„о
отрезок-------- 2----- ;------- 2------- • Заметим> что 400 <433 <441, по­

этому 20 < 7433 < 21, и, значит,

„ Г 19 + 7433 -19 + 7433'1Следовательно, отрезок ----- , —;------ . — — не имеет пересече­

ний с промежутком [2; 4) и содержит промежуток | 3; !, а его пе-

Г 19 + 7433 А ресечение с промежутком (—-4) —промежуток----------------; —41.

Итак, в этом случае множество решений данного неравенства — объеди-

Случай 3:

j | 7 х < 2, К <х < 2,

| -2х2 + 5х- 2- Зх +12 > Зх2 + Их - 4 1 5х2 + 9х- 14 7 0.
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9 14Корнями квадратного трёхчлена 5х + 9х — 14 являются числа — 4_- 
и 1, а множеством решений неравенства 5х2 4- 9х — 14 < 0 — отрезок

4Д; 1 |. Следовательно, решение последней системы: | j; 1 |

Случай 4:

( . „ 1 ( . 1| -4 X < g, I -4 < X < д,
[2х2- 5x4-2- 3x4- 12 > -Зх2 - 11x4-4 (Sx24-3x4-10 > 0.

Дискриминант квадратного трёхчлена 5х24-3х4-10 отрицателен, а стар­
ший коэффициент положителен. Поэтому неравенство 5х2 4- Зх 4-10 > 0 
выполняется при любом действительном значении переменной, а мно­
жеством решений системы является промежуток [— 4; j.

Осталось объединить найденные множества:

Равносильные преобразования

Метод равносильных преобразований, как уже отмечалось, во мно­
гих случаях оказывается эффективнее метода промежутков, посколь­
ку позволяет, используя свойства 12 и 13 (или их модификации для 
нестрогих неравенств), свести неравенство с модулем к системе или 
совокупности двух неравенств, не содержащих знака модуля. При этом 
не нужно находить нули подмодульных выражений, что сокращает вы­
числения даже в тех случаях, когда указанные свойства приходится 
применять несколько раз (не говоря уже о том, что не во всех случаях 
возможно эти нули найти). Кстати, довольно легко подсчитать число 
неравенств, не содержащих знаков модуля, которые придётся решать, 
используя метод равносильных преобразований: освобождение от каж­
дого знака модуля приводит к двум неравенствам, поэтому общее чис­
ло неравенств равно степени двойки, показателем которой является 
число знаков модуля в данном неравенстве. Так, неравенство из при­
мера 2 свелось бы к решению восьми неравенств. Следует отметить, 
что во многих случаях половина полученных при таком решении нера­
венств после их приведения к виду /(х) V 0 будет отличаться от другой 
половины только знаком неравенства. Поэтому решать придётся вдвое 
меньше неравенств: ведь определяя промежутки знакоположительно- 
сти алгебраического выражения /(х), мы находим и промежутки его 
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знакоотрицательности. Например, неравенство из примера 2 потребо­
вало бы в действительности решения четырёх квадратных неравенств 
вместо восьми.

Отметим ещё, что при наличии «вложенных» модулей метод про­
межутков приводит к огромному числу ошибок, поскольку после «рас­
крытия» «внутреннего» модуля приходится на каждом из полученных 
промежутков «раскрывать» ещё и «внешний» модуль, получая новые 
промежутки. С таким ветвлением не справляется подавляющее боль­
шинство школьников, выпускников и абитуриентов; для решения по­
добных неравенств рекомендуется использовать метод равносильных 
преобразований.

Рассмотрим несколько примеров.
Пример 3. Решите неравенство |х2 — 4х — 8| + х — 2.
Решение. Данное неравенство равносильно системе неравенств

х2 - 4х - 8
х2 - 4х - 8

ijx-2,
> -х -I- 2

х2-5х-6 О, 
х2 — Зх - 10 > 0.

Корнями квадратного трёхчлена х2 — 5х — 6 являются числа —1 и 6, 
старший коэффициент трёхчлена положителен. Поэтому множеством 
решений первого неравенства системы является отрезок [—1; 6]. Кор­
нями квадратного трёхчлена х2 — Зх — 10 являются числа —2 и 5, стар­
ший коэффициент трёхчлена положителен. Поэтому множеством ре­
шений второго неравенства системы является объединение —2] и 
и [5; +оо). Следовательно, множество решений системы, а значит, и дан­
ного неравенства: [5; 6].

Ответ: [5; 6].
В более сложных случаях, чтобы не запутаться, лучше разбивать 

решение неравенства на несколько этапов (шагов).
Пример 4. Решите неравенство ||х2 + Зх + 2| — 1| > 1.
Р е ш е н и е. 1. Данное неравенство равносильно совокупности нера­

венств
'|х2 + Зх + 2| — 1 > 1, _ Г|х2 + Зх + 2| 2,
_|х2 + Зх + 2|-1 <-1 |_|х2 + Зх + 2| < 0.

Найдём множество решений каждого из неравенств последней сово­
купности, после чего объединим найденные множества.

2. Неравенство |х2 + Зх + 2| >2 равносильно совокупности

’х2 + Зх + 2> 2, 

_х2 + Зх + 2 < -2
’х2 + 3х > О, 
_х2 + Зх + 4 < 0.
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Неравенство х2 + Зх > О приводится к виду х(х + 3) 0; множеством 
его решений является объединение (—оо; —3] и [0; +оо). Неравенство 
х2 + Зх + 4 < 0 решений не имеет, поскольку дискриминант квадратно­
го трёхчлена х2 + Зх + 4 отрицателен, а старший коэффициент положи­
телен. Следовательно, множеством решений совокупности

’х2 + 3х > 0,
х2 -I- Зх 4- 4 0,

а значит, и неравенства |х2 4- Зх 4- 2| >2 является объединение 
(—оо; —3] и [0; 4-ос).

3. Решим неравенство |х2 + Зх + 2| СО. В силу неотрицательности 
модуля это неравенство выполняется, только если х2 + Зх + 2 = О, от­
куда х = -2 или х = -1. Таким образом, множество {—2; -1} решений 
неравенства |х2 + Зх + 2| С 0 состоит из двух чисел.

4. Объединением множеств (—оо; —3] и [0; +оо) и {—2; -1}, а следо­
вательно, и множеством решений данного неравенства является мно­
жество (—оо; —3] и {—2; —1} и [0; +оо).

Ответ: (-оо;-3] и{-2;-1}и [0;+оо).

Пример 5. Решите неравенство

|х2 - 6х4- 8| - |2х - 5| < X2 - Зх + 2.

Решение. 1. Для того чтобы использовать метод равносильных 
преобразований, «уединим» один из модулей:

|х2 - 6х + 8| < х2 - Зх + 24- |2х — 51.

Полученное неравенство равносильно системе неравенств

|х2-6х48 < х2-Зх + 2+ |2х-5|, {|2х 5| > -Зх + 6,
(х2 — 6х + 8 > — х2 + 3х — 2 — |2х — 5| ' ! 2х 5| > — 2х2 + 9х— 10.

Решим каждое из неравенств системы, после чего найдём пересечение 
множеств решений.

2. Неравенство |2х — 5| > —Зх + 6 равносильно совокупности

’2х-5 > -Зх + 6, Гх>2,2,
2х-5<3х-6 ” х > 1.

Множеством решений последней совокупности, а значит, и множе­
ством решений неравенства |2х — 5| > —Зх+ 6 является луч (1;+®).

3. Решим неравенство

|2х — 5| > —2х2 + 9х —10.
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Оно равносильно совокупности

~2х - 5 > -2х* 2 + 9х - 10, 
2х - 5 < 2х2 - 9х +10

I 4х2~9хс+5 +2х+1 > 0

I 4х2 - 9х + 5 - 4х2 + 10х - 2х + 5
I 2х — 5 ' U’
| 4х2 - 9х + 5 + 4х2 - 10х + 2х - 5 „

2х - 5 U

2. Решим первое неравенство последней системы методом интерва­

У/т7/Л +
2,5 10

2х2 - 7х + 5 > 0, 
2х2 Их г 15 > 0.

Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — 7х + 5 являются числа 1 и 2,5, 
старший коэффициент трёхчлена положителен. Поэтому множеством 
решений неравенства 2х2 — 7х + 5 > 0 является объединение (—оо; 1) и 
и (2,5; +оо). Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — 11х+ 15 являются 
числа 2,5 и 3, старший коэффициент трёхчлена положителен. Поэтому 
множеством решений неравенства 2х2 — 11х+ 15 > 0 является объеди­
нение (—оо; 2,5) и (3; +оо). Следовательно, множеством решений сово­
купности

'2х2 —7х + 5 > 0,
2х2- Их+ 15 > 0,

а значит, и неравенства

|2х — 5| > —2х2 + 9х—10

является объединение (—оо; 2,5) и (2,5; +оо).
4. Пересечением множеств (1; +оо) и (-оо; 2,5) и (2,5; +°о), а следо­

вательно, и множеством решений данного неравенства является мно­
жество (1; 2,5) и (2,5; + оо).

Ответ: (1; 2,5) и (2,5; +оо).
Пример 6. Решите неравенство

4х2 —9х + 5
2х-5 : • I

Р е ш е н и е. 1. Данное неравенство равносильно системе неравенств

[ 4х2 - 9х + 5
I 2х —5
I 4х2 —9х + 5
I 2х - 5

< 2х+1,

> -2х-1

(4Х2х-Х5+5~2Х~1 <°’

——- < 02х — 5 ’
х(8х—17) > 0

лов:

х
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Множество решений неравенства: (— оо; 2,5) и [10; +о°).
3. Решим второе неравенство последней системы методом интерва­

лов:
У/Л7А -
О 2,125 2,5 х

Множество решений неравенства: [0; 2,125] и (2,5; +<»).
4. Найдём множество решений данного неравенства как пересече­

ние множеств (—оо; 2,5) и [10; +оо) и [0; 2,125] и (2,5; + »). Получим 
множество [0; 2,125] и [10; +оо).

Ответ: [0; 2,125] и [10; +«').
Замечание. Иногда полезно коротко проанализировать возмож­

ные пути решения неравенства: это позволит сэкономить время реше­

ния задачи. Например, для решения неравенства вида а 00
Ъ00

v 1 можно

воспользоваться свойством 12 или 13 и получить систему или совокуп­
ность двух дробно-рациональных неравенств (как при решении преды­
дущего примера), а можно, используя свойства модуля и учитывая ОДЗ 
неравенства, перейти к равносильной системе неравенств

|а(х)| v |Ь(х)|,
Ь(х) 0

пI 2(х) v Ь2(х),

I |а(х) • d(x)| v |с(х) -b(x)|,

Ь(х) / о, 
[d(x)/0.

Первое неравенство каждой из двух последних систем решается с по­
мощью свойства 11.

Пример 7. Решите неравенство

Решение. Для решения неравенства воспользуемся предыдущим 
замечанием. В данном случае

а(х) = х2 + Зх + 2, Ь(х) = х2-Зх + 2,

Ь(х) 0
(а(х) — Ь(х)) (а(х) + b(x)) v 0, 
b(x) 0.

Аналогично неравенство а(х)
Ь(х) V с (здесь с — положительное действи­

тельное число) равносильно системе неравенств

|а(х) | v |с - Ь(х) |,
Ь(х) 0,

а неравенство а(х) с(х)
Ь00 dbO равносильно системе неравенств

х2 + Зх + 2 
х2 -Зх + 2 1.
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и неравенство равносильно системе неравенств 

(х2 + Зх + 2 - х2 + Зх - 2) (х2 + Зх + 2 + х2 - Зх + 2) > О,
х2 — Зх + 2 0 <^',1

(6х(2х2 + 4) О,
(х2 - Зх + 2 0.

Поскольку 2х2 + 4 > 0 при любом значении переменной, первое нера­
венство последней системы приводится к виду х > 0. Корнями квад­
ратного трёхчлена х2 — Зх + 2 являются числа 1 и 2; их нужно ис­
ключить из множества решений первого неравенства. Следовательно, 
множеством решений системы, а значит, и данного неравенства будет 
объединение [0; 1) и (1; 2) и (2; +<»).

Ответ: [0; 1) и (1; 2) и (2; +®),

Примере. Решите неравенство ||3 — 2х|-■ 1| 2|х|.

Решение. Обе части неравенства неотрицательны, поэтому воз­
ведение их в квадрат является равносильным преобразованием. Учи­
тывая, что квадрат числа и квадрат модуля этого числа равны (свой­
ство 8), после возведения в квадрат получим неравенство

С|3 — 2х| -I)2 < 4х2.

Здесь применение формулы разности квадратов приведёт к более гро­
моздкому неравенству по сравнению с тем, которое получится после 
раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых:

(3 — 2х)2 — 2|3 — 2х| + I2 4х2 <=;■ |3 - 2х| > 5 - 6х <=>

х > 0,5,
х > 1

3 —2х
3-2х

jfe 5 — 6х,
- 5 • 6х

<=> х > 0,5.

Ответ: [0,5; +<»).

Метод интервалов

Метод интервалов при решении неравенств с модулем применяется 
не так часто, но его применение может несколько сократить время 
решения некоторых неравенств сравнительно с другими методами.

Пример 9. Решите неравенство

(|3х —2| — 4х+3)(|2х - 3|+х —3)(4х2 — 5х — 6) > 0.
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Решение. 1. Пусть

Л(х) = |3х —2| — 4х +3, 
Л (х) = |2х- 3| + х — 3, 

Л (х) = 4х2 - 5х - 6, 

/(х) = /1(х)-/2(х)-/3(х).

Решим неравенство /(х) Э 0 методом интервалов. Функция у = f(x) 
определена и непрерывна на всей числовой прямой.

2. Найдём нули функции f (х). Для этого решим уравнения Л (х) = О, 
Л (х) = 0, /3 (х) = 0, начав с первого из них:

|3х —2| —4х + 3 = О |3х —2| = 4х —3 <=>

/ 4.Х --3 > О ,

■ Зх — 2 = 4х - 3, <=>
I Зх - 2 = -4х + 3

I 4x3 О,

■: х = 1, о х = 1.
5

Решим уравнение /2(х) = 0, используя то же свойство модуля (свой­
ство 10), что и при решении предыдущего уравнения:

|2х - 3| + х — 3 = 0 <=> |2х — 3| = 3 — х <=>

I 3 - х > 0,
-i Г2х - 3 = 3 - х,

I 2х-3 = -3 + х

х = 2, 
х = 0.

Корнями квадратного трёхчлена 4х2 — 5х — 6 (а значит, и нулями функ­
ции /з(х)) являются числа —0,75 и 2.

3. Теперь можно применить метод интервалов, изобразив соответ­
ствующую таблицу, первые три строки которой предназначены для 
определения промежутков знакоположительности и знакоотрицатель- 
ности алгебраических выражений (х), Л (х) и f3 (х), а последняя (ниж­
няя)— для определения промежутков знакоположительности и зна- 
коотрицательности функции /(х). При этом, как обычно, на каждой 
оси отмечаются не все нули, а только нули соответствующих мно­
жителей. Поскольку единственным нулём алгебраического выражения 
/1(х) = |3х - 2| — 4х + 3 является х = 1, с помощью «пробных» точек 
легко определить, что Л(х) > 0 при х < 1 (например, Д (0) = 5 > 0) 
и Л(х) < 0 при х > 1 (например, Л (2) = -1 < 0). Аналогичным об­
разом легко определить, что /2(х) < 0 при 0 < х < 2 и /2(х) > 0 при 
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х > 2 или х < 0. Наконец, согласно свойствам квадратного трёхчлена 
с положительным старшим коэффициентом f3 (х) < 0 при -0,75 < х < 2 
и f3(x) > 0 при х > 2 или х < —0,75. Воспользовавшись «столбцами» 
таблицы, легко найти промежутки знакоположительности и знакоот- 
рицательности функции f (х):

у77----------- ‘-7/7Z/7Z*----------- ------ *
-0,75 0 1 2 х

Л(х)=|Зх-2|-4х+3 + + + - —

/2(х) = |2х-3|+х-3 + + - - +

/з(х)=4х2 —5х —6 + - - - +

f (х) = fl (х) • f2 (х) ■ /з (х) —

Множество решений данного неравенства: (— »; —0,75] и [0; 1] и {2}.
Ответ: (-<»; -0,75] и [0; 1] и {2}.

Метод введения новой переменной

Метод введения новой переменной, как и метод интервалов, ис­
пользуется при решении неравенств с модулем довольно редко.

Пример 10. Решите неравенство

|х2-3|х| + 2| > |х2-4|х| + 3|.

Решение. Пусть |х| = t, тогда х2 = t2 и данное неравенство можно 
переписать в виде

]t2-3t + 2| > |t2-4t + 3[.

Возведём обе части полученного неравенства в квадрат и воспользуем­
ся формулой разности квадратов:

(t2-3t + 2)2 > (t2-4t + 3)2 <=> (t2-3t + 2)2-(t2-4t + 3J2g 0 <=>

< > (t—l)(2t2 — 71 + 5) > 0.

Корнями квадратного трёхчлена 2t2 — 7t -Г 5 являются числа 1 и 2,5. 
Поэтому последнее неравенство можно переписать в виде

(t-l)-2-(t-l)(t-2,5) > 0 <+> (1-1)2(1-2,5) > 0.
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Если t = 1, то неравенство выполнено. При t 1 выражение (f — I)2 
принимает только положительные значения, поэтому неравенство бу­
дет выполнено, лишь если t $ 2,5. Таким образом, множеством ре­
шений неравенства (t - l)2(t — 2,5) 0 является объединение {1} и 

и [2,5; + »). Сделаем обратную замену: 

е (-оо; -2,5] и {-1; 1} U [2,5; + °о).

|х| = 1,
, „ _ следовательно, х е 

|х| > 2,5,

Ответ: (—°°; —2,5] и {—1; 1} и [2,5; 4-оо).

Применение геометрического смысла модуля

Применение геометрического смысла модуля может дать некото­
рый выигрыш во времени по сравнению с другими методами при реше­
нии всего нескольких типов неравенств, прежде всего неравенств вида 
|х —а| + |х — b| V с, а также |х-а| - |х- Ь| vс, |х-а| Vс|х- Ь|, где с > О, 
и некоторых других. Решить неравенство |х — а| + |х — Ь| V с — значит 
найти все точки числовой оси, сумма расстояний от каждой из кото­
рых до точек а и b больше (больше или равна) или меньше (меньше или 
равна) с. Для определённости будем считать, что а < Ъ. Если расстояние 
между точками а и Ъ больше с, то множеством решений неравенств 
|х — а| + |х — Ь| > с и |х — а| + |х — Ь| > с является всё множество действи­
тельных чисел, а неравенства |х — а| + |х — Ь| < с и |х — а| + |х — b| sg с 
решений не имеют. В самом деле, если предположить, что искомая 
точка принадлежит отрезку [а; Ь], то сумма расстояний от такой точ­
ки до концов отрезка окажется больше с (поскольку эта сумма равна 
длине отрезка, а длина отрезка больше с). Ясно, что для любой точки, 
лежащей вне рассматриваемого отрезка, сумма расстояний от неё до 
концов отрезка будет ещё больше. Если расстояние между точками а 
и Ъ равно с, то множеством решений неравенства |х — а| + |х — Ь| < с 
будет отрезок [а; Ь], неравенство |х — а| + |х — Ь| < с решений не име­
ет, неравенство |х - а| + |х - Ь| jfc с выполняется при любом значении 
переменной, а множеством решений неравенства |х — а| + |х — Ь| > с 
является вся числовая прямая за исключением чисел отрезка [а; Ь], т. е. 
множество (—оо; а) и (Ь; +<»). Если же расстояние между точками а и Ъ 
меньше с, то для решения любого из рассматриваемых неравенств нуж­
но вначале найти все точки числовой оси, сумма расстояний от каждой 
из которых до точек а и Ъ равна с. Ясно, что каждая из искомых точек 
лежит вне отрезка [а; Ь] , а сумма расстояний от неё до точек а и Ъ будет 
равна сумме длины отрезка [а; Ь] (т. е. Ъ — а) и удвоенного расстояния 
от этой точки до ближайшего к ней конца отрезка. Это удвоенное рас­
стояние, очевидно, равно с - (Ь - а) = с - b + а, а искомых точек всего 
две: первая (обозначим её хх) лежит на числовой оси левее точки а на
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с-Ь+а .. , , •• чрасстоянии —— от нее, а вторая (обозначим ее х2)— правее точ-
, .. „ c-b+а а+Ь-ски b на том же расстоянии от нее. Поэтому хг = а----- — = — .

, c-b + а а + Ь + сх2 = b -I------ 7,---- =-----ч:X X
С — Ь + а с —Ь + а

2 Ь-а 2
г т т *1; ₽

с — Ь + а
Х1=а 2

_ a + b-с а
2

Ъ , , с-Ь + а
х2=Ь+ 2

_ а + Ь + с х
2

Теперь уже ясно, что множеством решений неравенства |х — а| --I-- 
+ |х — Ь| < с будет интервал (хх; х2), множеством решений неравенства 
|х - а| + |х — Ъ\ с будет отрезок [хг; х2], а множества решений нера­
венств |х — а| + |х — Ь| > с и |х — а| + |х — Ь| Хс будут соответственно 
иметь вид (-о°;х1) и (х2; +<») и (-оо; хД и [х2; +«=).

Если метод освоен, решение подобных неравенств осуществляется 
очень быстро. Для этого нужно изобразить числовую ось и отметить 
на ней «ключевые» точки а и Ъ и расстояние между ними, после чего, 
найдя точки хг и х2, выписать ответ. Рассуждения, аналогичные приве­
дённым, используются для решения неравенств вида |х — а| — |х — Ь| V с, 
|х — а| V с|х — Ь| и некоторых других. При определённом навыке эти 
рассуждения занимают считанные секунды, а точки хг и х2 находятся 
устно.

Пример 11. Решите неравенство

|2х2 + х-7| + |2х2 + х-9| < 4.

Решение. Обозначим 2х2 + х — 7 через t. Неравенство примет вид 
|t| 4- |t — 2| 4. Согласно геометрическому смыслу модуля левая часть 
полученного неравенства равна сумме расстояний от точки t числовой 
оси до точек 0 и 2. Для того чтобы решить неравенство, найдём сна­
чала точки t числовой оси, сумма расстояний от каждой из которых 
до точек 0 и 2 равна 4. Понятно, что на отрезке [0; 2] искомых точек 
быть не может, поскольку сумма расстояний от любой точки отрезка 
до его концов равна длине отрезка и в данном случае равна 2. Значит, 
искомые точки лежат вне отрезка. Рассмотрим точку, лежащую правее 
точки 2 на числовой оси. Сумма расстояний от этой точки до концов 
отрезка складывается из длины отрезка и удвоенного расстояния от 
этой точки до точки 2. Таким образом, это удвоенное расстояние равно 
4 — 2 = 2, и искомая точка находится правее точки 2 на расстоянии 
2:2 = 1 от неё. Следовательно, первая из искомых точек — это 1 = 3. 
Абсолютно аналогично получаем, что вторая искомая точка находится 
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на числовой оси левее точки 0 на расстоянии 1 от неё. Следовательно, 
вторая из искомых точек — это t - —1. Поэтому все точки t числовой 
оси, сумма расстояний от каждой из которых до точек 0 и 2 меньше 
или равна 4, лежат на отрезке [-1; 3], который и является множеством 
решений неравенства |t| + |t — 2| < 4:

4^2= 4^2
2 2 2

^7^7777^77^^^-----»
-1 0 2 3 х

Таким образом, Сделав обратную замену, получим

2х2 + х- 7>-1, (2х2 + х-6^0,
2х2 + х-7СЗ (2х2 + х- 10 < 0.

Корнями квадратного трёхчлена 2х2 + х — 6 являются числа -2 и 1,5, 
старший коэффициент трёхчлена положителен. Следовательно, мно­
жество решений первого неравенства системы: (—оо; —2] и [1,5; +<»). 
Корнями квадратного трёхчлена 2х2 + х — 10 являются числа —2,5 и 2, 
старший коэффициент трёхчлена положителен. Следовательно, множе­
ство решений второго неравенства системы: [-2,5; 2]. Пересечением 
множеств (—оо; —2] и [1,5; -И») и [—2,5; 2], а значит, и множеством ре­
шений данного неравенства является множество [—2,5; —2] и [1,5; 2].

Ответ: [—2,5; —2] и [1,5; 2].

Метод знакотождественных множителей

Метод знакотождественных множителей (см. § 1.6) при решении 
некоторых типов неравенств с модулем даёт ощутимый выигрыш во 
времени по сравнению с любым другим методом и позволяет избежать 
«ветвления» задачи и связанных с ним ошибок. Напомним, что любой 
из множителей в левой части неравенства вида (х) • щ.(х) •... • а„(х) V

„ а-(х)-п2(х) (д')
V 0 или -—а -у   ууу V 0, являющийся разностью моду­

лей двух алгебраических выражений (или вообще разностью двух лю­
бых алгебраических выражений, принимающих только неотрицатель­
ные значения), можно заменить разностью квадратов этих выражений 
(учитывая при необходимости ОДЗ каждого из таких выражений).

Пример 12. Решите неравенство
(|х|-д/х+Ж|х|-2)

|х+з[-м
Решение. Применим метод знакотождественных множителей, за­

менив каждую из трёх разностей в левой части неравенства разностью 
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квадратов соответствующих алгебраических выражений (с учётом то­
го, что |а| = \ГсФ и Vx + 2 определён лишь при х -2). Получим систе­
му неравенств

Г(х2-х-2)(х2-4)
< (х+ 3)2-х2 ’
[х > -2.

Корнями квадратного трёхчлена х2 - х — 2 являются числа -1 и 2. 
Разложив этот трёхчлен на множители и применив формулу разности 
квадратов, придём к системе неравенств

Г (х + 1)(х — 2)2(х+ 2)
■{ 3(2х + 3) ’
[х > -2.

Применим метод интервалов к решению первого неравенства полу­
ченной системы неравенств:

-2 -1,5 -1 2 х

Множество решений неравенства: (—»; —2] и (—1,5; —1] и {2}. Учи­
тывая второе неравенство системы, найдём множество решений дан­
ного неравенства: {—2; 2} и (—1,5; —1].

Ответ: {-2; 2} и (-1,5; -1].
Уже этот относительно несложный пример демонстрирует преиму­

щество метода знакотождественных множителей по сравнению, на­
пример, с методом промежутков, применение которого потребовало 
бы рассмотрения четырёх случаев и соответственно решения четырёх 
систем неравенств вместо одной. Другие примеры применения метода 
знакотождественных множителей к решению неравенств с модулем 
см. в § 1.6 (примеры 2-4).

Применение свойств функций

Перейдём теперь к неравенствам с модулем, решение которых ос­
новано на применении свойств функций, прежде всего ограниченно­
сти и монотонности (см. §1.5). Для решения неравенств с модулем 
использование свойства ограниченности связано преимущественно со 
свойством 6:

|а| >а, причём |а| =а <=> а ДО; |а| >а <=? а <0;
|а| >-а, причём |а| = -а <=> а 0; |а| > -а <=> а >0,
а также неравенством треугольника (свойство 14) и его модифика­

цией:
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|а| + |Ь| > |а + Ъ\, причём

|а| + |Ь| = |а + Ь| фф аЬ > 0; |а| + |Ь| > |а + Ъ\ фф аЬ < 0;

|а| + |Ь| > |а - b|, причём

|а| + |Ь| = |а — Ь| фф ab < 0; |а| + |Ь| > |а — Ь| фф ab > 0.

Пример 13. Решите неравенство

|2х2 - Зх -5| + |х2 -2х- 3| < х2 — х — 2.

Решение. Заметим, что разность подмодульных выражений равна 
правой части неравенства, т. е. данное неравенство имеет вид |а| + |Ь| < 
<j а — Ъ, где а = 2х2 — Зх — 5, b = х2 — 2х — 3. Из неравенств |а| а, 
|Ь| > -Ь следует, что |а| + |Ь| Ji а - Ь. Но |а| + |b| а - b по условию. 
Таким образом, |а| + |Ь| = а — Ь, что возможно в том и только том 

(а >0,
случае, если ■ Значит, данное неравенство равносильно системе 

неравенств
(2х2 — Зх — 5 0, 

1 х2-2х- 3 0.

Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — Зх — 5 являются числа —1 и 2,5, 
старший коэффициент трёхчлена положителен. Следовательно, мно­
жество решений первого неравенства системы: (—оо; -1] и [2,5; +оо). 
Корнями квадратного трёхчлена х2 — 2х — 3 являются числа -1 и 3, 
старший коэффициент трёхчлена положителен. Следовательно, мно­
жество решений второго неравенства системы: [-1; 3]. Пересечением 
полученных множеств, а значит, и множеством решений данного нера­
венства является множество {—1} и [2,5; 3].

Ответ: {-1} и [2,5; 3].
Пример 14. Решите неравенство

|3х2 + 4х- 4| + |4х2 -8х - 5| > |х2- 12х - 11.

Решен и е. Заметим, что данное неравенство имеет вид |а | + |Ь| > 
> |а — Ь|, где а = 4х2 — 8х — 5, Ъ = Зх2 + 4х — 4. В соответствии с нера­
венством треугольника

|а|-1- |Ь| > |а-Ь| ф=> ab > 0.

Таким образом, данное неравенство равносильно неравенству

(4х2 - 8х - 5) (Зх2 -I- 4х — 4) > 0.
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Корнями квадратного трёхчлена 4х2 - 8х — 5 являются числа -0,5 и 2,5. 
, 2

Корнями квадратного трёхчлена Зх + 4х — 4 являются числа —2 и
Следовательно, полученное неравенство можно переписать в виде

4(х + 0,5)(х-2,5)-3(х + 2)(х- > 0,

откуда
(х + 0,5)(х-2,5)(х + 2)(х-|) >0.

Применим метод интервалов:

- Ул/Л -
-2 -0,5 2 2,5 х

3

Множеством решений данного неравенства является объединение
(-оо; -2) и (- 0,5; |) U (2,5; +оо).

Ответ: (—®; -2) и 0,5; |J и (2,5; +®).

Пример 15. Решите неравенство

|х —1| + |х —2| +... + |х —100| < 2500.

Решение. Воспользуемся неравенством треугольника:

|й| + \Ъ\ |а-Ь|, причём |а| + \Ъ\ = |а — Ь| <=> ab < 0.

Получим пятьдесят неравенств:

|х— 1| + |х —51| > 50,

причём |х — 1| + |х — 511 = 50 <—■ (х- 1)(х —51) <0 <=> 1 <х€51;

|х-2| + |х-52| > 50,

причём |х — 2| + |х — 52| = 50 Ф4> (х- 2)(х — 52) <0 <=> 2^х<52;

х 50/ х 100 50,

причём

|х — 50| + |х — 100| = 50 <=> (х-50)(х-100) < 0 <=> 50 С х < 100.

Следовательно, левая часть данного неравенства не меньше 50 • 50 = 
= 2500. Поэтому данное неравенство выполняется в том и только том 
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случае, когда его левая часть равна 2500, что, в свою очередь, возмож­
но, только если выполняются все неравенства 1 4х <51, 24x4 52, ..., 
50 <х< 100, откуда 50<х<51.

Ответ: [50; 51].
Рассмотрим теперь два примера на применение свойств монотон­

ных функций к решению неравенств с модулем.

Пример 16. Решите неравенство

|х42| - 2|х — 1| + |2х41| < 6х.

Решение. Перепишем неравенство в виде

6х-|х + 2| + 2|х-1|-|2х + 1| > 0

и рассмотрим функцию

/(х) = 6х-|х + 2| + 2|х-1|-|2х+1|,

определённую и непрерывную на всей числовой прямой. График функ­
ции представляет собой ломаную, состоящую из отрезков прямых и лу­
чей. Каждое звено этой ломаной является частью прямой вида у = кх +1, 
где к > 0 (поскольку к = 6 ± 1 4 2 ± 2 и вне зависимости от «раскры­
тия» модулей коэффициент при х будет положителен). Следовательно, 
функция у = /(х) возрастает на (—оо; +°°). Поскольку /(1) = 0, нера­
венство Дх) 40 выполнено в том и только том случае, если хе [1; 4°о).

Ответ: [1; +<»).

Пример 17. Решите неравенство

3(х24 4х4 2) + |х — 1| > 3x4 |х2 4 4x4 1|.

Решение. Перепишем данное неравенство в виде

Зх - |х - 11 4 3 (х2 4 4х 4 2) - |х* 4 4х 4 1

и рассмотрим функцию /(t) = 3t — 11 — 11. Если t > 1, то /(t) = 2t 41; 
если t < 1, то /(t) = 4t — 1. Следовательно, функция у = /(х) возрастает 
на (— оо; 4-оо). Значит, неравенство /(а) </(/3) будет выполняться то­
гда и только тогда, когда а < 13. В данном случае а = х, /3 = х2 4 4х 4 2. 
Поэтому х <х2 4- 4х + 2, откуда х2 4 Зх 4 2 > 0. Корнями квадратного 
трёхчлена х2 4 Зх 4 2 являются числа —2 и —1, старший коэффициент 
трёхчлена положителен. Следовательно, множеством решений нера­
венства является объединение (—оо; —2] и [-1; +<»).

Ответ: (-оо; -2] и [-1; <«).
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Упражнения к § 4.2
Решите неравенство.

1. a) |х + 2| + |х + 7|<25;
2. а) |х — 4| Н-|х +8| < 36;
3. а) |х — 1| Н-|х — 9| 32;
4. а) |х + 5| + |х—11| >32;
5. а) |х-5| + |х + 5|§10;
6. а) |х —13| + |х + 13| >26;
7. а) |2х — 1| + 2|х — 1| < 2х+ 3;
8. а) |2-х| + |3-х|<х + 2;
9. а) 2|х+2| + 1<|2х + 7|-2х-2|6х + 7|;

10. a) |5-2х| + |5х-12|<|Зх-7|;
11. а) |х - 5| + |х - 6| |х -4| + |2х - 9|;
12. а) |х2 — 6х| — 3|2х-3| >х2 + Зх;
13. а) |4х2-5х + 1|+3|2-х|>|2-11х-

б) |2х2 —9х + 9| +3|5-х|>|12-5х-
14. а) |3х —5|<6х—I;
15. а) |5х-4| >4х + 3;
16. а) |х2 - 4| < Зх;
17. а) |х2-15|> 2х;
18. а) |х2 — 6х + 3|<Х-3;
19. а) |4х2 - 12х + 7| >2х - 3;
20. а) |4х2 —8х —3| <2х2 -4х + 3;
21. а) |х3 + Юх-20Кх3-1-20;
22. а) |х3 — 7х +17| Сх3+5х2 — 17;
23. а) |х8-2х-8|>х8 + 2х + 8;
24. а) |хЧ- 3|:> |2х — 7|;
25. а) |3х — 5| 3= 2|2х — 5|;
26. а) |7х2-13х|^|х2-7х + 12|;
27. а) |7х2+х-6|<|х2-5х-6|;
28. а) |х2 — 9х — 22| > |9х2 — 5х - 26|;
29. а) |16х2 — 7х — 23|С2|х2 — 10х + 16|;
30. а) |^| S2;
... оЛ |2х2 + З.Х + 1|31. а) —т.---------- > 1:| 2.x2 - Зх +11 

б) |х + 3| + 1х + 9|<24.
б) |х — 5| + |х+ 6| <33.
б) |х —3|+ |х—10|>21.
б) |х+ 4| + |х — 8| > 20.
б) |х + 8| + |х -- 8|«< 16.
б) |х — 12| + |х + 12| > 24.
б) |3х — 2|-!-3|х — 1| <3х+ 2.
б) |2-х| + |4-х|<х+3.
б) 2|х + 1|-|2х+5|<1 —2х —2|6х + 1|.
б) |7 —2х| + |5х — 17| < |3х — 10|.
б) |х — 4| + |х — 5| > |х — 3| + |2х — 7|.
б) |х2 - 18х| - 9|2х - 9| >Х2 + 9х.

6х2|;
Зх2|.
б) |Зх + 1|<6х + 11.
б) |6х —5|>5х+4.
б) |х2-3| <2х.
б) |х2-10|>Зх.
б) |х2 - 4х - 2| О - 2.
б) |4х2-4х-5|Э2х-1.
б) |4х2 - 16х - 5| < 2х2 - 8х + 5.
б) |х3 + 5х — 15[<х3 + 15.
б) |х3 - 10х + 261 Сх3 + 8х2 - 26.
б) |хб-3х-6| >хб + 3х + 6.
б) |х + 7|>]2х + 1|.
б) |Зх + 1|>2|2х-1|.
б) |14х2 - 13х| < |2х2 - 7х + 6|.
б) |7х2 + 15х + 2|<|х2-Зх-10|.
б) |х2- 11х + 30|э|7х2-41х + 54|.
б) |16х2+25х-14[<2|х2-8х + 7|.

I х2 + 6х+8 i
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32. а)

33. а)

34. а)

35. а)

36. а)

37. а)

38. а)

39. а)

40. а)

I х2 - 10х + 9 I _I х2-9 Г х2 — 8х + 24|х2 -161 ’|х2-25.x+ 48 | | х2 —25 |I х2 —10х + 7| х2 - 10х + 19
I 2х2 + 7х + 5 I > 2-| х2 + 6х + 8 | ’
|64х2-14х-23 I| х2 —5х+4 Г '
16х2 - 18.Х + 54х-5 С 4х +1;

||х2+9х + 20|-1|М;
41. а) ||3х —5|-х + 2| + ||2х —3| —2| >2;

х2 - lOx+16 I _х2 -16 Гх2 — 16Х+96 ,
б) |х2-64|

|х2-49х + 96| .б)| х2—49 Г1' 

б) |х2-6х-311| х2 — 6х — 1 |_ I Зх2 + 2х - 5 Iб) | х2 +4х + 3 Р 3- 
|16х2-7х-23|J | х2-10х + 16 Г в|^|„ + з. 

в|-^|<2х+2. 
б) ||х2 + 7х +12| — 1|>1.
б) ||Зх-2|-х + 1| + ||2х-1|-2|>2.

42. а) ||х|-5|+х-5> |х-5|; б) ||х| -6|+х - 6> |х -6|.
43. а) ||1-2х|-1|С2|х + 1|; б) ||5-2х| - Цм2|х- 1|.
44. a) ||3х — 5| — 9| + Зх — 14< |3х — 14|; б) ||7х-4| - 7| + 7х - 11 > |7х - 11|.
45. а) (|х-4| + 2х-3)(|х-5|-Зх + 7)(х + 1)«0;

б) (|х - 3| + 2х -1)(|х - 4| - Зх + 4)(х + 2) С 0.
46. а) (|3х — 5| -4х + 7)(|2х- 5| +х-4)(4х2 - 13х + 3)> 0;

б) (|3х +11 - 4х - 1) (|2х - 11 + х - 2) (4х2 + Зх - 7)0.
б) 5х2 — 11|х|+2=С 0.
б) |9х2-9|х|+2| >3|3х2-4|х| +1|.
б) |4х2-х-7| + |4х2 —х — 10|<11.„ (|х + 3| — Ух+~5)(|х + 3| —2) J |х+6| —|х+3|,, (х + 7)(|х + 15|-|х-1|).б) ------- ;----- ----- --------» 0.|х I 7| 6
б) |2х2 - 5х - 12| > 12 + 5х - 2х2.
б) |5х2 + 7х - 6| С 5х2 + 7х - 6.

54. а) |х2 - 8х + 15| - |2х- 7| <х2 - 5х + 6;
б) |х2 - 12х + 351 - |2х - 111 <х2 - 9х + 20.

55. а) |2х2 - 15х + 22| + |х2 - 8х + 12| х2 - 7х + 10;
б) |2х2 - Их + 9| + |х2 - 6х + 5| О2 - 5х + 4.

47. а)
48. а)
49. а)

50. а)

51. а)

52. а)
53. а)

2х — 11|х|+5<0;
2|2х2-3|х| + 1|>|4х2-8|х|+3|;
|Зх2 + 2х - 3| + |За-2 + 2х - 6| <7;

|х + 21 - |х -1|Сх — 6)(|х +11 - |х-13|)|х-6|-5 ’
|2х2 - 7х - 151 > 15 + 7х - 2х2;
|5х2 +8х —4|:С5х2 +8х —4;
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56. а) |х2 + 4х - 5| -I- |х2 - 9Х + 8| + |х2 - Зх - 401 С х2 - 2х + 43;
б) |х2 + Зх - 4| + |х2 - 10х + 9| + |х2 - 5х - 36| ©с2 - 2х + 41.

57. а) |3х2 - 2х - 5| + |4х2 - 16х + 7| > |х2 - 14х +12|;
б) |3х2 + 16х +16| + |4х2 + 8х - 5| > |х2 - 8х - 21|.

58. а) |х +11 + |х + 2| +... + |х + 50| < 625;
б) |х - 2| +|Х -4| +... + |х - 1001 с 1250.

59. а) |х — 11 — 312х — 11 + 2|3х -г 11 + 24 15х;
б) |х — 1| — 2|3х-г 1| +3|2х-1|>16х + 23.

60. а) 5(х2+6х+4)+3|х-3[>5х + 3|х2 + 6х + 1|;
б) 7(х2 - 5х + 5) + 2|х - 4Н 7х + 2|х2 - 5х +11.

Диагностическая работа 6
Вариант 1

Решите неравенство.

1. |5x + 3| + |5x + 8[^19.
2. |х-3|+х + |х-4| > 5.
3. |4х + 1| 4 |2х — 3| + 2|х — 2|.
4. 4|х2 —Зх| -3|4х-3>, 4х • (>.v.
5. |х2-2х-11|<Х-1.

6. |х3 — 4х+ 8| >х3 + 2х2 — 8.
11. |2х2 — Их + 12|-Г |х2 — 5х-г4| 5чХ2
12. 9(х2 —х — 8)+4|2|х — 8| — 1| > 9|х

7. |7х +29х + 24[,>|х -х|.„ |л-2-36|
О. —о--------------------  1.х2 - 12Х + 54
9.3\1!); '3 з.

(|х + 5|-Ух + 7)(|х+5|-2) |х + 8|-|х + 5|
-6х + 8.
- 8|+4|2х2 — 2х — 17|.

Вариант 2
Решите неравенство.

1. |2х + 3| + |2х + 7|<16.
2. |х — 2|+х + |х — 3| >4.
3. |6х +1|<3|х-1|-!-|3х-4|.
4. 4|х2 - х| - |4х - 1| > 4х2 + 2х.
5. |х2-8х + 4|<х-4.
6. |х3 - 6х + 14| й?х3 -г 4х2 - 14.
11. |2х2 - 11х +151 + |х2 - 4х + 3| <х2 - 7х -I-12.
12. 7(х2 -х - 18) + 3|2|х - 18| - 3|> 7|х- 18| +3|2х2 - 2х - 391.

7. |14х2 + 29х + 12|> |2х2-х|.

8.4^^!.
х2 - 4 v 4 6

(|x + 4|-Vx + 6)(|x + 4j-2) <|х + 7|-|х+4|
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В соответствии с принятой в этой книге классификацией будем на­
зывать иррациональными алгебраические выражения вида '{//(х) или 

2
вида (/(х))«, где /(х)—многочлен или алгебраическая дробь (т. е. ра­
циональное алгебраическое выражение), п и q—натуральные числа, 
большие 1, —несократимая дробь, р eZ. Неравенства, алгебраи­

ческая запись которых содержит иррациональные выражения (и на­
ряду с ними, возможно, рациональные алгебраические выражения), 
называются иррациональными. Таким образом, круг иррациональных 
неравенств достаточно широк, а методы их решения основываются 
как на общих для числовых неравенств свойствах, так на определении 
и свойствах корней и степеней с дробным показателем. Приведём эти 
определения и свойства

Определение 1. Алгебраическим корнем п-й степени (п eN, п > 1) 
из числа а называется число Ь, п-я степень которого равна а. Ариф­
метическим корнем п-й степени (neN, п > 1) из числа а называется 
неотрицательное число Ь, п-я степень которого равна а.

Обозначается корень степени п так: tya. Знак «'Ц~» называется 
радикалом, п — показателем степени корня. Корень второй степени 
называется квадратным, при его обозначении степень корня не указы­
вается: пишут д/а., а не ^/а. Корень третьей степени называется куби­
ческим корнем и обозначается стандартным образом: l/а. Подавляю­
щее большинство иррациональных уравнений и неравенств школьного 
курса связано именно с квадратными и (реже) кубическими корня­
ми. Алгебраическое выражение а(х) под знаком корня в записи вида 
'{/а (х) называется подкоренным выражением.

Замечание 1. Для записи алгебраического и арифметического кор­
ня используется один и тот же символ. Понятие арифметического кор­
ня вводится для того, чтобы сделать однозначным определение корня 
чётной степени: ведь чётные степени двух противоположных чисел 
одинаковы, и если при извлечении корня чётной степени не огова­
ривать, какое из них имеется в виду, это приведёт к различного рода 
противоречиям. Тем самым, когда говорят и пишут о корне чётной 
степени из числа, то всегда (если не оговорено противное) имеют в ви­
ду арифметический корень, который по определению является неот­
рицательным числом. Для корней нечётной степени обычно исполь­
зуют определение алгебраического корня. Таким образом, корень лю­



186 Глава 5. Иррациональные неравенства

бой степени из неотрицательного числа является неотрицательным 
числом, корень нечётной степени из отрицательного числа является 
отрицательным числом.

Замечание 2. Краткое определение арифметического корня чёт­
ной степени можно записать так:

а = Ь2п, 
b >0

(здесь п eN). Отсюда следует, что арифметический корень определён 
только для неотрицательных чисел. В самом деле, по определению 
b 0, но а = Ь2п, и, значит, а 0. Поэтому область допустимых значе­
ний корня чётной степени 2'{/а(х) находится из условия а(х) > 0 неот­
рицательности подкоренного выражения. Область определения корня 
нечётной степени 2,1+1\/а(х) (здесь neN) такого ограничения не пред­
полагает: он определён при любом значении переменной, для которого 
имеет смысл выражение а (х).

Укажем теперь основные свойства арифметического корня (пик— 
натуральные числа, большие 1, а > 0, b > 0):

1) Ч/а^=а;
2) Vob = VaVF;

3) VI=w(M0);
4) "Va;

5) nV^= tya;
6) \/~al = ( 1 (если I < 0, to a 0);

7) если a < b, то и '(/a < ’vb.
Замечание 3. Если пик — нечётные натуральные числа, боль­

шие 1, то приведённые свойства справедливы и для отрицательных 
а и Ъ. Для корня нечётной степени укажем ещё одно полезное свой­
ство: 2,11V—а = - 2п+1/а (знак «минус» можно «выносить» за знак корня 
нечётной степени и «вносить» под знак такого корня).

Замечание 4. При внесении множителя под знак корня чётной 
степени знак «минус» под корень не вносится, а остаётся перед кор­
нем. При преобразовании числовых выражений проблем обычно нет: 

—2 \/3 = — v 24 • 3 = — v'48, а вот при преобразовании буквенных встре­
чаются ошибки. Так, например, если число а отрицательно, то а Vb = 
= -V а2Ь.
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Операция возведения в натуральную степень вводилась в школьном 
курсе математики, в сущности, как сокращённая запись умножения 
одинаковых чисел: а'1 = а-а-а - ...-а (здесь п eN). Затем для всех а О 

это определение распространялось на степени с целым отрицательным 

показателем ап = и нулевую степень а° = 1. Для положительных 
чисел арифметический корень позволил распространить определение 
степени на степени с дробным показателем: а" = \/ак, а > 0, п eN, 

п > 1, к е Z. В частности, = а». Кроме того, для положительных 
дробных степеней это определение распространяется ещё и на число 0: 

к 
если п eN, п > 1, к eN, то 0" =0.

Степень с дробным показателем часто называют степенью с раци­
ональным показателем. Поскольку целые числа также являются раци­
ональными, для однозначности в этой книге используется словосоче­
тание «степень с дробным показателем». При этом дробь в показателе 

3 4 степени должна быть несократимой: показатели степени вида у, у 
и т. п. будем считать целыми. Напомним, что несократимые дроби со 
знаменателями, которые являются произведениями натуральных сте­
пеней двойки и (или) пятёрки, могут быть записаны и в виде конечных 
десятичных дробей. Например, 3« = 3ш = 3 • , а 7 = 7 » = 7 so =
_ S2/7157

Свойства степени с дробным показателем аналогичны свойствам 
степени с целым показателем: если а > 0, Ъ > 0, а п ит—рациональные 
числа, то

лппп ф пт   пп+т. Ц   пп-т.Cl И. И. < гп d’ ат ’

an-bn = (аЬУ;

уг = a""; (а'Т = a'im;

a" _ fa у
bn ’ lb J ’

Замечание 5. Ещё раз обратим внимание на то, что степень с дроб­
ным показателем определена только для положительных чисел и — 
в случае положительных степеней — для числа 0. Казалось бы, что 
в некоторых случаях это определение можно распространить и на от­
рицательные числа. В самом деле, почему бы не считать, что (—8)5 = 
= \/ (—8)1 = ^—8 = —2? Ответ на этот вопрос довольно прост: если 
согласиться с таким равенством, то легко получить противоречие, ведь 

тогда, например, верно и то, что (—8)» = (—8)® = у (—8) — у64 = 2. 
Итак, следует помнить: степень с рациональным показателем опреде-
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ляется только для положительных чисел, а при положительных сте­
пенях— и для числа 0. Поэтому, в частности, области определения ал­
гебраических выражений 2,1+уа(х) и а~(х) различны: второе опре­
делено только при условии а (х) > 0 (здесь п е N). Из этого следует, 
что, например, неравенства ^<2 и хз «С2 имеют разные множества
решений: первое равносильно неравенству х < 8, а второе — системе

неравенств
х^8, 
х>0.

Таким образом, множеством решений неравенства

у/х < 2 является промежуток (—оо; 8], а множеством решений неравен- 
1

ства хз $'2—промежуток [0; 8].
Видимо, в силу трудности усвоения указанных различий алгебра­

ические выражения, содержащие переменную в основании степени 
с дробным показателем, в школьном курсе практически не встречают­
ся. В этой книге такой же подход: за исключением редких (наиболее 
простых) случаев иррациональные неравенства, содержащие такие вы­
ражения, в дальнейшем рассматриваться не будут.

§ 5.L Простейшие иррациональные неравенства

Так же как и в случае неравенств с модулем, выделение группы ир­
рациональных неравенств в качестве простейших является достаточ­
но условным. К простейшим иррациональным неравенствам отнесём 
неравенства вида '{//(х) V b или (/(х))" V Ъ, где Ь — действительное 
число, /(х)—многочлен первой или второй степени, п eN, п > 1.

Из определения степени с дробным показателем следует, что при 
b > 0 неравенства (/(х))" > Ъ и (/(х))« > Ъ равносильны неравенствам 
/(х) > Ъп и f(x) > Ъп соответственно, а неравенства (/(х))" < b 

1
И (/(х))" < о равносильны двойным неравенствам 0 ^/(х) < Ьп и 0 < 
</(х) С Ь'; соответственно (напомним, что вместо двойных неравенств 
можно использовать системы неравенств

f (х) < Ъп, 
/(X) э 0

f(x) Ъп, 
/(х) > 0

соответственно).
Итак, при Ъ > 0 имеем

(/(х))« > Ъ /(х) > Ьп-

(/(X))"
f f (х) < Ьп,

(/(х))« > Ъ <=> /(х) > b"; (1)

1 ff (х) < Ъп, (^<^{/(х)>0. ®
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При b 0 тот или иной вывод о множестве решений неравенства 
(/(х))" V b делается в зависимости от знака неравенства. Если b < О, 
то неравенства (/(х))" > b и (/(х))" > Ъ выполняются при всех зна­
чениях переменной, для которых / (х) 0, а неравенства (/(х))" < b 
и (/(х))й sib не имеют решений. Соответственно, при Ь = 0 справед­
ливы следующие утверждения:

(/(х))« > 0 /(х) > 0; (/(х))2 Д 0 < > /(х) > 0;

(/(x)F < 0 фф/(х) - О,

а неравенство (/(х))" <0 не имеет решений.
Решение неравенств вида у/ (х) V b (как и большинства других 

иррациональных неравенств) существенным образом зависит от чёт­
ности или нечётности числа п и знака неравенства.

Если число п нечётно, т. е. п = 2к + 1, к eN, то

2к1 > Ъ <=> /(х) > b2fc+1;

< b <=> /(х ) < b2fc+1;

2k' VTW > b <=» /(x) > b2fc+1; (3)

2k 1 < b фф f (x) b2fc+1. (4)

Пусть теперь число n чётно, т. е. п = 2к, к eN.
Тогда при b 0 имеют место следующие равносильные переходы, 

основанные на общем правиле: если обе части неравенства неотри­
цательны, то при допустимых значениях переменной возведение их 
в чётную степень является равносильным преобразованием:

2у/7й > Ь fM > ь2к- 2VTto > Ь Дх) > Ь2к; (5)

2У7й < ъ
f (х) < b2fc, 
/Сх) > 0;

< ъ2к,
> 0.

(6)

Заметим, что при решении неравенств (5) условие /(х) 0 неотрица­
тельности подкоренного выражения (ОДЗ неравенства) не записывает­
ся: оно является следствием того, что Ъ2к > 0, а /(х) > Ъ2к или Дх) > Ъ2к. 
Заметим ещё, что при b = 0 из равносильных переходов (5) и (6) (либо 
из свойств корня чётной степени) следует, что

2\/7« > 0 /(х) > 0; 2VTW > 0 <=> /(х) > 0;

неравенство 2у/(х) < 0 решений не имеет; неравенство 2k\/fM 0 
равносильно уравнению /(х) = 0.
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При Ь < 0 неравенства 2У/(х) > b и 2У/(х) > Ъ выполняются при 
любых допустимых значениях переменной, т. е. равносильны неравен­
ству /(х) > 0, а неравенства 2\j f(x) < b и ^//(х) < b решений не 
имеют.

Пример 1. Решите неравенство (2х —3)5 <3.
Решение. Данное неравенство равносильно системе неравенств

[2х-3<Д (х>15,
[2х —3>0, °ТКуДа |х>1,5.

Ответ: [1,5; 15].

Пример 2. Решите неравенство Ух2 —х —4>2.

Решение. Данное неравенство равносильно неравенству

х2 —х-4 >16,

откуда х2 — х — 20 > 0. Корнями квадратного трёхчлена в левой части 
полученного неравенства являются числа —4 и 5, старший коэффици­
ент трёхчлена положителен. Следовательно, множество решений нера­
венства: (—0°; —4] U [5; Н-оо).

Ответ: (-оо; -4] и [5; +<я).
Пример 3. Решите систему неравенств

J а/4х —3 < 2,

I (2х2-5х + 3)з < 1.

Р е ш е н и е. 1. Решим первое неравенство данной системы. Оно рав­
носильно системе

[4Х-3<4, (х<1,75,
[4х —3>0, °ТКуДа |х>0,75.

Множество решений неравенства — отрезок [0,75; 1,75].
2. Решим второе неравенство данной системы. Оно равносильно 

системе неравенств

( 2х2 - 5х + 3 < 1, ( 2х2 - 5х + 2 0,
1 о откуда ] „(2х2 —5х + 3> 0, j (2х2 - 5х +3 > 0.

Корнями квадратного трёхчлена в левой части первого неравенства 
полученной системы являются числа 0,5 и 2, старший коэффициент 
трёхчлена положителен. Следовательно, множество решений неравен­
ства: [0,5; 2]. Корнями квадратного трёхчлена в левой части второго 
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неравенства последней системы являются числа 1 и 1,5, старший коэф­
фициент трёхчлена положителен. Следовательно, множество решений 
неравенства: (— оо; 1] и [1,5; -И®)» Найдём множество решений второго 
неравенства данной системы как пересечение множеств [0,5; 2] 
и (—0°; 1] и [1,5; +»). Получим множество [0,5; 1] и [1,5; 2].

3. Множество решений данной системы находим как пересечение 
множеств [0,75; 1,75] и [0,5; 1] и [1,5; 2], которым является множество 
[0,75; 1] и [1,5; 1,75].

Ответ: [0,75; 1]и [1,5; 1,75].

Упражнения к § 5.1
Решите неравенство (систему неравенств).

1. a) V4x-9>0;
2. а) %/5-2х>0;
3. a) Wr + fekO;
4. a) V —11 —4х<0;
5. а) ^7х-8>0;
6. a) л/7 —6х>0;
7. а) Ф-Зх-5<0;
8. а) ^10х-9<0;

б) V7-4x»0.
б) 9у/2х + 7>0.
б) кб-5х<0.
б) V—13+4х<0.
б) Ф-3-7х>0.
б) V9x + 8>0.
б) Vll (>.v 0.
б) к11-10х<0.

9. а) (7х-1)7>0; б) (1 9.v) b о.

10. а) (11-х)п>0; б) (х+ 13)тз >0.

11. а) (14-х)я<0;
12. а) (Их — 13)“3- < 0;
13. а) У7х- 8> -1;
14. а) ^/7х-8>-1;
15. a) ^9-Х<-4;
16. а) 79 ,v. -1:
17. a) V2.v-31.-2:
18. а) ^Зх2-х-66>-4;

19. a) V9x2-I2x + 5 <1;

20. а) V^x — х2 — 17< —1;

21. a) 1V'4x-4x2>l;

22. а) д/х2 — 5х + 1 > 5;

б) (x-15)T3j|o.
б) (16х+11)4 <0.
б) V5x-6>-l.
б) V5x-6>-l.
б) Р-Х.<-3.
б) Sk-4<-3.
б) ^29-4X3=3.
б) ^6х2-х-9>-2.

б) V49x2-14x + 2<1.

б) д/бх — х2 —10 < —1.

б) 'Убх- 9х2>1.

б) д/х2 — 4х —9>6.
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23. а) д/х2-24х^3;

24. а) 2^8х-х2-15 < 1;

25. a) (Л>х х':.2:

26. а)

27. а)

28. а)

29. а)

30. а)

31. а)

32. а)

33. а)

34. а)

35. а)

д/х2-144С5;

д/х2 —2х- 15<3; 

д/зх2-- 14х + 51 >6;

(х2-9Н <2;
(28х-х2)5<3;
(х2 + 6х —27И <4:

, л/х — 3 2,
( V12-x>3;

( (7х 1.
(Ох 5) 1 1:

( л/х — 3sC 5,
\ (x2-8x + 15)S JS O;

( y’12 9x 2x2 2.
( у 18 Зх .'!.v2 2:

6) ух'12х 2.

б) 2д/10х —x2 — 24< 1.

б) \/9x - x2 < 2.

6) \/x 23 . .12.

6) д/х2 - 4x - 5 < 4.

б) д/4х2 —29x-l-61>3.

6) (,v I (>) '; <3.

6) (12x — x2)? C 3.
6) tv2 • 8,v 20)^ 4.

f Vx-4< 9,
6) < ____

[ v'8 - x > 2.

I (7x-13)°’2S>1,
6) [ (3x-5)°’41

I v/Ft2<4,
6) {

( (x3 lO.v -IO)- ■ ().

f V76 + 6x-x2^3,
6) _________

( V83-x-X2>3.

Диагностическая работа 7
Вариант 1

Решите неравенство.

1. д/х2 — 15х - 7>3.

2. Узх-2х2<1.
3. л/5х —4<3.
4. д/х2 — 7х + lOsgj 2.

Решите систему неравенств.
(6,
I v'23 х . 4.

((8х 7):?/ 1.
10‘ ЦЗх 4) ; 1.

5. д/4х-х2-3<1.

6. Vx2 -4х + 85<йЗ.
7. (7х-6)^ < 1.
8. (х2-36)°-48.

( х ~ 3 С 6,
И. ,

((х2 — 7х + 12)х >0.

f У77-9х-2х2>3
12. { ,___________

[ д/83-5х-3х2>3
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Решите неравенство.

1. у/х2 + \7х-2>4.

2. \/9х Яд- J.
3. V2x-7<4.
4. д/х2 + 6х - 7 О-

Решите систему неравенств.
( -7x^8 «: 7.

9. ■ ____
(л/33 —х^5.

( (8x-15)°’2SM, 
10' ( (4х - 7)0,5 С 1.

Вариант 2

5. у/бх — х2 — 8 < 1.
6. V*2+2x + 65<2.

7. (6х-5)Л<1.
8. (х2 - 64)“-s <б.

Г л/х=2^3,
t (хг-9х 14)1 О

( у/ll +6х-х2$?2,
12. ; __________

I. у 18 x x2 .-2.

§ 5.2. Более сложные иррациональные неравенства

Рассмотрим теперь методы решения более сложных иррациональ­
ных неравенств. Эти методы, как и методы решения простейших ир­
рациональных неравенств, в большинстве случаев основываются на 
«рационализации» данного неравенства, г. е. приведении его тем или 
иным способом (равносильными преобразованиями, заменой перемен­
ной, знакотождественными заменами, применением свойств монотон­
ных и ограниченных функций) к рациональному неравенству.

Равносильные преобразования

Равносильные преобразования иррациональных неравенств обыч­
но связаны с возведением (иногда неоднократным) обеих частей нера­
венства в ту или иную степень, для того чтобы избавиться от знака 
радикала, т. е. рационализировать неравенство.

Неравенства вида У/(х) V g(x) и !у//(х) V ^/g(x), где к еN, к > 1, 
отнесём к базовым: более сложные иррациональные неравенства и си­
стемы неравенств часто можно свести к решению одного или несколь­
ких базовых неравенств.

Начнём с базовых неравенств, содержащих переменную под зна­
ком корня нечётной степени. Напомним, что возведение обеих частей 
неравенства в нечётную степень является равносильным преобразова­
нием при всех значениях переменной из области допустимых значений 
неравенства. Поэтому при п е N справедливы следующие равносиль­
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ные переходы:

2"1 VTW Vg(x) /(х) V (g(x))2,l+1; (1)

2n+V7Wv 3fi+VgW fW Vg(x). (2)

Знак неравенства при таком преобразовании, разумеется, сохраняется.

Пример!. Решите неравенство V*4 ~ 2х3 — х2 + Зх — 1 < х — 1.

Решение. Выполним равносильное преобразование, возведя обе 
части данного неравенства в куб. Получим неравенство

х4 — 2х3 — х2 +Зх — 1 < (х-1)3,

откуда
х4 - 2х3 - х2 4- Зх - 1 < X3 — Зх2 + Зх — 1.

Перенеся все слагаемые в левую часть и приведя подобные слагае­
мые, придём к неравенству х4 — Зх3 + 2х2 < 0. Вынесем за скобки об­
щий множитель: х2(х2 — Зх + 2) < 0. Корнями квадратного трёхчлена 
х2 — Зх -Г 2 являются числа 1 и 2, поэтому последнее неравенство мож­
но переписать в виде х2(х - 1)(х - 2) С 0. Применим метод интерва­
лов:

0 1 2 х

Ответ: {0} и [1; 2].

Пример 2. Решите неравенство ^х-1> ух2 + 5х + 3.

Решение. Выполнив возведение обеих частей неравенства в куб, 
получим равносильное неравенство х — 1 > х2 -I- 5х + 3, откуда х2 + 
+ 4х + 4 0, или (х + 2)2 0. Последнее неравенство выполняется толь­
ко при х = -2.

Ответ: {-2}.
Перейдём теперь к базовым неравенствам, содержащим перемен­

ную под знаком корня чётной степени. Возведение обеих частей та­
ких неравенств в чётную степень является равносильным преобра­
зованием при условии неотрицательности обеих частей неравенства 
и условии принадлежности переменной области допустимых значений 
неравенства. Поэтому решение неравенств вида 2"//(х) V g(x) (здесь 
и далее п eN) сложнее решения аналогичных неравенств (1) с корнем 
нечётной степени в левой части: ведь теперь условия равносильности 
преобразований будут? зависеть как от знака неравенства, так и от зна­
ка правой части неравенства — при обязательном требовании неот­
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рицательности подкоренного выражения. Рассмотрим сначала нера­
венство 2V/Cv) <gW. Если g(x) < О, то неравенство не имеет реше­
ний, так как его левая часть неотрицательна в силу неотрицательности 
корня чётной степени. Если g(x) > 0, то при допустимых значениях 
переменной (т. е. при выполнении условия /(х).>0) обе части нера­
венства неотрицательны и возведение их в чётную степень является 
равносильным преобразованием. Поэтому

( Дх) < (g(x))2'1, 

2V7« < g(x) g(x) Э 0, (3)

|/(x)>0.

Аналогично если g(x) <0, то неравенство 2'{//(x) <g(x) не имеет ре­
шений в силу неотрицательности его левой части (заметим, что здесь 
уже неравенство для g(x) является нестрогим в отличие от предыдуще­
го случая — объясните почему!), а если g(x) > 0, то возведение обеих 
частей неравенства в чётную степень является равносильным преобра­
зованием при допустимых значениях переменной:

I f(x) < (g(x))2", 

2’V7w < g(x) <=> gw > o, (4)

Для базовых неравенств противоположных знаков рассуждения оста­
ются теми же и также зависят от знакоположительное™ или знакоот­
рицательности правой части неравенства. Если g(x) > 0, то обе части 
неравенства 2'{//(х) > g(x) неотрицательны при допустимых значени­
ях переменной (т. е. при выполнении условия /(х)>0) и возведение 
их в чётную степень является равносильным преобразованием. При 
этом условие /(х) ДО неотрицательности подкоренного выражения 
можно опустить, поскольку оно будет следствием того, что g(x) Д 0, 
а Дх) Д (g(x))2'1. Если же g(x) ^0, то в силу неотрицательности корня 
чётной степени неравенство 2'{// (х) Д g(x) будет выполнено при всех 
допустимых значениях переменной, т. е. при условии Дх) Д 0. Таким 
образом,

2'{/7Д) > g(x) <=>

Дх) Д (g(x))2'1,
g(x) Д 0,
/(X) О, 
g(x) < 0.

(5)
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Проведя аналогичные рассуждения для строгого неравенства того же 
знака (сделайте это самостоятельно!), получим

2'V7W > g(x) «

fW > 4gM)2n, 
g(x) > 0, 
f M > 0, 
g(x) < 0.

(6)

Приведённые схемы запоминать не обязательно, главное, помнить об­
щее правило, заключающееся в обязательном рассмотрении несколь­
ких случаев в зависимости от знака правой части неравенства: если 
она неотрицательна (положительна для неравенств вида (4)), то воз­
ведение обеих частей неравенства в чётную степень является равно­
сильным преобразованием на ОДЗ неравенства, а если отрицательна 
(или равна нулю для неравенств вида (4)), то неравенство либо не 
имеет решений, либо выполняется для всех значений переменной из 
ОДЗ неравенства.

Осталось рассмотреть последнее базовое неравенство — неравен­
ство вида 2'(//(х) < 2'{/g(x) или 2'{/f (х) < 2'{/g(x). Здесь все гораздо 
проще, поскольку обе части каждого из этих неравенств неотрицатель­
ны в силу неотрицательности корня чётной степени и их возведение 
в эту степень является равносильным преобразованием на ОДЗ нера­
венства:

2VTw < <=>
2V7w < <=>

f (х) g(x), 
fW > 0;

/(х) < g(x), 
/(х) э о.

(7)

(8)

Обратим внимание на то, что условие неотрицательности g(x) здесь 
опущено: ведь оно является следствием того, что /(х) 0, a g(x) > /(х) 
или g(x) >/(х). Это нехитрое соображение (если меньшее из двух чи­
сел неотрицательно, то и большее из них неотрицательно) позволяет 
избежать ненужного решения ещё одного неравенства и сэкономить 
время на экзамене.

Пример 3. Решите неравенство V2x — 1 < х — 2.
Р е ш е н и е. Данное неравенство равносильно системе неравенств

( 2х —1 < (х-2)2, 

f 2х —1 > 0, 
^х —2> 0

[ 2х - 1 < х2 - 4х + 4,
] х > 0,5, 

^х > 2

| х2 - 6х + 5 > 0, 
(х > 2.
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Корнями квадратного трёхчлена х2 — 6х + 5 являются числа 1 и 5. По­
этому множество решений первого неравенства последней системы: 
(—оо; 1) U (5; +оо). С учётом второго неравенства этой системы полу­
чим, что хе (5; +оо).

Ответ: (5;4-оо).
Пример 4. Решите неравенство \/6х2 — х—1 •<: х г 1.

Решение. Данное неравенство равносильно системе неравенств
I 6х2 — х — 1 < (х + 1)2,

6х2 — х -1 > О,
I х+1 > 0.

Решим первое неравенство системы:
6х2 - х - 1 < (х + I)2 <=> бх2 - х - 1 < х2 + 2х +1 <=> 5х2 Зх 2 < 0. 

Корнями квадратного трёхчлена 5х2 — Зх — 2 являются числа —0,4 и 1. 
Поэтому множество решений неравенства—промежуток [—0,4; 1]. Кор- 

„ 1
нями квадратного трёхчлена 6х — х — 1 являются числа — - и 0,5. По­

этому множество решений второго неравенства системы: ( - оо; —и 
и [0,5; +<»). Множеством решений третьего неравенства системы яв­
ляется, очевидно, промежуток [-1;+°°). Остаётся найти множество 
решений всей системы:

Множество решений системы, а значит, и данного неравенства: 
[-0,4; -О [0,5; 1].

Ответ: | 0.4; | и [0,5; 1].

Пример 5. Решите неравенство %/5 — 2х > 7 — Зх.
Решение. Данное неравенство равносильно совокупности двух 

систем неравенств

[ 7 — Зх > 0, [ 7 — Зх < 0,
[ 5 — 2х > (7 —Зх)2 (5-2x^0.

Решим первую систему:

7-Зх > 0, jх < |, [х<|,
5-2х > (7—Зх)2 ( 5 —2х > 9х2 —42х+49 19х2-40х+44 < 0. 
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Корнями квадратного трёхчлена 9х2 — 40х 4 44 являются числа 2 и —. 
Поэтому множество решений второго неравенства — промежуток 
I 2: - У а множество решений всей системы: ' 2; | .

Решим вторую систему неравенств:

(5-2х>0 (х<2,5 3

Объединив найденные множества, получим (2; 2,5].
Ответ: (2; 2,5].

Пример 6. Решите неравенство 4у х2 + 2х — 8 > 5х — 4.
Решение. Данное неравенство равносильно совокупности двух 

систем неравенств

у 5х - 4 > О, J 5х - 4 < О,
( 16(х24 2х-8) > (5х-4)2 И (х242х- 8^0.

Решим второе неравенство первой системы:

16(х24 2х —8) > (5х-4)2 <=» 16х24 32х-128 < 25х2-40х416 < >

<=> 9х2-72x4 144 < 0.

Разделив обе части последнего неравенства на 9, получим

х2 —8x416 С 0 (х-4)2 < 0.

Единственным решением последнего неравенства является х = 4. При 
этом первое неравенство первой системы, очевидно, выполнено. Итак, 
единственное решение первой системы неравенств—число 4.

Решим теперь второе неравенство второй системы. Корнями квад­
ратного трёхчлена х2 4 2х — 8 являются числа —4 и 2. Поэтому мно­
жество решений этого неравенства: (—“;—4] и [2;4-оо). Из первого 
неравенства второй системы получим, что х < 0,8. Значит, множество 
решений второй системы неравенств — промежуток (—оо; -4], а мно­
жество решений данного неравенства: (— оо; —4] и {4}.

Ответ: (-оо; -4] и {4}.

Пример 7. Решите неравенство у 2х2 — х - 1 > \/Ъх2 - 11x4-2.

Решение. Данное неравенство равносильно системе неравенств

f 2х2-х - 1 > 5х2-11х4 2, ( Зх2 - 10x4 3 0,
(5х2 —11x42 > 0, откуда 15х2_ 11х + 2 0.
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, 1
Корнями квадратного трёхчлена Зх - 10х + 3 являются числа , и 3. 
Поэтому множество решений первого неравенства полученной систе­
мы—промежуток 3 |. Корнями квадратного трёхчлена 5х2 — Их+ 2 

являются числа 0,2 и 2. Поэтому множество решений второго неравен­
ства системы: (—оо; 0,2] и [2; +<»). Остаётся найти множество решений 
всей системы:

0,2

Ответ: [2; 3].
Как уже отмечалось, в более сложных случаях возведение обеих ча­

стей неравенства в степень приходится делать дважды. К стандартным 
неравенствам такого рода относятся неравенства вида

+ Уg(x) V 01 (х)
и сводимые к ним неравенства, в которых подкоренные выражения 
являются многочленами степени не выше первой. В неравенствах та­
кого типа одно из подкоренных выражений может быть и многочле­
ном нулевой степени, г. е. действительным числом, а два других при 
этом могут иметь степень выше первой (обычно—вторую). Обе части 
таких неравенств неотрицательны в силу неотрицательности квадрат­
ного корня, поэтому возведение их в квадрат является равносильным 
преобразованием на ОДЗ неравенства. Таким образом,

f 00 + 0(х) v \/h00 «

f (х) + g(x) + 2 \//(x)g(x) v h(x), 

fW ? o, 
g(x) 0, 
h(x) > 0, 

откуда

j 2A//(x)g(x)vh(x)-/(x)-g(x), 
\/f№+ \/g(x) v \/h(x) <-=> ] ’7 0’ 

g(x) > 0,
! h(x) Э 0.

Первое неравенство последней системы является базовым и решается 
стандартным способом. Главное на этом шаге—не забыть рассмотреть 
все возможные варианты знаков правой части.
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Пример 8. Решите неравенство Vx + 3 — </х< д/2х — 1.
Решение. Сначала приведём данное неравенство к стандартному 

виду, для которого обе части неравенства будут неотрицательны на 
ОДЗ. Получим V2х — 1 --I- </х > ^х-\- 3. Последнее неравенство равно­
сильно системе

I 2х - 1 + х + 2 (2х — 1)х > х + 3,_______
I 2х — 1 й 0, \/ 2х2 - х > 2-х,

|х»0, [х>0,5.
* х. + 3 + 0

Полученное базовое неравенство решается стандартным образом: 
если его правая часть отрицательна, т. е. х > 2, то оно выполняется 
при всех значениях переменной из ОДЗ неравенства; если его правая 
часть неотрицательна, то возведение обеих частей неравенства в квад­
рат является равносильным преобразованием. В результате приходим 
к совокупности двух систем неравенств

г2х2 —х > (2-х)2,
и > х 2, 

1х > 0,5.

Множество решений первой системы — промежуток (2;+оо). Вторая 
система легко приводится к виду

J х2 + Зх - 4 > 0, 
{ 0,5 < х < 2.

Корнями квадратного трёхчлена в левой части неравенства х2 + Зх — 
— 4 > 0 являются числа —4 и 1, поэтому множество решений этого 
неравенства — множество (—оо; —4) и (1; +“), а множество решений 
второй системы—промежуток (1; 2]:

__ ИД///4
— 4 0,5 1 2 х

Объединив множества решений (2; +“) и (1; 2] двух систем, полу­
чим (1; -|-оо).

Ответ: (1; + оо).
Пример 9. Решите неравенство у/2х2 + 9х + 4 — 1 > -\/2х2 —Зх + 1.

Решение. Приведём неравенство к стандартному виду, для кото­
рого обе части неравенства неотрицательны на ОДЗ. Получим

\/2х2 -Зх+1 + 1 < \/2х2 + 9х + 4.

х> 2,
х 0,
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Последнее неравенство равносильно системе

( 2х2 - Зх + 14 2 у/2х2 - Зх 4 1 +1 С 2х2 4 9х 4 4, 

2х2 —3x41 > 0,
1 2х2 4 9х 4 4 0,

откуда
I у/2х2 - Зх 41 4 6x4 1,

« 2х2 —3x41 > 0,
i 2х24 9х4 4 '-г 0.

Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — Зх 4 1 являются числа 0,5 и 1, 
поэтому множеством решений второго неравенства полученной систе­
мы является объединение промежутков (— оо; 0,5] и [1; 4®). Корнями 
квадратного трёхчлена 2х2 4 9х 4 4 являются числа —4 и —0,5, поэтому 
множеством решений второго неравенства полученной системы явля­
ется объединение промежутков (—о°; —4] и [—0,5; 4®). Пересечением 
множеств решений второго и третьего неравенств последней систе­
мы (т. е. ОДЗ данного неравенства) является множество (—®;—4] и 
U [-0,5; 0,5] U [1; 4®):

— 4 -0,5 0,5 1 х

Осталось решить первое неравенство этой системы, которое на ОДЗ 
неравенства равносильно системе неравенств

|2х2 —3x4 1 < (6x4 I)2,

(6х 41 > 0,
откуда

(34х2415х>0, ( 34х(х4||) > 0,

| г > — — ] 1

Множеством решений первого неравенства последней системы явля­
ется объединение промежутков ( - ®; —фг | и [0; 4®), а множеством 

решении всей системы — множество [0; 4®) I так как — — < - - |:

ZZZL
15
34
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Для решения данного неравенства осталось найти пересечение мно­
жеств [0; 4-°°) и (—0°; —4] и [—0,5; 0,5] и [1; +®). Этим пересечением 
является, очевидно, множество [0; 0,5] и [1; 4-о°).

Ответ: [0; 0,5] и [1; 4-оо).
Иногда приведение иррационального неравенства к стандартному 

виду (т. е. к виду, когда обе части неравенства неотрицательны на ОДЗ) 
является нецелесообразным, поскольку возведение в квадрат обеих ча­
стей неравенства приводит к высоким степеням переменной. В таких 
случаях можно выполнить возведение в квадрат, не приводя неравен­
ство к стандартному виду. В этом случае обычно неравенство приводят 
к виду, когда одна из его частей неотрицательна на ОДЗ, и выполня­
ют возведение в квадрат обеих частей неравенства при обязательном 
условии неотрицательности другой его части.

Пример 10. Решите неравенство у х2 7х : 10 <; 2 у х2 4- х — 2.

Решение. Если привести неравенство к стандартному виду

\/х2 - 7x4-10 4- \/х2 4- х — 2 < 2,

то последовательные преобразования, связанные с двукратным возве­
дением в квадрат, приведут к неравенству четвёртой степени. Поэтому 
поступим иначе. Левая часть данного неравенства неотрицательна на 
ОДЗ в силу неотрицательности квадратного корня. Значит, если правая 
часть неравенства отрицательна, то неравенство не имеет решений. 
Если же правая часть неравенства неотрицательна, то возведение обе­
их частей неравенства в квадрат является равносильным преобразова­
нием на ОДЗ неравенства. Таким образом, данное неравенство равно­
сильно системе неравенств

] х2- 7х4-10 4- 4\/х2 + х — 2 + х24-х-2,

I х2 4- х - 2 > 0,

| х2 - 7x4-10 > 0,

12- \/х2 4- х - 2 > 0,

откуда

I \/х2 +х-2 2х-2, 

I х2 4- х - 2 > 0, 

| х2 - 7x4-10 > 0, 

\ \/х2 4- х — 2 2.
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Корнями квадратного трёхчлена х2 + х — 2 являются числа -2 и 1, 
поэтому множество решений второго неравенства полученной систе­
мы— множество (—0°; —2] и [1; +&>). Корнями квадратного трёхчлена 
х2 - 7х + 10 являются числа 2 и 5, поэтому множество решений вто­
рого неравенства полученной системы—множество 2] и [5; +<»).
Пересечением множеств решений второго и третьего неравенств по­
следней системы (т. е. ОДЗ данного неравенства) является множество 
С—оо; —2] и [1; 2] и [5; +сю):

-2 1 2 5 х

Четвёртое неравенство системы равносильно (на ОДЗ данного нера­
венства) неравенству х2 + х — 2 < 4, откуда х2 + х — 6 0. Корнями 
квадратного трёхчлена х2 + х - 6 являются числа —3 и 2, а множе­
ством решений последнего неравенства — отрезок [-3; 2]. Пересече­
нием этого множества с множеством —2] и [1; 2] и [5; + °°) явля­
ется множество [—3; -2] и [1; 2]:

-3-21 2 5 х

Осталось найти множество решений неравенства у х2+х - 2 + 1х - 2, 
которое на ОДЗ данного неравенства равносильно системе неравенств

(х2 + х-2 < (2х—2)2, (х2-Зх + 2^ 0,
[2х —2^0, 0ТКУда

Корнями квадратного трёхчлена х2 — Зх + 2 являются числа 1 и 2, по­
этому множеством решений первого неравенства полученной системы 
будет (—оо; 1] и [2; +°°), а множеством решений всей системы — {1} и 
и [2; +оо):

1 2 х

Пересечение этого множества с множеством [—3; —2] и [1; 2], т. е. 
{1; 2}, и является множеством решений данного неравенства:

БЖ_____
-3-2 1 2 х

Ответ: {1; 2}.
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Для решения неравенств вида /(x)yg(x) V 0 можно рассмотреть 
два случая (g(х) = 0 и g(x) > 0) либо применить метод интервалов (см. 
соответствующий пункт ниже).

.. ti n i/2x — 3 V2x — 3Пример 11. Решите неравенство „ _. < „ п .
ОД. X I 1

Р е ш е н и е. Найдём ОДЗ неравенства. Она задаётся системой

I' 2х —3 0, 

{ 3’

откуда х)г 1,5.
Ясно, что х = 1,5— решение неравенства. Пусть теперь х> 1,5. То­

гда д/2х — 3 > 0 и данное неравенство равносильно системе

J Зх - 1 ' 2х -I-1 ’
I х > 1,5.

Первое неравенство системы легко решить методом интервалов, пере­
неся дробь из правой части в левую и приведя полученную разность 
дробей к общему знаменателю. Но в данном случае можно упростить 
решение, заметив, что х > 1,5 и тогда Зх — 1 > 0 и 2х + 1 > 0. Значит, 
первое неравенство равносильно неравенству 2х + 1 Зх - 1, откуда 
х 2. Таким образом, множеством решений данного неравенства яв­
ляется объединение {1,5} и |2; 'л).

Ответ: {1,5} и [2; +<»).
Обратим внимание на то, что для решения неравенств вида 

/(х) \/g(x) 0 указанным способом всегда нужно рассматривать два 
случая:

( g(x) > 0, ц8й) = °; 2){/м>0

(для неравенств вида /(х) i/g(x) < 0 знак второго неравенства системы 
надо изменить на противоположный). При этом недостаточно заменить 
первое неравенство системы нестрогим и рассмотреть только этот слу­
чай, ведь нули подкоренного выражения вовсе не обязательно являют­
ся решениями второго неравенства системы. Поэтому, опустив первый 
случай, можно потерять решения данного неравенства.

Метод интервалов

Как уже отмечалось метод интервалов является, в сущности, един­
ственным универсальным методом решения неравенств школьного кур­
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са математики. В частности, любой из примеров 1-10 предыдущего 
пункта мог быть решён с помощью метода интервалов, т. е. изложен­
ные выше традиционные схемы решения стандартных иррациональ­
ных неравенств вполне можно было бы опустить; их наличие в этой 
книге — своего рода дань традиции

Для иррациональных неравенств алгоритм метода интервалов со­
стоит из тех же четырёх стандартных шагов, как и для любых других: 
1) находим ОДЗ неравенства; 2) с помощью равносильных преобразо­
ваний приводим неравенство к виду f (х) V 0; 3) находим нули функции 
/(х), т. е. корни уравнения /(х) = 0; 4) отмечаем эти нули и ОДЗ нера­
венства на числовой прямой, в результате чего ОДЗ неравенства раз­
бивается нулями функции Дх) на несколько интервалов, затем опре­
деляем знак функции Дх) на каждом из полученных интервалов по 
её знаку в одной из точек интервала (их иногда называют пробными) 
либо иным способом. Часто пункты 1 и 2 объединяют в один.

Пример 12. Решите неравенство д/2х + 7- а/Х> а/х + 3.
Р е ш е н и е. 1. Приведём неравенство к виду

у/2х + 7— а/х— у/х + 3 )? 0, 

обозначим его левую часть через Дх) и найдём Df—область определе­
ния функции у = Дх), совпадающую в данном случае с ОДЗ неравен­
ства:

г2х+7 > 0,
-( х > 0,
v X + 3 у 0, 

откуда х 0.
2. Найдём нули функции Дх), т. е. корни уравнения Дх) = 0. Для 

этого решим уравнение

•у/ 2х + / \fx — у/х + 3 = 0

с помощью равносильных преобразований: 

у/2х + 7 - у/х- у/х -1 3 = 0 <=> у/ 2х -I- 7 = а/х+ у/х + З <=>

; 2х -J- 7 — х + х + 3 + 2 у/х(х~г 3), 
(х 0

/ у/х(х + 3) = 2, 
|х > 0

(х2 + Зх = 4, 
) х > 0

| х2 + Зх - 4 = 0, 
[х > 0

I х = 1,
{ | X 4, ^х = 1.

I х> 0
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3. Отметим Df и нули функции f (х) на числовой прямой и приме­
ним метод интервалов. Поскольку /(х) = /2х + 7 — yfx— а/х + 3, в ка­
честве пробных точек удобно брать такие, для которых хотя бы од­
но подкоренное выражение является полным квадратом. Например, 
/(21) = 7 — v2l — < 0, поскольку значение каждого корня боль­
ше 4, а /(0) = + 7 - /3 > 0 (вообще, когда это возможно, в качестве 
одной из пробных точек нужно брать не являющуюся нулём функции 
граничную точку её области определения: это упрощает вычисления):

х

Ответ: [0; 1].
Для решения неравенств вида /(х) \/g(x) V 0, как уже отмечалось, 

можно рассмотреть два случая (g(x) = 0 и g(x) > 0) —пример решения 
рассмотрен выше—либо применить метод интервалов.

Пример 13. Решите неравенство (2х2 - 5х - 25) у/2х2 - Их+ 5 0.

Р е ш е н и е. 1. Обозначим левую часть неравенства через /(х) и най­
дём D, —область определения функции у = /(х). Она задаётся нера­
венством 2х2 — Их + 5 > 0. Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — 
— Их + 5 являются числа 0,5 и 5, а множеством решений неравен­
ства— множество (-оо; 0,5] и [5; +<»).

2. Найдём нули функции /(х), которыми являются корни уравнения

____________ ( Г 2х2 - 5х - 25 = 0,
(2х2 — 5х —25)у/2х2 — Их + 5 = 0 <=> ( |_2х2-Их + 5 = 0,

j 2х2 —Их + 5 > 0.

Корни квадратного уравнения 2х2 — Их + 5 = 0 уже найдены: это числа 
0,5 и 5. Корнями квадратного уравнения 2х2 - 5х — 25 = 0 являются 
числа —2,5 и 5. Оба эти числа принадлежат Df и, следовательно, удо­
влетворяют неравенству 2х2 — 11х + 5 > 0.

3. Отметим Df и нули функции /(х) на числовой прямой и при­

меним метод интервалов, учитывая, что у/2х2 —Их + 5 + 0 при всех 
х е Df, а знаки квадратного трёхчлена 2х2 — 5х — 25 определяются 
стандартным образом:

-2,5 0,5 5 х
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Заметим, что в отличие от предыдущего примера граничные точки 
области определения являются ещё и нулями функции /(х) и, значит, 
обязательно должны быть включены в ответ.

Ответ: [-2,5; 0,5] и {5}.
Иногда, прежде чем применять метод интервалов, необходимо сде­

лать некоторые предварительные алгебраические преобразования.

п- -1л n -6 + У35х-19 .. х + 1Пример 14. Решите неравенство-------- уу-------- < 4х-5'

Решены е. Умножив обе части неравенства на 11, получим

-6+735x-19<^|i,

откуда

ig^ + 6 > V35X-19 фф > \/35х —19 фф

<=> - \/35х—19 > 0 ФФ а/35х-19(^5^ - 1Ъ 0 ФФ

ф=> v/35x-19 • ^35-Y~j9~4-9±j. > о.

Для решения полученного неравенства применим метод интервалов.
1. Обозначим левую часть неравенства через f (х) и найдём D f — 

область определения функции у = /(х). Она задаётся системой нера-
1х>^
Х^ 35’

венств <
|^4-

2. Найдём нули функции / (х), которыми являются корни уравнения

\/35х- 19 • V35x-^19-4x + 5 _

принадлежащие Df. Приходим к системе

' Га/35х-19 —4х + 5 = 0,
_ 19Lx 35’

< 19
Х 35 ’

, 5
И 4’
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Решим первое уравнение:

\/35х — 19-4х + 5 = 0 ф=> \/35х-19 = 4х-5 <=>

(35х-19 = (4х-5)2,
| 4х - 5 > 0

35х —19 = 16х2 — 40х +25, 
. 5

16х2 — 75х + 44 = 0,
5х>4-

Корнями уравнения 16х2 — 75х + 44 = 0 являются числа у- и 4, из 
.. 5которых только второе удовлетворяет условию х > у. Итак, нулями

19функции Дх) являются числа — и 4.
3. Отметим Df и нули функции Дх) на числовой прямой и приме­

ним метод интервалов для решения неравенства Дх) > 0, определив 
знаки каждого множителя в числителе и знаменателя по отдельности:

35 4

V35X-19 + + +

л/35х—19 —4х + 5 + + -

4х —5 — + +

Дх) 
»--------------------------й 8---------

+ -

Заметим, что для определения знаков выражения \/35х — 19 — 4х + 5 

удобно взять в качестве пробных точки и 5.
„ [191 Г 5 .1Ответ: 135 j U.I 7; 4

Метод знакотождественных множителей

Метод знакотождественных множителей (см. § 1.6) достаточно эф­
фективен при решении некоторых типов иррациональных неравенств. 
Напомним, что он позволяет любой из множителей в левой части нера­
венства вида

, , , , , , „ а|(х)-а2(х)-...-а„(х)
aT(x) -а2М • ••• -ап(х) V0 или ----- 7-------- 77------------ 77 v Оап+1(х) 'Яп+2 (х)-.. •’&п+т (х) 
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заменить знакотождественным. Для решения иррациональных нера­
венств обычно используют то, что знакотождественными являются сле­
дующие алгебраические выражения: 1) разность (сумма) двух корней 
одной и той же нечётной степени и соответственно разность (сум­
ма) подкоренных выражений: 2) разность двух корней одной и той 
же чётной степени и разность подкоренных выражений при условии 
неотрицательности каждого из них. Кроме того, полезно помнить, что 
разность двух неотрицательных при любом допустимом значении пе­
ременной алгебраических выражений и разность двух одинаковых чёт­
ных степеней этих выражений знакотождественны на ОДЗ неравенств 
указанного вида (например, sign (|f (х)| - i/g(x) ) = sign(/2(x) - g(x)) 
при условии g(x) 0).

Пример 15. Решите неравенство

(2х2 - 15х + 18) (\/2х-3 - а/9х + 4) < 0.

Решение. Левая часть неравенства определена при всех х 1,5. 

В этом случае \/2х — 3 = у(2х — З)2, поэтому

\/2х + 3- V9x + 4= V(2х- З)2- V9x + 4,

и полученную разность двух корней четвёртой степени можно заме­
нить знакотождественной ей на ОДЗ неравенства разностью подкорен­
ных выражений. Получим систему неравенств

((2х2 - 15х + 18)((2х - З)2 - (9х + 4)) < 0, 
(х> 1,5,

откуда
((2х2 - 15х +18) (4х2 - 21х + 5) « 0, 
|х> 1,5.

Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — 15х + 18 являются числа 1,5 и 6. 
Корнями квадратного трёхчлена 4х2 — 21х + 5 являются числа 0,25 и 5. 
Разложив эти трёхчлены на множители, первое неравенство системы 
можно привести к виду 2(х - 1,5)(х - 6) • 4(х - 0,25)(х - 5) 0, или 
(х — 1,5) (х — 6)(х ~ 0,25) (х - 5) < 0. Решим полученное неравенство 
методом интервалов:

+ У77\ + V77\ + г
0,25 1,5 5 6 х
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Множество решений этого неравенства: [0,25; 1,5] и [5; 6]. С учётом 
второго неравенства х 1,5 найдём, что множеством решений систе­
мы, а значит, и данного неравенства будет объединение {1,5} и [5; 6].

Ответ: {1,5} и [5; 6].
Другие примеры применения метода знакотождественных множи­

телей к решению иррациональных неравенств см. в § 1.6 (примеры 5, 
6, 7,10). Отметим ещё, что метод знакотождественных множителей мо­
жет быть использован и как вспомогательная составная часть решения 
некоторых иррациональных неравенств, например тех, идея решения 
которых основана на введении новой переменной.

Метод введения новой переменной

Наиболее часто встречающиеся иррациональные неравенства, ко­
торые решаются с помощью введения новой переменной, — это нера­
венства вида af (х) + b f(xd -I- с V 0 (в этом случае используется замена 
z = \//(х), z > 0, после которой неравенство сводится к квадратному

(в этом случае неравенство сводится к квадратному после замены

относительно z), а также неравенства вида а

Z-- \ 1 f У у % "V gU)’ > 0). В обоих случаях после разложения квадратного отно-

сительно z трёхчлена на множители можно либо сразу сделать обрат­
ную замену, после чего применить метод знакотождественных множи­
телей и рационализировать неравенство, либо сначала перейти к си­
стеме или совокупности линейных относительно z неравенств, рав­
носильной полученному квадратному неравенству, а уже после этого 
сделать обратную замену и получить два простейших иррациональных 
неравенства.

Пример 16. Решите неравенство

5х2 + 20х + 8 \/-3-4х-х2 4 12 < 0.

Решение. Заметим, что 5х2 -Г 20х = 5(х2 + 4x4- 3) — 15. Поэтому 

если обозначить у—3 —4х—х2 через t (здесь 1>0), то 12 =—3 —4х—х2, 
откуда х2 + 4х + 3 = —12. Тогда данное неравенство можно переписать 
в виде — 512 — 15 4- 814-12 < 0, или 512 — 81 + 3 > 0. Корнями квадратно- 

„ 3
го трёхчлена 51—81 + 3 являются числа и 1. Разложив этот трёхчлен 

на множители, получим 5 (t -(t -1) » 0, или (St - 3)(t -1) » 0. Сде- 

лаем обратную замену и применим метод знакотождественных множи­
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телей:

(5 д/-3-4х-х2 - 3) (V-3-4x-x2 -1) + 0

( (25(—3 — 4х-х2) — 9)(—3 — 4х —х2 - 1) > О,
( -3-4х-х2 > О

v J (-84 - ЮОх - 25х2) (-4 - 4х - х2) > О, 
|х2 + 4х + 3 О

ч ((25х2 + 100х -I- 84) (х2 + 4х+4) > О, 
(х2 + 4х + 3 О.

Решим первое неравенство системы. Корнями квадратного трёх­
члена 25х2 -I- ЮОх + 84 являются числа —2,8 и — 1,2, а х2 -I- 4х + 4 = 
= (х+2)2. Поэтому первое неравенство можно переписать в виде 

25(х+2,8)(х + 1,2)(х + 2)2 > 0.
Решим полученное неравенство методом интервалов:

ДДА - в - Y/лА
-2,8 -2 -1,2 х

Получим множество (—°°; —2,8] и {—2} и [—1,2; + оо).
Решим второе неравенство системы. Корнями квадратного трёхчле­

на х2 + 4х + 3 являются числа -3 и —1, а множеством решений нера­
венства— отрезок [—3; —1]. Осталось найти пересечение полученных 
множеств (—оо; —2,8] и{-2}и [—1,2; +оо) и [—3; —1]:

-3 -2,8 —2 -1,2 -1 х

Этим пересечением является множество [-3; —2,8] и {—2} и [-1,2; —1].
Ответ: [-3; -2,8] и {-2} и [-1,2; -1].

/ 2х — 1 / х + 1Пример 17. Решите неравенство 2 • у —- + П р—-г > 3.V I 1 V £Х. -L
/2х — 1

Решение. Введём новую переменную t — J Y +j , t > 0. Получим 
систему

121+-I > 3,
11 > 0.

Поскольку t > 0, обе части первого неравенства системы можно умно­
жить на 1, после чего система легко приводится к виду

(212 —31 + 1 + 0, 
|1 > 0.
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, 1
Корнями квадратного трёхчлена It — 3t +1 являются числа - и 1. По­

этому множество решений первого неравенства системы— I — оо; | и 
U [1; +оо). Таким образом,

( Г t < 0,5,

t > 1, 
t > 0.

Сделаем обратную замену:

~ 2х - 1 , 1
х + 1 ' 4’
2х 1 1

. х + 1 '' ’

> 0х + 1

' 2х-1 _ 1 , _
х +1 4 U’

- 1 > 0, L х + 1 ’

> °-х +1

Приведя дроби в левой части каждого из неравенств совокупности 
к общему знаменателю, после упрощений получим

I
х-2

0,

1 > о.

Решим первое неравенство совокупности:

-1 5
7

Получим ; - 1; .
Решим второе неравенство совокупности:

-1 2

Получим (— оо; —1) и [2; Н-оо).
Решим третье неравенство системы:

Получим (—оо; —1) и * |; 4-00
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Найдём множество решений всей системы:

5^551—^-R555§^^55555^

Получим (—оо; —1) и (д; и [2; + <»).

Ответ: (-оо; -1) и (4; | ] и [2; +оо).

Разумеется, типы иррациональных неравенств, которые целесооб­
разно решать с помощью введения новой переменной, не исчерпыва­
ются двумя рассмотренными.

Пример 18. Решите неравенство

S 5.

Решение. Введём новую переменную z = Ох + 1, z > 0. Тогда z2 = 
= х + 1, откуда х = z2 — 1. Неравенство примет вид

}/z2-l + 5-4z + \/z2 - 1 4- 10 - 6z > 5,

откуда

\/z2 — 4z + 4 4- ]/z2 — 6z +9 5,

или v (z — 2)2 + у/(z — 3)2 > 5, и, значит, |z — 2| + |z — 3| 5. Для реше­
ния полученного неравенства воспользуемся геометрическим смыслом 
модуля. Левая часть неравенства равна сумме расстояний от точки z 
числовой оси до точек 2 и 3. Для того чтобы решить неравенство, 
найдём сначала точки z числовой оси, сумма расстояний от каждой 
из которых до точек 2 и 3 равна 5. Понятно, что на отрезке [2; 3] 
искомых точек быть не может, поскольку сумма расстояний от любой 
точки отрезка до его концов равна длине отрезка и в данном случае 
равна 1. Значит, искомые точки лежат вне отрезка. Рассмотрим точку, 
лежащую правее точки 3 на числовой оси. Сумма расстояний от этой 
точки до концов отрезка складывается из длины отрезка и удвоенного 
расстояния от этой точки до точки 3. Таким образом, это удвоенное 
расстояние равно 5 — 1 = 4, и искомая точка находится правее точки 
3 на расстоянии 4:2 = 2 от неё. Следовательно, первая из искомых 
точек—это z = 5. Абсолютно аналогично получаем, что вторая искомая 
точка находится на числовой оси левее точки 2 на расстоянии 2 от неё. 
Следовательно, вторая из искомых точек—это z = 0. Поэтому все точки
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z числовой оси, сумма расстояний от каждой из которых до точек 2 и 3 
больше 5, лежат либо правее точки z = 5, либо левее точки z = 0:

0 2 3 5 z

Значит, множеством решений неравенства |z — 2| + |z — 3| 5 явля­
ется (—0°; 0] и [5; +оо). Итак,

[ [2 О,

Z $ 5,
Z > О,

откуда
z = О, 
z > 5.

Сделаем обратную замену:

а/ х Н-1 — О, 
Vx -Г 1 > 5

х -I-1 = О, 
х + 1 > 25

х = -1, 
х 24.

Ответ: {-1} и [24; + °°).
В некоторых случаях замена переменной может играть вспомога­

тельную роль, позволяя понять, как «устроено» неравенство, и найти 
ключ к решению.

Пример 19. Решите неравенство

у/х-2 - \/ x — l + 2 \/х2 — Зх -I- 2 < 2х — 3.

Решение. Правая часть неравенства равна сумме двух первых 
подкоренных выражений в левой части, а третье подкоренное выраже­
ние в левой части равно их произведению. Поэтому если обозначить 
а/х — 2 через а (здесь а 0), а а/х — 1 через Ъ (ясно, что и b > 0), то 
неравенство можно переписать в виде а — Ъ -Г 2аЪ < а2 + Ъ2, откуда 
а — b < а2 — 2аЪ + Ь2, или а — Ъ < (а — Ь)2. Если теперь обозначить а — b 
через z, то получим неравенство z<z2, откуда z(z — 1) > 0, и, значит, 

z<0, ,
Сделав обратные замены, получим последовательно:Z 1.

а - b < О, 
а - b > 1

а/х - 2 - а/х - 1 < О, 
а/х- 2- а/х- 1 > 1,

откуда
а/х-2 < а/х - 1, 

а/х-2 > а/х - 1 + 1.

Неравенства последней совокупности можно даже не решать: ведь при 
любых допустимых значениях переменной а/х — 2 < а/х— 1, поскольку 
число под корнем в левой части меньше числа под корнем в правой 
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части! Значит, первое неравенство совокупности выполняется при всех 
допустимых значениях переменной (т. е. при х> 2), а второе не выпол­
няется ни при каких её значениях.

Ответ: [2; +»)<.
Пример 20. Решите неравенство

а/х2-8х-1-15 + х2— 10х + 24 < 2х2 - 18х + 39.

Решение. Подкоренное выражение в правой части неравенства 
равно сумме подкоренных выражений левой части, т. е. неравенство 
имеет вид д/а + -/Ь С л/й + Ъ. На ОДЗ неравенства (т. е. при а i 0 и Ъ 0) 
обе его части неотрицательны, поэтому возведение их в квадрат будет 
равносильным преобразованием, после которого придём к неравен­
ству а + 2л/аОЪ + Ъ < а + Ъ, откуда </aVb 0. В силу неотрицательно­
сти арифметического квадратного корня последнее неравенство будет 
выполняться только в двух случаях:

f а = 0, ( b = 0,{Ь > 0, 2) {а > 0.

Рассмотрим оба случая, выполнив обратные замены. В первом случае 
получим систему

(х2- 8х+15 = 0,
[х2- 10х + 24 > 0.

Корнями уравнения системы являются числа 3 и 5, из которых только 
3 удовлетворяет неравенству системы. Во втором случае получим сис­
тему

Jx2 —10хт24 = 0, 
(х2-8х + 15 > 0.

Корнями уравнения системы являются числа 4 и 6, из которых только 
6 удовлетворяет неравенству системы.

Ответ: {3; 6}.
Пример 21. Решите неравенство

\/Зх2 + 2х +1 + \/4х2 + Зх -I- 2 «А \/х2 + х +4-I- \/2х2 + 2х + 5.

Решение. Заметим, что все подкоренные выражения являются 
квадратными трёхчленами, которые положительны при любом значе­
нии переменной, поскольку их дискриминанты отрицательны, а стар­
шие коэффициенты положительны. Неравенство имеет вид л/а+ 
< у/с + Vd, причём а > 0, b > 0, с > 0, d > 0 и а — с = b - d. Перепишем 
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его в виде (Уа ■ Ус) + (Л) • Ус?) У 0. Умножим и разделим каждую 
разность корней в скобках на сумму этих корней:

(Уа-^СУа , Ус) + (УБ- УБ)(УБ+УБ) < Q
Уа + Ус УБ + Уй

d С . Ь (L , х, jоткуда 4- < 0, и, поскольку а — с = о — а, получим пера-

венство —;=—^-= + —=—S= у 0. Вынесем за скобки общий множитель: 
-Ув + \/с ОТ) + УЯ

(а - с) (■ 1 — + _ 1 — 'j у 0.
V У а + Ус Уь -|- УБ )

Поскольку + ... + • 1 > 0, приходим к неравенству а — с у О,

откуда а У с. Таким образом,

\/зх2-1-2х + 1 у \/х2+х+4 <=> Зх2 Р2х+1 у х2+х+4<=^> 2х‘•х 3 у 0. 

Корнями квадратного трёхчлена 2х2 + х —3 являются числа —1,5 и 1. 
Поэтому множество решений последнего неравенства — отрезок 
[-1,5; 1].

Ответ: [—1,5; 1].
В заключение этого пункта рассмотрим пример, в котором замена 

переменной помогает найти корни уравнения, с тем чтобы решить 
неравенство методом интервалов.

Пример 22. Решите неравенство ^/х-1 + У2 — xy 1.

Решение. Перепишем неравенство в виде Ух — 1 + У2 — х — 1 у 0, 
обозначим левую часть полученного неравенства через /(х) и при­
меним метод интервалов к решению неравенства f (х) У 0. Найти Df 
не представляет труда: Df = (-<»; 2]. Найдём нули функции /(х). Для 
этого решим уравнение Ух — 1 4- У2 -х — 1 = 0. Заметим, что сумма 
подкоренных выражений равна 1. Пусть Ух — 1 = а, У2 —х = Ь. Тогда

(a + b = l, [b = l-a, (b = 1 — а,

[ а3 -I- Ъ2 = 1, <=> 1 а3 + (1 - а)2 = 1, <=> = а3 + а2 - 2а +1 = 1, <=>
Ъ у 0 1 — а У 0 а У 1

1 b = 1 - а,
<=> ( а3 + а2 - 2а = 0, 

^У1.
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Второе уравнение системы легко приводится к виду а (а2 + а — 2) = О,
откуда

а = О, 
а2 + а - 2 = О

а = О,
а = 1, 
а = -2.

Все три корня удовлетворяют неравенству а < 1. Таким образом,

х/х77! = О, 

х/х - 1 = 1, откуда
Vx77! = -2,

х = 1,
х = 2, 
х = -Т

Применим метод интервалов. Знак функции Дх) на каждом интер­
вале определим, выбирая удобные пробные точки, например такие, 
при которых кубический корень является рациональным числом. На 

9
интервале (1; 2) возьмём точку Тогда

На интервале (-7; 1) возьмём точку 0. Тогда

/(0) = -l + x/2-l = х/2-2 < 0.

На интервале (— оо; -7) возьмём точку —26. Тогда

Д-26) = -З + х/28-1 = х/28-4 > 0.

Таким образом, получаем

Множеством решений неравенства является объединение [—7; 1] и 
и {2}.

Ответ: [-7; 1] и {2}.

Исследование ОДЗ неравенства

Существует не слишком многочисленная группа иррациональных 
неравенств, единственным ключом к решению которых является ис­
следование ОДЗ неравенства. Это, как правило, относительно громозд­
кие неравенства, ОДЗ которых состоит всего из нескольких чисел. Най­
дя эти числа, нужно проверить, какие из них являются решениями 
неравенства, а какие — нет.
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Пример 23. Решите неравенство

Х4 \/(Зх2 - 4х - 7) (х2 - Зх + 2) < 1 4 \/(1 — х2)(3х2 — 13x414).

Решение. Разложим выражения в скобках на линейные множите­
ли, найдя корни квадратных трёхчленов. Получим неравенство 

х+ \J3(х41)(х- - ) (х-1)(х-2) <14- у — 3(х41)(х—1) [х-ф J (х-2).

ОДЗ неравенства задаётся системой

I (х41)(х- (х- 1)(х — 2) > О,

1(х41)(х- (х — 1)(х- 2) < О,

откуда (х 4 1) (х - ( | (х — 1) (х - 2) = 0. Таким образом, ОДЗ неравен- 
7

ства состоит из четырёх чисел — 1,1, 2, Легко (поскольку для любого 
из этих чисел каждый из корней обращается в нуль) проверить, что 
только —1 является решением данного неравенства.

Ответ: {-1}.

Применение свойств функций

Рассмотрим несколько примеров применения свойств монотонно­
сти и ограниченности функций к решению иррациональных неравенств 
(более подробно об этом см. в § 1.5). Напомним, что функция у = ’фх 
(п — натуральное число; п > 1) монотонно возрастает на своей обла­
сти определения, а характер монотонности функции у = к Фах — Ъ 4 I 
зависит от знаков коэффициентов к и а: если ак > 0, то эта функция 
монотонно возрастает, а если ак < 0 — монотонно убывает на своей 
области определения. Заметим, что даже вполне стандартные по внеш­
нему виду неравенства можно решить с помощью свойств монотонных 
функций.

Пример 24. Решите неравенство -7x4 2 4 фх 4 5 < 3.
Решение. Пусть /(х) = 7x42 4 7x45. Функция у = f(x) мо­

нотонно возрастает на всей области определения Df = [—2; 4°°). По­
скольку /(—1) = 3, неравенство /(х) < 3 будет выполнено при всех 
х< —1, принадлежащих Df, т. е. при всех х е [—2; —1).

Ответ: [-2; -1).
Аналогично решаются и некоторые несколько более сложные нера­

венства.
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Пример 25. Решите неравенство /10—х 4- /2 ,v 4
Решение. Пусть f (х) = /10 -х4 /2 -х. Функция у = f (х) моно­

тонно убывает на всей области определения Df = (-оо; 10]. Поскольку 
/(1) = 4, неравенство f (х)< 4 будет выполнено при всех х > 1, принад­
лежащих Df, т. е. при всех хе [1; 10].

Ответ: [1; 10].

Пример 26. Решите неравенство \Л13 ~ 19 + 6 > /7 — х.

Решение. Ясно, что с помощью возведения в степень неравенство 
не решить. Перебирая небольшие по модулю целые числа, довольно 
быстро можно найти, что левая и правая части данного неравенства 

равны при х = -2. Функция /(х) = — 19 + 6 монотонно возрас­
тает на всей числовой прямой, а функция g(x) = 47 — х монотонно 
убывает на всей области определения Dg = (—°°; 7]. Поэтому неравен­
ство Дх) > g(x) выполняется, если х > —2 и хеВ?. Таким образом, 
(х>—2, 

1 откуда-2<х^7.

/Ю =

Ответ: (-2; 7].
Пример 27. Решите неравенство

7а/7-6х + 3|2х-5] < 7х + 3|2/7-6х-5|.

Решены е. Перепишем неравенство в виде 

7V/7-6x-3|2v/7-6x-5| <7х-3|2х-5| 

и рассмотрим функцию /(1) = 7t — 3|2t — 5|. Поскольку 

'14-15, если t 2,5, 
131— 15, если 1 < 2,5, 

функция у = /(1) монотонно возрастает на всей области определения. 
В силу возрастания функции у = f(t) неравенство /(а)</(/3) будет 
выполняться при допустимых а и /3 в том и только том случае, если 
а < 13. В нашем случае а= /7 - 6х, 13 = .х. Таким образом,

5х < х2, 

0, 
7 
6

Корнями квадратного трёхчлена х2 + 6х — 7 являются числа -7 и 1. По­
этому множество решений первого неравенства системы — (— оо; —7] и

х2 + 6х - 7 > 0,

0 < х < -о
/7 -6х
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и [1; +<»), а множество решений всей системы — отрезок

-7

Ответ: [1; - |.

В заключение рассмотрим два примера, ключевыми для решения 
которых являются свойства ограниченных функций.

Пример 28. Решите неравенство

\/х2-Г1 + 2у/х2 + 4-1-3\/л'2 + 9 <14.

Решение. Заметим, что у х2 t 1 .1, у х2 + 4 2, у х2 + 9 > 3, при­
чём каждое из неравенств обращается в равенство только при х = 0. 
Значит, наименьшее значение левой части данного неравенства будет 
равно 1 + 2 • 2 + 3 • 3 = 14. Следовательно, неравенство выполняется, 
только если его левая часть достигает своего наименьшего значения, 
т. е. только при х = 0.

Ответ: {0}.
Пример 29. Найдите все пары (х;у) действительных чисел х и у, 

для каждой из которых у/4 — |х| — 2у2 > у^у — х2 — 1.

Решение. Перепишем данное неравенство в виде

л/4— |х| > 2у2 + \/у-х2 - 1

и оценим левую и правую части полученного неравенства. С левой ча­
стью проблем нет: 4 — |х| <4 (поскольку |х| ft0), и, значит, ^/4— |х| < 2. 
Правая часть неравенства определена только при условии у — х2 — 1 0, 
откуда у (гх2 + 1 и, следовательно, у > 1. Но тогда у2 Д 1, а2у2^2. Сле­
довательно, и 2у2 + у у — х2 — 1 > 2, поскольку у у — х2 — 1 > 0. Поэто­
му неравенство будет выполняться, только если и левая, и правая его 
части равны 2. Для этого необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
равенства

{ W = о,
Гх = 0,

У — С откуда <
[ \/у - х2 - 1 = 0,

Ответ: (0; 1).
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Упражнения к § 5.2
Решите неравенство.

1. а) х/3х-64 < х - 4;
2. a) Vx4 - 4х3 + 7х2 + Зх +1 Сх +1;

3. а) • \/х- Зх 2:

4. а) д/х4-2х + 6>х2;

5. а) д/Sx4 — 28х2 +16^х2+4;

6. а) д/х2 — 17х — 29>3|х+ 2|;

8-> Ут?' 3-
9. a) V5x + 3 > V6х — 1;

10. a) V2x + 5 < л/25 — 2х;
11. а) л/Зх + 5 > V9-x;
12. a) v’4x • .3 У5х • 1:
13. a) 2V20x-9<4х+3;

14. а) д/Зх2+5х +1 > VI — Зх;

15. а) д/Зх2 5х 1 V 1 2х:

16. а) д/2х2 - 8х С д/2х2 —9х + 4;

17. а) V24х - 5х2 > д/2х2 - 23х + 66;
18. a) V2x-3 < х - 3;
19. a) V6x +13 < х + 3;
20. a) Vx -3 > х - 5;
21. a) V2x — 3 Э X — 1;
22. а) д/2х2-11х + 15^Л--1;

23. а) д/2х2- 23х + 30.фс + 2;

24. а) д/24х2 2х I -...2х • 1:

25. а) д/х2 +3х- 10 < х + 1;

26. а) д/9.х2 + 9х-4 < Зх +1;

27. а) д/-х2-5х-4> х + 4: 

б) %/27 —5х<х + 3.

б) V-V4-2х3-4х2 + 12х-8-СХ-2.

б) Vx=3^l/x2 + 7x + 6.

б) д/х4-4х + 8>х2.

б) д/4х4- 38х2 +25 > х2 + 5.

б) д/х2 — 31х+ 45 > |2х — 5|.

б) V4x + 7 > V8x + 3.
б) V2x + 9 < V25- Зх.
б) Л' ■ ■ V 2 х.
б) V3x +• 5 < V4x + 1.
б) 2V12x-5<4x + l.
б) д/Зх2 + 5х + 2 > л/2-5х.

б) д/2х2 + 4х-3 > V-3-5X.

б) д/4х2 - 8х ' д,/4.х2 - 9х + 2.

б) д/12х-5х2> д/5х2-29х + 42.
б) У2х - 5 < х -- 4.
б) V4x + 5 Сх + 2.
б) Vx-2>x-4.
б) V2.V 5 . х 2.

б) д/2х2-5х-3+;х+3.

б) д/2х2- 11х- 21 + 5.

б) д/бх2-5х-25<х + 5.

б) д/х2 + 5х-6<х + 2.

б) д/9х2-Зх-2<Зх- 1.

б) д/-х2 + 7х-12^х-3.
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28. а) \/х2-х-2 > х - 2;

29. а) У2х2 + 5х - 3 > Зх - 1;

30. а) \/Зх2 + 2х- 1 > 5л - 3;

31 а) У2х27~6>х-1;

32. а) 4-\А2 + х-2>5х-2;
33. а) д/Зл-2-Ул^Т>1;
34. a) %/5х + 115 — л/4х + 76 > 2;
35. а) д/2л-3 + Vx - 1С Vx + 2;
36. a) Vx-2 + л/Зх-5Сл/4х- 7;
37. a) Vx + 2 - Vx- 1 < л/2х-3;
38. а) 2х + 9 — л/х +1 (+ Vx + 4;
39. a) VSx + 7-V5x + 4> V10x + 7;
40. a) WT7T + 7х+1> Ж;

41. а) \/2х ' ■ х о 1 \/2х 11х • 15;

42. а) д/х2-13х + 40<2 - \/х2-5х + 4:

43. а) (16 - х2)-\/49 - х2х 0;

44. а) (х + 4)д/13-|х-К0;

45. а) (х2 - 7х + 6)^/-Зх2 -4х +4 < 0: 

б) ^/х2 + х-2 > х - 1.

б) д/2х2+х-6>Зх-4.

б) д/12х2 + 4х- 1 > 10х - 3./Зх2 I х 4 _б) у----------- >Х - 2.

б) 4д/х2-1-4х - 32 > 5х - 8.
б) л/Зх-5--/х=2>1.
б) Убх + 138 - \/5х + 95 > 2.
б) V 2х + 3 + л/х -1- 2 С х + 5.
б) Vx - 3 + л/4х +11 < v5x + 8.
б) Ух + 4 — л/х + 1 < л/ 2х + 1.
б) V2x + 5 - Vx- 1 > л/х + 2.
б) VSx + 2- У5х-Г>а/Юх-З.
б) 7x^2 + Vx + 25 v+v.

б) д/2х2 + 5х-3-1>у/2х2-7х + 6.

б) \,/х2 9х • 18 • 2- д/х2-х-2.

б) (25 x j\/3S> х-' О.

б) (х +3)77-1x1^0.

б) (х2 - 9х + 14) 7-Зх2 + 9х - 6 < 0.

46. а)

47. а)

48. а)

49. а)

х + 8 /х-3
~V~-0:
^|а/49-7х-2х2>0;

(х2 + 6х + 8) -\/х2 — 6х+8 <65 — 7х — 4х2
(х2 - 15х)д/ 0;V Зх -16х + 16

б) х+5 /х-4
б) -^-Ц;\/-7-29х-4х2 '0. 

х + 7(х2 + 5х + 4) 7х2 -5х+4 
б) ----------------------- --------+025-10х-Зх2
б) (х2 - 6х) х2 +х -124х2 -25Х + 25

50. а)
(х2 - 4) у/7.x -х2 2х2 — 19х + 35 <0; б)

(х2 — 9) 7бх - X2 2х2 — 19х + 42
51. a) (v/7x + l-x-l)(Vx + 20-x)c0; б) (л/7х + 4—х —2) (Vx + 6-x)’<0.

52. а) л/23х + 9-4х-3V3X+4-2 ’ \/35х I 16 — 5х - 4 о) ------ ---------------------< 0л/Зх + 16-4
53. а) (2х — 3) V5 — 2х 2х - 3;
54. а) (Зх - 1) д/2х2 - 5х + 3 <2-6x4 

б) (2х - l)V3-2x< 2х - 1.
б) (6х - 1)7?х2- 15х + 4412 - 12х.
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У2х - 3 V2.X-3 , УЗх - 4 . УЗх-4' 5х-4 Зх + 2 ’ ) Зх 2 2х + 7 ’
56. а) (2х2 + Зх - 2) (У2х-1 - УЗх-2) < 0;

б) (2х2 + 7х + 6) (У2х + 3 - УЗх + 4) 0.
57. а) (2х2 - 19х + 35)(У2х —5 — У9х-5) <0;

б) (2х2 — 11х + 5)(л/2х — 1 — У9х + 13)<0.

64. a) J 2 ;V 5х — 2 V х — 5 V х — 5

58. а) ^-Ц-^-2+VSx-l;2х-1 б) ^^>-2+V5x + 4.

59. а) \/х -• 2 + д/З — х 1 j б) Ух 3 • v4 хс 1.
60. а) 15Vx-7x>2; б) 16v'x 3>х . 21.
61. а) 2 л/х +3^5 yfx', б) 2д/х + 1>3 Ух.

62. а) х2 + 9д/25-х+45; б) х2 + 8\/25-х2>40.

63. а) 1-2х г /2х-1 ,4х +1 ' V 4х +1 > ’ 1 —х , „ /х-1б) ----- + 13д/---- - >40.х+4 V х+4
/ х + 3 / Зх +1 _ 4 / х + 3

б) V+TT + V4^5*2V4^?'-

65. а) х2 + 14х + 9 + 8 \/-х2 - 14х - 24< 0;

б) х2 + 12х + 9д/-*2 - 12х- 11 9.

66. а) х2 - 18х + 18д/19 + 18х-х2С 99;

б) х2 -14х + 1б751 + 14х-х2С111.

67. а) \/х + 3 — 2Ух + 2 + д/х+11 — 6Vx + 2у4;

б) Vх + 7 - 4Ух +3 + д/х + 19-8л/х+3 6.

68. а) д++ 12-8Vx-4 + \/х+ 60- 16Ух-4сб;

б) \/х + 6 — 6-Ух — 3 + \/х + 22- lOVx-5С4.

69. а) \/х2 + 8х + 7 + \/х2 - 4х - 12 д/2х2+4х-5:

б) д/х2 + 2х — 15 + д/х2 — 7х + 6 V2x2-5x-9.

70. а) д/х2 + 2х — 8 + д/х2-4х-21 С д/2х2 - 2х - 29;

б) д/х2 + 2х — 15 + \/х2- 6х- 16< ^2х2-4х-31.

71. a) Vx77? - а/Г^З + 2+2-7х + 12 < 2х - 7;

б) а/7^6-V7^5 + 2a/x2-11x + 30<2x- 11.
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72. а) 4х  + 2х + 3 + \/2х  + Зх + 2 < д/х  + 3х + 6 + д/Зх  + 2x4-7;2 2 2 2

3. V4x-3 + 2x-l.
4. л/ 12х + 13 2х + 3.
5. у/9х2 + 9х-10 < Зх + 1.

6. д/9х2-Зх-2>Зх-2.

б) д/3 4 5 6-*2 + Зх + 2 + д/Зх2 + х + 5 < \/4х2+Зх + 11 + д/2х2 +х +14.

73. а) х + \/(х  - х - 6)(2х  — 7х + 6) <2+ д/(4 -х )(2х  - 9х + 9);2 2 2 2

б) х + у/(х2-х-Г2Х2х2-7х + 3) >2 + д/(9-х2)(2х2 - 9х+4).

74. a) Vx + 6 + Vx + 11 < 5;
75. а) /б^х + j3=X^3;7

76. a) V4x + 13 - v'22 х - 4:

б) 7х + 7 + л/х +19 < 6.
б) V12-X + ^477х<4.
б) ^/7+3-%/-6-5х>-1.

78. a) 9V8-7X + 2\4х - 7|< 9х + 2|4V8-7x- 7|;
б) 7V9 - 8л- + 2|3х — 7| < 7х + 2|3V9 — 8х — 7|.

79. а) 3д/9-х  + 2д/4-х  -I- дЛ -xz+ 14;2 2

б) 6д/Зб-X2 + 5д/25-Х2 + 4д/16 —х2 Js77.

80. а) д/х  +1 + 5д/х +25 + 7д/х +49С 75;2 2 2

б) д/х2 + 1 + 4д/х2 + 16 + 6 д/х2 +36С53.

81. Найдите все пары (х; у) действительных чисел хи у, для каждой 
из которых:

а) д/16 — |х| — у2 > д/у — Зх2 — 2; б) д/9- |х|-у2 > д/у- 2х2-3.

Диагностическая работа 8

Вариант 1

Решите неравенство.10х-3 2х —3 7. л/Зх - 8 - а/х^Ч^З.

2. v 5x ■ 6 . 2 5.x 8. (9 —х2)д/100 —х2 >0.

9. (2х-3) д/х2-7х + 10< 6 -4х.

д/х2 — 2х + 5 д/х2 — 2х + 17 д/х2 — 2х + 37
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Вариант 2
Решите неравенство.
1. -Д^З.V х-1
2. vKv • 5 : \/9 2.V.
3. л/6х — 5 - Зх 2.
4. V4x + 13<x + 4.
5. \/25х2 + 25х - 6 < 5х + 2.

6. v/9a'2+3x-2> Зх - I.

7. v Зх - 20 - \Za~8 ■ 2.

8. (4-Х2)д/81 - Х5>0.

9. (2х -1)VxS-5r+4<2 - 4х.

ю-7?^+з'\/Ж»4-
11. Va7+4-v/5^x>1

\/ 8—х2 —2х \/ 24 —х2 - 2х \/48 — х2 — 2х



Глава 6. Тригонометрические неравенства

Тригонометрическими выражениями будем называть выражения, 
алгебраическая запись которых содержит переменную под знаком од­
ной из тригонометрических функций — синуса, косинуса, тангенса или 
котангенса. Неравенства, одна или обе части которых содержат триго­
нометрические выражения, называются тригонометрическими. В со­
ответствии с принятой в книге классификацией алгебраическая запись 
таких неравенств может включать в себя наряду с тригонометрически­
ми рациональные и/или иррациональные алгебраические выражения.

Школьная программа предполагает знакомство лишь с простейши­
ми тригонометрическими неравенствами; на профильном уровне эти 
неравенства обычно изучаются более подробно. В любом случае триго­
нометрические неравенства находятся несколько на периферии школь­
ного математического образования, они почти не встречаются в учеб­
никах, на диагностических, контрольных и вступительных испытани­
ях; поэтому знакомство с ними носит своего рода факультативный ха­
рактер.

§ 6.1. Простейшие тригонометрические неравенства

Простейшими тригонометрическими неравенствами называются 
неравенства вида sinx V a, cosx V a, tgx V a, ctgx V а, где а — действи­
тельное число, а символом «V» обозначен, как и везде в этой книге, 
один из четырёх возможных знаков неравенства. Решать такие нера­
венства целесообразно с помощью единичной окружности.

Рассмотрим подробно каждое из простейших тригонометрических 
неравенств.

Неравенство sinx vа

Напомним, что синусом числа х называется ордината точки единич­
ной окружности, полученной поворотом точки Ро(1; 0) вокруг начала 
координат на угол х радиан против часовой стрелки (при х > 0) или по 
часовой стрелке (при х < 0). Поэтому для того чтобы решить неравен­
ство sinx < a (sinx < а), нужно найти все точки единичной окружности, 
ордината каждой из которых меньше (не больше) а (см. рис. 1).
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х

Рис. 1
Для того чтобы решить неравенство sinx > a (sinx > а), нужно най­

ти все точки единичной окружности, ордината каждой из которых 
больше (не меньше) а (см. рис. 2).

Рис. 2
После того как это сделано, остаётся записать ответ, учитывая, что 

углы поворота увеличиваются в направлении против часовой стрел­
ки и уменьшаются в направлении по часовой стрелке. Поэтому над 
заштрихованной дугой единичной окружности, отвечающей решению 
данного неравенства, настоятельно рекомендуется поставить стрел­
ку, указывающую направление возрастания, как это сделано на рис. 1 
и 2. Тогда тот конец дуги, на который указывает стрелка, будет соот­
ветствовать большему углу поворота, т. е. большему значению пере­
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менной, а другой конец дуги — меньшему значению переменной. Это 
нехитрое правило позволит избежать частых ошибок в записи решения 
неравенства в виде промежутка, в котором левый конец больше его 
правого конца. Теперь остаётся выписать ответ, учитывая, что основ­
ной (главный) период синуса равен 2л. Сделаем сначала это в общем 
виде для всех таких значений а, что |а| < 1.

sinx > а <=> arcsina+ 2лп х < л — arcsina+ 2 л л, п е Z.

Ответ: [arcsin а + 2лл; л — arcsina+ 2лл], neZ.

sinx > а <•=> arcsina+ 2лл < х < л — arcsina + 2лп, п е Z.

Ответ: (arcsina : 2лл;л —arcsina+ 2пл), neZ.

sinx < а <=> л — arcsina + 2пл х < 2л + arcsina + 2л л, п е Z.

Ответ: [л — arcsin а + 2лл; 2л + arcsina + 2лл], п eZ.

sinx < а <=> л — arcsin а + 2 лй < х < 2 л + arcsin а + 2лп, п е Z.

Ответ: (л — arcsin а + 2лл; 2 л + arcsina + 2лп), п eZ.
Разумеется, ответ может быть записан в иной форме, поскольку 

каждая точка единичной окружности отвечает бесконечному числу уг­
лов поворота, отличающихся друг от друга на 2л. Так, если при за­
писи последнего из приведённых выше четырёх неравенств считать, 
что левый конец заштрихованной дуги на рис. 2 6 соответствует уг­
лу поворота —л — arcsina радиан, то её правый конец будет соответ­
ствовать углу поворота arcsina радиан и ответ будет записан в виде 
(—л — arcsina + 2 ли; arcsina + 2ли), п eZ.

Если а < — 1, то неравенства sinx < а и sinx< а не имеют решений, 
а неравенства sinx > а и sinx > а справедливы при любом действитель­
ном значении переменной.

Если a > 1, то неравенства sinx У а и sinx < а справедливы при 
любом действительном значении переменной, а неравенства sinx > а 
и sinx > а не имеют решений.

Если а — —1, то неравенство sinx —1 равносильно уравнению 
sinx = — 1, неравенство sinx < —1 не имеет решений, неравенство 
sinx — 1 справедливо при любом действительном значении перемен­
ной, а неравенство sinx> -1 равносильно неравенству sinx7^ -1.

Если a = 1, то неравенство sinx < 1 справедливо при любом дей­
ствительном значении переменной, неравенство sinx< 1 равносильно 
неравенству sinx 1, неравенство sinx > 1 равносильно уравнению 
sinx— 1. а неравенство sinx > 1 не имеет решений.

Пример 1. Решите неравенство smx< - .
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Решение. Изобразим на единичной окружности дугу, отвечаю­
щую решению неравенства (см. рис. 3).

Рис. з
„ 2яСчитая, что левый конец дуги соответствует углу поворота — 

радиан, получим, что правый её конец соответствует углу поворота — т; 
радиан.

Ответ: | 2~г.: -0 +2тгп], neZ.

Ещё раз обратим внимание на то, что каждая точка единичной 
окружности соответствует бесконечному числу углов поворота. Поэто­
му если в качестве угла поворота для левого конца дуги выбрать, на­
пример, 4г радиан, то правый её конец будет соответствовать углу 

поворота радиан и ответ примет вид | 4^ -I- 2пп; - у + 2пп ], п е Z.

Пример 2. Решите систему неравенств
( ■I sinx < 2’

1 ■ х. 1( sin х > - g.

Решение. Изобразим на единичной окружности дуги, отвечаю­
щие решению данной системы неравенств, и запишем соответствую­
щие их концам углы поворота, выбрав в качестве в качестве начально­
го угол поворота, соответствующий концу правой дуги, лежащему в IV 
четверти (см. рис. 4).

Считая, что этот конец выбранной дуги соответствует углу поворота 
.1 „ ..— arcsin - радиан, получим, что второй ее конец соответствует углу
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Рис. 4
поворота j радиан. Тогда конец второй дуги, лежащий во II четверти, 

будет соответствовать углу поворота радиан, а ее конец, лежащий 

в III четверти, — углу поворота я + arcsin I радиан.

[1 , „ ж , „ ~| I 5тс , „ , . 1 , „-arcsm- 1-2яп;-g+2-n:n | и -^- + 2тгп; тг+агсзт^+2яп , 
neZ.

Неравенство cosx V а

Напомним, что косинусом числа х называется абсцисса точки еди­
ничной окружности, полученной поворотом точки Ро(1; 0) вокруг нача­
ла координат на угол х радиан против часовой стрелки (при х > 0) или 
по часовой стрелке (при х < 0). Поэтому для того чтобы решить нера­
венство cosx < a (cosx < а), нужно найти все точки единичной окруж­
ности, абсцисса каждой из которых меньше (не больше) а (см. рис. 5).

Для того чтобы решить неравенство cosx > a (cosx а), нужно 
найти все точки единичной окружности, абсцисса каждой из которых 
больше (не меньше) а (см. рис. 6).

После того как это сделано, остаётся записать ответ, учитывая, как 
обычно, что углы поворота увеличиваются в направлении против ча­
совой стрелки и уменьшаются в направлении по часовой стрелке и что 
основной (главный) период косинуса равен 2я. Сделаем сначала это 
в общем виде для всех таких значений а, что |а| < 1.

cos х > а <=> — arccos а + 2ян < х arccos а + 2пп, п е Z.
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Рис. 6
Ответ: [—arccos а+ 2яп; arccosа. + 2"п], neZ.

cos х > а <=> — arccos а + 2ттп < х < arccos а + 2пп, п е Z.

Ответ: (— arccos +2пп; arccosа + 2яп), neZ.

cos х < a < > arccos а + 2пп х 2п — arccos а + 2пп, п е Z.

Ответ: [arccosа + 2пп; 2п — arccosа + 2яп], п eZ.

cosx < а <—? arccosа + 2пп < х < 2п — arccosа + 2пп, п е Z.

Ответ: (arccosа — 2~п: 2п-arccosа + 2пп), п eZ.
Если а< — 1, то неравенства cosxС а и cosx < а не имеют решений, 

а неравенства cos х > а и cos х > а справедливы при любом действитель­
ном значении переменной.
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Если а > 1, то неравенства cosx < а и cosx < а справедливы при 
любом действительном значении переменной, а неравенства cosx> а 
и cosx> а не имеют решений.

Если а = — 1, то неравенство cosx < -1 равносильно уравнению 
cosx = —1, неравенство cosx<-l не имеет решений, неравенство 
cosx >—1 справедливо при любом действительном значении перемен­
ной, а неравенство cosx> -1 равносильно неравенству cosx^ —1.

Если а = 1, то неравенство cosx < 1 справедливо при любом дей­
ствительном значении переменной, неравенство cosx< 1 равносильно 
неравенству cosx^ 1, неравенство cosx> 1 равносильно уравнению 
cosx= 1, а неравенство cosx> 1 не имеет решений.

V2Пример 3. Решите неравенство cosx^—

Решение. Изобразим на единичной окружности дугу, отвечаю­
щую решению неравенства (см. рис. 7).

Рис. 7
Считая, что верхний конец дуги соответствует углу поворота

„ .. 5лрадиан, получим, что нижнии ее конец соответствует углу поворота — 
радиан.

[ЗТГ , „ 5Л , О 1 Г77— + 2яп; — + 2яп , п eZ.

Пример 4. Решите систему неравенств / Х ' ’ ’
I cosxО,/.

Решение. Изобразим на единичной окружности дуги, отвечаю­
щие решению данной системы неравенств, и запишем соответствую­
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щие их концам углы поворота, выбрав в качестве в качестве началь­
ного угол поворота, соответствующий концу верхней дуги, лежащему 
в I четверти (см. рис. 8).

Рис. 8
Считая, что этот конец выбранной дуги соответствует углу поворо­

та arccos0,6 радиан, получим, что второй её конец соответствует углу 
поворота я — arccos0,7 радиан. Тогда конец второй дуги, лежащий в III 
четверти, будет соответствовать углу поворота Tt+arccos0,7 радиан, 
а её конец, лежащий в IV четверти,—углу поворота 2я — arccos0,6 
радиан.

Ответ: [arccos0,6 + 2"n; п — arccos0,7+2яп] и [я + агссоз0,7+2яп; 
2я-агссо8 0,6 + 2ял], neZ.

Неравенство tgx v а

Напомним, что линией тангенса называется касательная к единич­
ной окружности, проходящая через точку Ро(1; 0). Для того чтобы най­
ти точки единичной окружности, соответствующие углам поворота, 
тангенсы которых равны а 0, поступают следующим образом: на ли­
нии тангенса откладывают отрезок длиной |а|, одним из концов кото­
рого является точка Ро(1; 0), а второй конец (точка А) расположен либо 
в первой четверти (при а > 0), либо в четвёртой четверти (при а < 0), 
после чего проводят прямую через точку А и начало координат. Иными 
словами, отмечают точку А(1; а) и проводят прямую ОА. Точки, в ко­
торых указанная прямая пересекает единичную окружность, соответ­
ствуют углам поворота х, для которых tgx = а (см. рис. 9). Если а = 0, 
соответствующие точки являются концами горизонтального диаметра 
единичной окружности.
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Для того чтобы решить неравенство tgx < a (tgx < а), на единичной 
окружности отмечают дуги, соответствующие части линии тангенса, 
лежащей ниже (не выше) точки А (см. рис. 10).

Для того чтобы решить неравенство tgx> a (tgx > а), на единичной 
окружности отмечают дуги, соответствующие части линии тангенса, 
лежащей выше (не ниже) точки А (см. рис. 11).
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Рис. 11
После того как это сделано, остаётся записать ответ, учитывая об­

ласть определения тангенса и то, что его основной (главный) период 
равен я (каждая из двух заштрихованных дуг может быть получена 
поворотом другой на угол я радиан). Сделаем это в общем виде.

tgx<a<=>-у + яп<х<arctga-F яп, neZ.
Ответ: (- - + пп; arctga + яп^ , п eZ.

tgx<a<=>—у + яп <х< arctga + яп, neZ.
Ответ: (- у + яп; arctga + яп j, neZ.

tgx>а<^> arctgа+ яп^х<+ яп, neZ.
Ответ: [arctga + яп; + яп^, п eZ.

tgx>a<^=> arctga + яп <х< ту+ яп, neZ.
Ответ: arctga + яп; у +яп), neZ.

Пример 5. Решите неравенство tgx > — 1.
Решение. Изобразим на единичной окружности дуги, отвечаю­

щие решению неравенства (см. рис. 12),
Считая, что нижний конец дуги, расположенной в правой коорди­

натной полуплоскости, соответствует углу поворота — у радиан, полу­

чим, что правый её конец соответствует углу поворота ■- радиан.

[7Т . 7Т . Л гп- - Р яп; у Р яп I, п еZ.
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Рис. 12
Пример 6. Решите систему неравенств

(tgx а/3, 
(tgx > -1,5.

Решение. Изобразим на единичной окружности дуги, отвечаю­
щие решению данной системы неравенств (см. рис. 13), и запишем 
соответствующие концам одной из дуг (другая, как уже отмечалось, 
получается поворотом первой на угол п радиан) углы поворота, выбрав 
в качестве начального угол поворота, соответствующий концу правой 
дуги, лежащему в IV четверти.

Считая, что этот конец выбранной дуги соответствует углу поворота 
— arctgl,5 радиан, получим, что второй её конец соответствует углу 
поворота Д радиан. Осталось записать ответ.

Ответ: | — arctg 1,5 + пп; 0 + пп |, п еZ.

Неравенство ctgxva

Напомним, что линией котангенса называется касательная к еди­
ничной окружности, проходящая через точку М(0; 1). Для того чтобы 
найти точки единичной окружности, соответствующие углам поворо­
та, котангенсы которых равны а 0, поступают следующим образом: 
на линии котангенса откладывают отрезок длиной |а|, одним из кон­
цов которого является точка М(0; 1), а второй конец (точка А) рас­
положен либо в первой четверти (при а > 0), либо во второй четвер­
ти (при а < 0), после чего проводят прямую через точку А и начало
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координат. Иными словами, отмечают точку А(а; 1) и проводят пря­
мую ОА (см. рис. 14). Точки, в которых указанная прямая пересекает 
единичную окружность, соответствуют углам поворота х, для которых 
ctgx = a. Если а = 0, соответствующие точки являются концами верти­
кального диаметра единичной окружности.

Рис. 14
Для того чтобы решить неравенство ctgx<a (ctgx^a), на единич­

ной окружности отмечают дуги, соответствующие части линии котан­
генса, лежащей левее (не правее) точки А (см. рис. 15).
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Рис. 15
Для того чтобы решить неравенство ctgx > a (ctgx >а), на единич­

ной окружности отмечают дуги, соответствующие части линии котан­
генса, лежащей правее (не левее) точки А (см. рис. 16).

После того как это сделано, остаётся записать ответ, учитывая об­
ласть определения котангенса и то, что его основной (главный) период 
равен я (каждая из двух заштрихованных дуг' может быть получена 
поворотом другой на угол я радиан). Сделаем это в общем виде.

ctgx < а <=> arcctga + ян < х < я + яп, п е Z.

Ответ: [arcctga + ян; я -I- ял), п eZ.

ctgx < а <=> arcctga + ял < х < я + ял, п е Z.
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Ответ: (arcctga + ап; а + ап), п eZ.

ctgx >a«an<x< arcctga + nn, n e Z.

Ответ: (rm; arcctga-)- an], neZ.

ctgx > a <=> an < x < arcctga + an, n e Z.

Ответ: (an; arcctga-)-an), neZ.
Пример 7. Решите неравенство ctgx> а/3.
Решение. Изобразим на единичной окружности дуги, отвечаю­

щие решению неравенства (см. рис. 17).

Рис. 17
Считая, что нижний конец дуги, расположенной в первой четверти, 

соответствует углу поворота 0 радиан, получим, что правый её конец 
соответствует углу поворота р- радиан.

Ответ: ( an; 0 Pan , neZ.

Пример 8. Решите систему неравенств

ctgx < 1,1, 
ctgx -1,2.

Решение. Изобразим на единичной окружности дуги, отвечаю­
щие решению данной системы неравенств (см. рис. 18), и запишем 
соответствующие концам одной из дуг (другая, как уже отмечалось, 
получается поворотом первой на угол а радиан) углы поворота, выбрав 
в качестве начального угол поворота, соответствующий концу верхней 
дуги, лежащему в I четверти.
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Рис. 18
Считая, что этот конец выбранной дуги соответствует углу поворо­

та arcctg 1,1 радиан, получим, что второй её конец соответствует углу 
поворота я — arcctg 1,2 радиан. Осталось записать ответ.

Ответ: [arcctg 1,1 + яп; я — arcctg 1,2 + тип], п eZ.
В заключение этого параграфа рассмотрим, как решаются чуть более 

сложные системы двух простейших тригонометрических неравенств, 
левые части которых представляют собой разноимённые тригономет­
рические функции.

Пример 9. Решите систему неравенств

n „ 1 . , 78Решение. Сначала заметим, что если cosx= ту, то smx=±—, 
78 77 „ 1 . V7 _ ,а — > —. Значит, arccos- > arcsm — Теперь изооразим на единич­

ной окружности дугу, отвечающую данной системе неравенств, после 
чего запишем углы поворота, соответствующие её концам, начав с кон­
ца, лежащего в IV четверти (см. рис. 19).

Считая, что этот конец выбранной дуги соответствует углу поворота 
1 ..— arccos д радиан, получим, что второй ее конец соответствует углу 

. V7поворота arcsm — радиан.

Ответ: j — arccos | + 2пп; arcsin -^0 + 2яп] , п eZ.
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Рис. 19
Пример 10. Решите систему неравенств

tgx < 0,7, 
cosx < 0,8.

Решение. Сначала заметим, что если cosx = 0,8, то sinx = ±0,6, 
a tgx = ±0,75. Но 0,75 > 0,7. Значит, arccos 0,8 > arctg0,7. Теперь изоб­
разим на единичной окружности дуги, отвечающие данной системе 
неравенств, после чего запишем углы поворота, соответствующие кон­
цам этих дуг, выбрав в качестве начального угол поворота радиан, 
соответствующий верхнему концу большей из дуг (см. рис. 20).

Рис. 20
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Тогда второй конец этой дуги соответствует углу поворота п 4 

+ arctg 0,7 радиан, а концы меньшей дуги — углам поворота радиан 
и 2~ — arccos 0,8 радиан соответственно.

Ответ: j 4-42л:п; я + arctg 0,7 4 -Inn и; ■ 2хп:2х arccos 0,8 4 

42яп"|, neZ.

Упражнения к § 6.1
Решите неравенство (систему неравенств).

1. a) sinx>l;

2. a) sinx<-77;

3. a) sm х 4 —;

А . . Уз4. a) smx> —;

с . . У25. a) sinx 4——-;

6. a) sinx <0,3;
7. a) sinx 4 —0,2;
8. a) sinx>—0,7;
9. a) sinx40,4;

. • 1 1sinx > --,
10. а) { 2

I sinx -

[ sinx < 0,23, 
И-а) 42

sinx :

(sinx 4 0,34,
12. а)

( sinx ' — 0,12;
13. a) cosx> —1;
л„ . .7214. a) cosx4-—;

15. a) cosx4 -^;

16. a) cosx<-—;

17. a) cosx>-;

б) sinx 4 — 1.
,, • У2 б) sinx < - —.

б) sinx ■. - .

.. • У2 б) sinx > —

б) sinx 4-у-
б) sinx < 0,4.
б) sinx -. 0.1.
б) sinx > —0,6.
б) sinx 4 0,9.

( . Уз smx>- —, 
6) х 2 

(sinx 4 -

( . У2 
б) smx<—’

[ sinx Js— 0,32.
fsinx 4 0,21, б) ]
(sinx > —0,43.

6) cosx< 1.
«ч Уз
6) cosx4 —т■

«ч У2б) cosx4 - —.

Z-Ч 1б) cosx< --.
«ч '/Зб) cos х > —.
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18. a) cosx <0,11;
19. а)
20. а)
21. а)

22. а)

23. а)

cosx > —0,33;
cosx< —0,71;
cosx 0,321;

{cosx > —0,5,

cosx < —;

f V3

[ cosx< 0,89;

cosx <0,43, 
cosx <-0,65;24. a)

25. a) tgx 0:

26. a) tgx > -л/З;

27. a) tgx о -1;
28. a) tgx > 1;

29. a) tgx< a/3;

30. a)
31. a)
32. a)
33. a)

34. a)

35. a)

36. a)

37. a)

38. a)

39. a)

40. a)

41. a)

tgx > 2;
tgx<—3;
tgx>—5;
tgx <7;
( tgx < л/3,
|tgx>-l;

( tgx <7,< 1tgx> —=I 6 <3
(tgx - 4.
I tgxSa -10;
ctgx<0;

ctgx< -л/З;

ctgx> -1;

ctgx<—;

ctgx> v'3;

6) cosx<0,22.
6) cosx> —0,44.
6) cosx ■>. -0,62.
6) cosx<0,123.

( <3cosx>-—, 6) < 2
[ cos x < 0,5.

( 41cosx < - —, 6) < 2
[ cosx < 0,98.

f cosx <0,34,
6) о «( cosx< —0,56.
6) tgx 0.
6)tgx>--^.

6) tgx < 1.
6) tgx > v'3.16) tgx<—.

v 3
6) tgx>3.
6) tgx ■: -2.
6) tgx > -4.
6) tgx <6.

6)
tgxcl, 
tgx> -л/з.

6)
tgx <8, 
tgx>-l.

tgx <10, 
о) { л (tgx ■ ■<
6) ctgx > 0.

6) cig v ’ -

6) ctgx. ■ -л/З.
6) ctgx< 1.16) Ctgx> -=

v 3
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42. а)
43. а)
44. а)
45. а)

46. а)

47. а)

48. а)

ctgx > -2; 
ctgx <-5; 
ctgx> 0,2;
ctgx 12:
(ctgxc д/З,
(ctgx> —1;
(Ctgx 6,{ 1
ctgx>—=I <3

f ctgx <30, 
(ctgx 20:

6) ctgx>-3.
6) ctgx <-4.
6) ctgx >0,1.
6) ctgx <13.

f ctgxcl,
6) i r-(ctgx>-v3.

6)PtgX<A’
( ctgx > -6.

(ctgx <20,
( ctgx > -30

49. a)

50. a)

51. a)

52. a)

53. a)

54. a)

!gX . ' 1, 
cosx> 0,5;

sinx >0,75,
cosx 0,6;5 sinxc-11 cosxsfc;

tgx>2,5, 
ctgx >0,3;

tgx< л/З,>2 cosx —;
sinx <0,7, 
ctgx <7;

(sinx > 0,55, 
б) ((cosx >0,8., . 12[ smx < -3i,
6)

I COS X . т

( tgx >1,25,
I ctgx >0,7.

f tgx 1.
б> у'з

[ cosx . •.

f sinx < 0,8,
6) i( ctgx <8.

Диагностическая работа 9

Вариант 1

Решите неравенство (систему неравенств)./2 2 ’
2. sinx > —0,77.

f sinx < 0,07, 
/3 2 ’

1. sinx

3.
sinx

л4. cosx< —.

5. cosx > —0,78.

6.
cosx > —0,5, 
cosx < 0,17.
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7. ig.v • ■ -/3.

8. tgx> 18.

9.
tgx<3,
tgx>-l.

10. ctg.vc -
11. ctg.v 2,2.

г 1ctgxfi —=,
12. 73’

[ ctgx >-9.

Вариант 2
Решите неравенство (систему неравенств)., . „ 11. 'шх
2. sinx > —0,88.

{sinx < 0,06,
72 sin.v.. .

4. cosx < —.
5. cosx>-0,69.

( 73, I CQSXJi----6. < 2
[ cosx < 0,19.

8. tgx> 15.

9 pgx<1’
} lg.\\ ■ 3.

10. ctgx< - 7з.

§6.2. Более сложные тригонометрические неравенства

Перейдём теперь к обзору методов решения более сложных триго­
нометрических неравенств. Многие из таких неравенств сводятся к од­
ному или нескольким простейшим с помощью равносильных алгебра­
ических преобразований или метода введения новой переменной. Ме­
тод интервалов используется при решении тригонометрических нера­
венств с учётом периодичности и свойств чётности/нечётности триго­
нометрических функций. Метод знакотождественных множителей для 
решения тригонометрических неравенств практически не использует­
ся, что опять-таки во многом обусловлено периодичностью тригоно­
метрических функций и связанной с ней невозможностью подобрать 
простую рациональную функцию с теми же промежутками знакополо­
жительности, знакоотрицательности и нулями. Отдельную группу со­
ставляют неравенства, связанные с обратными тригонометрическими 
функциями. Прежде чем переходить к разбору примеров, напомним 
некоторые основные формулы тригонометрии:

1) sin2 а + cos2 а = 1;
2) sin (а ±/3) = sin a cos/3± cos a sin/3;

cos(a ± /3) = cos a cos /3 sin a sin (3;
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3) sin 2а = 2 sin a cos а;
cos 2а = cos2 а — sin2 а = 2 cos2 а — 1 = 1 - 2 sin2 а;
, о 2tga

as2a=^l;
ь 2 ctg а

-2 1 —cos 2а4) sm2a=---- 5------>
2 1 +cos 2а

cos-' a =----2------ >
(X + B ct — B

5) sin a + sin 13 = 2 sin —— cos —2— •’
■ z, „ a + /3 . a-B 

sm a — sin p = 2 cos —?— sm —;
„ „ а+в a-B

cos a + cos p = 2 cos - - cos -
a + /3 . a-0 

cos a — cos /3 = -2 sm —— sm —;

6) sin a - cos 13 = |(sin(a- /3) + sin(a + /3));

cos a - cos /3 = ~(cos(a — /3) + cos(a + /3));

sina-sin/3= ^(cos(a — /3) — cos(a + /3));

7) asina±bcosa= \/ a2 + b2sin(a± </?), где sin у? = ; cos</> =

= , u : (здесь a > 0, b > 0; при a < 0 выражение указанного вида 
Va2+b2

легко получить, если вынести за скобки —1).
Метод преобразования выражения asina±bcosa в выражение

V а2 + b2 sin(a ± </>) называется методом вспомогательного аргумента 
(угла). Этот метод удобно применять к решению неравенств вида 
a sin а ± b cos а V с, рассмотрев прямоугольный треугольник с катетами 
а и Ъ и острым углом противолежащим катету Ь:

Рис. 21
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После деления обеих частей такого неравенства на \/a2 --I-- Ъ2 при- 
а . Ь ч, сходим к неравенству sin а • —, ± cos а • , V _ ■, откуда

Уа2 + Ьа уа2 + Ь2 Уа2 + Ь2
sin а • cos w ± cos а • sin V - , и sin(a ± у?) V —.. . Последнее

Va2 + b2 уа2 + Ь2
неравенство является по сути простейшим. Кроме того, из равенства 

a sin а ± b cos а = у a2 + b2 sin (a ± <p) следует, что

- V a2 + b2 sf a sin a ± b cos a < у a2 + b2,

t. e. |asina± bcosa| С V a2 4- b2.
Далее для экономии места рисунки, иллюстрирующие решение про­

стейших тригонометрических неравенств (эти неравенства подробно 
рассмотрены в предыдущем параграфе), будут опускаться.

Равносильные преобразования

Рассмотрим примеры задач, в которых равносильные преобразова­
ния позволяют свести данное неравенство к одному или нескольким 
простейшим.

Пример 1. Решите неравенство cos 2х -I- sin2 х < 0,75.

„ „ „я 1 - cos 2хРешение. Поскольку sin х =----- ------ , приходим к неравенству
„ 1 ■ cos 2.x . 3cos 2х 4--------5----- < 4, откуда

cos 2х < | <=> тг 4- 2~п < 2х < Р2пп + пп + пп, п е Z.
23 3 6 6

Ответ: - +тр + neZ.

Пример 2. Решите неравенство | sinx > | cosx|.

Решение. Данное неравенство равносильно неравенству sin2x> 
> cosz х, откуда

cos2 х — sin2 х < 0 <=> cos 2х < 0 <=> у + 2л.п < 2х < 4- 2пп <=>

я . Зя . рт,— + яп<х< — + яп, п е Z.

Ля . Зя . Л тОтвет: I +яп; -^- + яп L neZ.
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Пример 3. Решите неравенство V3 sin 2х +cos 2x^ — 1.
Решение. Применим метод вспомогательного аргумента, разде­

лив обе части неравенства на у (Уз)2 -I-12 = 2. Получим

. „ л/3 , „1.1sm 2х • “2“ + cos 2х у < - -,

откуда 
■ „ л . „ . я 1sm 2х cos у- + cos 2х sin -л < — -6 6 2

и

sin (2х+ - | фф + 2яп < 2х+ ? < — ? + 2-ли фф
V 6 7 2 6 6 6

ф=> ~ - 2.-/1 < 2х< --- 4-2-п < > -ф - п:/; < X С —-~п, п eZ.3 2 6

[7Т - 7Т . "I гп- ^ + лп; - g- -I- кв. |, п еZ.

Пример 4. Решите неравенство 4cos7x- cos 3x^ 2 cos 10х+ \/3.
Решение. Преобразуем произведение косинусов в левой части 

неравенства в сумму. Получим

4 • | (cos 10х + cos 4х) 2 cos 10х + V3, 

откуда

л л/3 Л „ . Л „ Л . ЛП . . л лпcos4x > — ф=> -т- 4-2яп с 4х «С - + 2"п фф -777 + — < х Ф + ут-, 2 6 6 24 2 24 2
П € Z.

„ Г л . шг л . пп~\Ответ: - + ■.. ; -I-- ■. - peZ.
В следующем примере ключевой идеей решения является разложе­

ние на множители.
Пример 5. Решите неравенство sin2x+ У2 sinx <2cosx4 /2.
Решение. Воспользуемся формулой синуса удвоенного аргумента 

и вынесем за скобки общий множитель:

2sinxcosx+ V2sinx< 2cosx+ -/2Ф=>sinx(2cosx + У2) < 2cosx+ Vz.

Перенесём все слагаемые в правую часть неравенства и ещё раз выне­
сем общий множитель:

2cosx + /2 — sinx(2 cosx4- /2) > О Ф=> (2 cosx+ /2) (1 — sinx) > 0. 
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Поскольку sinx < 1 при любом действительном значении переменной, 
последнее неравенство равносильно системе неравенств

(sinx^l, Г-^-г2лп < х < ■? + 2лп,
< ,/2 <=> ,~ о n е Z.

1 cosx >-—, -| + 2лп < х < -^-г2яп,z. I- 2 4

[Зя , „ я , ~ Л Л л , о Зя о г,?—— + 2лп; — + 2лп ] и I - + 2яп; — + 2лл , п еZ.
Рассмотрим пример, в котором приходится учитывать ОДЗ неравен­

ства.

Пример 6. Решите неравенство . „ < а/2.Sin tCiJC
Решение. Применим формулу удвоенного аргумента:

2 sin 2х cos 2х 
sin2x

cos 2.x < —, 

sin 2х О

+ 2яп < 2х < Л + 2лп,7ял + 2 л/; < 2х < -'■ +- 2пп,

п , ,- + тп<х< о
Я , т"П<ХС

Д + пп,
7л , —-1-лп,

n е Z.

п , \ (я , /я , П „; + яп J и i — + ли; — + mi , п е Z.п ,g+TUl

Пример 7. Решите неравенство |3 sinx — 1| Д sinx.
Решение. Данное неравенство равносильно совокупности нера­

венств
г • 4,1

3sinx — 1 > sinx, smx 2,
3sinx- 1 < -sinx 1L L15111Л

+ 2nn С Ж C + 2mi,6 6
n - arcsin 7 4- 2тт x 2л + arcsin - -I- 2mi,

n e Z.

Ответ: ^+2mi;^-+2mi | и |jt—arcsin|+2^n;2re+arcsin^+2ren 

neZ.

Метод введения новой переменной

Метод введения новой переменной позволяет свести тригономет­
рическое неравенство к алгебраическому и после решения алгебраи­
ческого неравенства и обратной замены получить одно или несколько 
простейших или более простых по сравнению с данным тригонометри­
ческих неравенств.
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Пример 8. Решите неравенство 6 sin2 х — sinx - 1 0.

Решение. Пусть sinx = z. Тогда 6z2 — z — 1 s; 0. Корнями квадрат­
ного трёхчлена в левой части полученного неравенства являются числа

1 1- - и - , поэтому оно равносильно системе неравенств

Сделаем обратную замену:

sinx

sinx
откуда

“1 7Т— arcsin =■ + 2лп .£ х < -■ + 2ттп, 3 6
Т 2яп < х < я + arcsin тг + 2ттп,L о 3

п е Z.

[1 , „ л , ' I 5л , „ , 1 , „ I- arcsm у -I- 2пп; ~ + 2яп и + 2яп; те + arcsm + 2теп ,
neZ.

Пример 9. Решите неравенство 2 sin2 х — cos х — 1 < 0.

Решение. Воспользуемся основным тригонометрическим тожде­
ством и приведём неравенство к квадратному относительно cosx. По­
лучим

2(1 — cos2x) — cosx — 1 С 0 <=> 2 cos2х + cosх — 1 > 0.

Пусть cosx = z. Тогда 2z2 + z — 1 >0. Корнями квадратного трёхчлена 
в левой части последнего неравенства являются числа —1 и 0,5, поэто­
му оно равносильно совокупности неравенств

z > 0,5, 
z С-1.

Сделав обратную замену, получим 

cosx > 0,5, 
cosx < —1

cosx > 0,5, 
cosx = — 1,

откуда

- л + 2теп С х С 77 + 2теп,
3 3 п е Z.

х = п + 2теп,

Ответ: - - +2яп; - +2пп | и {я + 2яп}, п eZ.
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Пример 10. Решите неравенство со^2д. + tgx — 3 > 0.

Решение. Приведём неравенство к квадратному относительно tgx.
1 яВоспользовавшись тем, что ——- = tg х + 1, получим неравенство 

tg2x-l-tgx —2>0. Пусть tgx = z. Неравенство приметвид z2+ z — 2 > 0. 
Корнями квадратного трёхчлена в левой части последнего неравенства
являются числа -2 и 1, поэтому оно равносильно совокупности нера­

венств Сделав обратную замену, получим

tgx -г 1,
tgx <-2, °ТКуДа

Я , 1 п ,- + яп < X < - + ЯП,

^ + пп<х^п- arctg 2 -г яп,
п е Z.

Ответ: ~ + яп; - + пп j и ( я + яп; rc-arctg2 + rcn], neZ.

При решении биквадратных относительно синуса или косинуса не­
равенств целесообразно после обратной замены использовать форму­
лы понижения степени — это позволит уменьшить число простейших 
неравенств на последнем этапе решения.

Пример 11. Решите неравенство 16cos4x — 16cos2x +3 < 0.
Решение. Пусть cos2x = z. Неравенство примет вид 16z2 —16z + 

+ 3 < 0. Корнями квадратного трёхчлена в левой части последнего 
1 3неравенства являются числа и -, поэтому оно равносильно системе 

неравенств

Сделав обратную замену, получим
( 2 1I COS X > 4,

I 2 3 ( COS X < -,
откуда

{, 1 , 1 f 1
2cos x > -, j 1 + cos2x > 2> j cos2x >

2cos2x < я vl + cos2x<l [cos2x<i

К , о _ 2Л , Я ЯП Я ЯП _ „ФФ-я + ЯП<2х<Я5- + ЯПФФ-7- + яг<Х<-я + -7-, п fc Z.3 3 6 2 3 2
„ /"я . яп я . яп!Ответ: -г + я + яя , п eZ.С 6 2 3 2 J
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Следующее неравенство сводится к однородному неравенству вто­
рой степени.

Пример 12. Решите неравенство 3sin2x —2sin2x + 5cos2x> 2.
Решение. Перепишем неравенство в виде

3sin2x — 4sinxcosx + 5cos2x > 2sin2х + 2cos2х, 

откуда
sin2x-4sinxcosx + 3cos2x > 0.

Рассмотрим 2 случая.
1. Пусть cosx = 0, т. e. x = if 4- nk, k&Z. Тогда sin2x = 1, и неравен­

ство принимает вид 1 > 0, т. е. выполняется при всех х = -if + пк, k&Z.
2. Пусть теперь cosx^O. Тогда cos2x>0. Разделив обе части нера­

венства на cos2х, приходим к неравенству tg2х — 4tgx + 3 > 0. Пусть 
tgx = z. Неравенство примет вид z2 — 4z + 3 > 0. Корнями квадратного 
трёхчлена в левой части последнего неравенства являются числа 3 и 1, 
поэтому оно равносильно совокупности неравенств

z 3, 
z < 1.

Сделав обратную замену, получим

tgx > 3,
tgx ■/ 1,

откуда
arctgS 4- пп < х < п 4- пп, 
п . , 5п ,- + пп < X < — + пп,

п е Z.

Объединив множества решений, полученные в двух рассмотренных 
случаях, находим, что х е | arctg3 + пт; — + ят] , т еZ.

Ответ: f arctg34 пт; ^~- + пт ,те2.

Завершим обзор неравенств, решаемых с помощью метода введе­
ния новой переменной, неравенством, которое требует менее стан­
дартной замены.

Пример 13. Решите неравенство sin2х< sinx 4- cosx 4- 1.
Решение. Пустьsinx-гcosx = z. Заметим,что |z|< у2 (это следует 

из неравенства ci sin a t bcosa| < \/а2 -I- Ь2 — см. формулу 7 в начале 

параграфа). Тогда (sinx 4- cosx)2 = z2, откуда l + sin2x = z2 и sin2x = 
= z2 — 1. Данное неравенство примет вид z2 — 1 < z 4-1, откуда z2 — z — 
— 2 < 0. Корнями квадратного трёхчлена в левой части последнего
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неравенства являются числа —1 и 2, поэтому оно равносильно системе
z>-l, 
z<2.

неравенств Из условия |z| < ^/2 вытекает, что неравенство

z< 2 будет выполнено и его можно опустить. Сделав обратную замену, 
получим неравенство sinx : cosx> —1. Воспользуемся методом вспо­
могательного аргумента, разделив обе части этого неравенства на а/2. 
Получим

1 , 1 1sinx- —-rcosx- — > —■=,
v2 V2 Л/2

откуда

sin х • cos + cos х • sin >

и
■ f 1 , , Я , n „ 5 л: , „sm(x+ 7J > -^= <=* -4 -1-2ЯП < x + 4 < — + 2яп <=> 

< > ~ Ц2лп < x < n + 2nn, n e Z.

Ответ: - -7 + 2nn; n + 2nn j, n eZ.

Метод интервалов

Применение метода интервалов к решению тригонометрических 
неравенств существенным образом основывается на таких свойствах 
основных тригонометрических функций, как периодичность и чётность 
или нечётность. Сам алгоритм метода интервалов не претерпевает су­
щественных изменений: сначала неравенство приводится к виду f (х) V 
V 0; затем определяется основной период Т функции у = /(х); далее 
решение неравенства ищется на любом отрезке длины Т стандартным 
образом (находятся Df, нули функции /(х), и определяются промежут­
ки знакопостоянства /(х), после чего с учётом периодичности записы­
вается ответ). Если функция у = f(x) является чётной или нечётной, 
то решение неравенства ищется на отрезке [б; затем с учётом 

четности (нечетности) находится решение на отрезке — у , после 
чего записывается ответ с учётом периодичности функции у = /(х).

Напомним следующее утверждение.
тУтверждение. Если Т — основной период функции y=f(x), mo -у — 

основной период функции у = f (ах + Ьф
В самом деле, график функции у = f(ax + b) получается из графика 

функции у = /(х) путём последовательного сжатия в |а| раз к оси ор­
динат (если |а| > 1) или растяжения в А от оси ординат (если |а| < 1), 
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параллельного переноса вдоль оси абсцисс и (если а < 0) симметрии 
относительно оси абсцисс. Параллельный перенос и симметрия не вли­
яют на величину основного периода, а сжатие в |а| раз, очевидно, 
уменьшает в |а| раз и величину основного периода (так же как и рас-

1 1 ' тяжение в раз увеличивает в раз эту величину).

Что касается общего периода Т двух функций у = /(х) и у = g(x), 
основные периоды которых равны соответственно Т} и Т2, то число Т 
будет их общим периодом, если существуют такие натуральные числа 

у 
пик, что пТ^ = Т, кТ2 = Т. Отсюда вытекает, что иТх = кТ2, т. е. уг = - 

(отношение периодов Т\ и Т2 должно быть рациональным числом). 
Если это не так (т. е. отношение периодов иррационально), то общего 
периода для таких функций не существует.

Вопрос о периодичности суммы, разности, произведения, частного 
двух периодических функций с основными периодами 1\ и Т2 однознач­
но не решается. Например, период суммы или произведения двух функ­
ций может оказаться меньше периода каждой из них, эти сумма или 
произведение могут оказаться непериодическими функциями и т. п.

На практике для определения общего периода суммы или произве­
дения нескольких периодических функций, как правило, оказывается 
достаточно приведённого выше утверждения.

Пример 14. Решите неравенство sinx + sin3x>sin2x.
Решение. Преобразуем сумму синусов в левой части неравен­

ства в произведение, после чего вынесем за скобки общий множи­

тель. Получим 2sin2хcosх>sin2х, откуда 2sin2х | cosх-- J >0, или 

sin 2х Г cos х - 7; j у 0.

Рассмотрим функцию /(х) = sin2xf cosx и решим неравен­

ство /(х) > 0 методом интервалов. Функция у = /(х) определена на 
всей числовой прямой и является нечётной (поскольку /(—х) = —/(х)) 
периодической функцией, один из периодов которой равен, очевид­
но, 2те (совершенно необязательно доказывать, что это будет основ­
ной период функции). Поэтому сначала решим неравенство на отрезке 
[0; те], а затем воспользуемся нечётностью и периодичностью функции 
у = /(х). Найдём нули этой функции на указанном отрезке. Для этого 

решим уравнения sin2x = 0 и cosx= ■ Из первого уравнения находим 

х - meZ. Отрезку [0; те] принадлежат корни 0; у те. Из второго 

уравнения находим х = ±— + 2те/с, keZ. Отрезку [0; те] принадлежит 
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единственный корень Т. Применим метод интервалов на указанном 
отрезке:

sin2x + + -

1cosx — - + — —

f(x) + +

Теперь, воспользовавшись нечётностью функции у = /(х), найдём 
множество решений неравенства на отрезке [—я; я]:

Получим ту; — Фф и | 0 ; -ту | и Наконец, воспользовав­
шись периодичностью функции у = /(х), найдём множество реше­
ний данного неравенства: У Б2яп;+ 2яп~| и 2яп; —-I-2яп | и 

У Г^ + 2яп; яТ 2яп] ,neZ.

Ответ: Г—■^+2яп;-^'+2яп1 и [2яп;у+2яп] и Г-у+2яп;я+2яп1 

п eZ.

Применение свойств функций

При решении некоторых тригонометрических неравенств исполь­
зуются свойства ограниченности синуса и косинуса; свойства же моно­
тонности тригонометрических функций (на каких-либо промежутках 
числовой оси) практически не используются.

Пример 15. Решите неравенство sin1 ’x + cos19xy 1.
Решение. Так как 0 у | sinx| у 1 и 0 < | cosx| < 1, получаем, что 

sin ху sin2x, cos19x <cos2x. Поэтому левая часть данного неравен­
ства не превосходит sin2x + cos2x, т. е. 1. Тем самым данное неравен­
ство будет выполнено, только когда его левая часть равна 1, что воз­
можно в том и только том случае, если

sin1 х = Sin2x, (sin2xisin x — 1) = 0,
19 2 откуда л 2 с 17 1 > лCOSiy X = coszx, [ cos^xfcos17 x— 1) = 0.
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Из первого уравнения последней системы получаем, что sinx = 1 или 
sinx = 0. Если sinx = 1, то cosx = 0 и второе уравнение системы выпол­
нено. Следовательно, х + 2пк, keZ. Если sinx = 0, то cosx = ±l, но 
второму уравнению последней системы удовлетворяет только cosx = 1. 
Значит, х = 2~п, п е Z.

Ответ: + 2як}, keZ; {2яп}, neZ.

Пример 16. Решите неравенство sin5x • cos4x < — 1.
Решение. Так как | sin5x| < 1 и | cos4x| < 1, левая часть неравен­

ства не меньше —1. Поэтому неравенство будет выполнено, только ес­
ли его левая часть равна -1. Равной -1 она может быть в том и только 
том случае,если

sin5x = —1, 
cos4x = 1.

f sin_5x = 1,
1 , или
[ cos4x = —1

Вместо двух систем можно получить одну, если сначала воспользовать­
ся формулой

sm9x = — 1,
и, значит, 

smx = —1,

sina-cos/3 = 4(sin(ct + /3)+ sin(a-/?))

и перейти к неравенству sin9х 4- sinx < — 2, откуда
я , 2пп

Х ~ ~ 18 + 9 ’
х = -^ + 2пк,

где к е Z, п е Z. Остаётся установить, существуют ли такие целые к 
и п, при которых последняя система имеет решения. Для этого при- 

равняем правые части уравнении системы: 4—— = — - 4- 2~к,
откуда после упрощений получим —1 4 4п = —9 4- Збк. Следовательно, 
п = 9к — 2, и решениями системы являются корни её второго уравне­
ния, т. е. х = — -ту + 2як, к е Z.

Ответ: | — у Т2як|, к eZ.

Пример 17. Решите неравенство 16sin 17х+ 17cos 16х>33.
Решение. Так как sinl7x<l и cos 16x^1, левая часть данного 

неравенства не превосходит 33. Следовательно, неравенство имеет ре­
шения в том и только том случае, если его левая часть равна 33. Равной 
33 она будет тогда и только тогда, когда

sin 17х = 1, 
d r . откуда

cos 16х = 1, 

п , 2пп
Х ~ 34 + 17 s 

пк
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где к е Z, п е Z. Остаётся установить, существуют ли такие целые к 
и п, при которых последняя система имеет хотя бы одно решение. Для

м я , 2яп якэтого приравняем правые части уравнении системы: — 4—,
откуда после умножения обеих частей полученного равенства на 17-8 
и деления на п получим 44- 16n= 17fc. Стандартный способ решения 
полученного уравнения в целых числах не входит в программу средней 
школы. Для решения подобных задач, как правило, достаточно исполь­
зовать элементарные соображения, связанные с делимостью целых чи­
сел. Перепишем равенство 44- 16п = 17к в виде к — 4=16п- 16/с. Оче­
видно, что при любых целых кип число 16п — 16к делится на 16. 
Поэтому равенство возможно лишь в случае, если к - 4 делится на 16, 
т. е. если к — 4= 16/, где I eZ. Таким образом, к = 16/ 4-4, где / eZ. Но 
тогда 44- 16п = 17(16/ 4- 4), откуда п = 17/ 4- 4. Таким образом, найдены 
целые кип, при которых выполняется система

{it . 2яп
Х ~ 34 + 17 ’ 

якх = -.
Осталось правую часть любого из уравнений этой системы выразить 
через /. Получим х = Д 4- 2я/, / е Z.

Ответ: |4-2л/1, / eZ.

Пример 18. Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, 
для каждой из которых 9 cos х — у2 V у — 4х2 — 3.

Решение. Перепишем данное неравенство в виде

9cosх > у24- Vy _ 4х2 ' 3

и попытаемся оценить левую и правую части полученного неравен­
ства. С левой частью всё понятно: -9^9cosx < 9. Правая часть нера­
венства определена только при условии у - 4х2 — 3^0, откуда у > 4х2 4- 3 
и, следовательно, у 3. Но тогда у2 > 9. Таким образом, правая часть 
неравенства не меньше 9, а левая — не больше 9. Поэтому неравенство 
будет выполняться, только если и левая, и правая его части равны 9. 
Для этого необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

1 cosx = 1,

______
I х/у - 4х2 - 3 = 0,

Ответ: СО; 3).

откуда
х = 0,
У = 3.
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Пример 19. Решите неравенство cos(rrx) + cos(a/7ttx) > 2.
Решение. Так как cos(ttx) < 1 и cqs(a/7ttx) 1, левая часть данно­

го неравенства не превосходит 2. Поэтому неравенство будет выполне­
но, только если его левая часть равна 2. Равной 2 она может быть в том 
и только том случае, если

f соз(ях) = 1, ( ~х = 2яп, f х = 2п,
\ ' откуда 1 = и, значит, \ _
(cos(v/7rx) = 1, [V7nx = 2mk, [у/х = 2к,

где к е Z, п € Z. Если п = к = 0, то х = 0 — решение системы. Если 
и 0, то х 0 и можно второе уравнение системы почленно разделить

/-к ' г-
на первое. Получим v7 = -« Поскольку у7 — число иррациональное, 

к ка - —число рациональное, равенство у7 = - не может выполняться 
ни при каких целых кип. Следовательно, х = 0 является единственным

(х = п,
решением системы -I а вместе с ней и данного неравенства.

Ответ: {0}.

Неравенства, содержащие обратные тригонометрические функции

Последнюю группу задач этого параграфа составляют неравенства, 
содержащие обратные тригонометрические функции. Решение таких 
неравенств существенным образом основывается на определении и свой­
ствах арксинуса, арккосинуса, арктангенса и арккотангенса. Напом­
ним эти определения и свойства.

I. Арксинусом числа а (обозначение: arcsina) называется такое 
число а, что а) а е [ - j; б) sin a = а, т. e. a = arcsina, если a e

Г n я “Ie - у; у и sin a = a.
Из этого определения и свойств синуса вытекают следующие свой­

ства функции у = arcsin х:
1) областью определения D (arcsin х) функции является отрезок 

[-1; 1];
2) множеством значений Е(arcsinх) функции является отрезок

I“ 2; 2J;

3) функция у = arcsinx нечётна: arcsin(—х) = — arcsinx;
4) функция у = arcsinx монотонно возрастает на всей области опре­

деления.
II. Арккосинусом числа а (обозначение: arccosa) называется такое 

число а, что а) а е [0; я]; б) cos а = а, т. е. а = arccosa, если а Е [0; я] 
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и cos а = а. Из этого определения и свойств косинуса вытекают следу­
ющие свойства функции у = arccosх:

1) областью определения D (arccos х) функции является отрезок

2) множеством значений Е(arccosx) функции является отрезок 
[0; я];

3) функция у = arccos х не является ни чётной, ни нечётной;

arccos(—х) = я — arccosx;

4) функция у = arccosx монотонно убывает на всей области опре­
деления;

5) arcsin х + arccos х = ту для любого х е [ -1; 1 ].
III. Арктангенсом числа а (обозначение: arctga) называется такое 

число а, что а) а е х ‘у, б) tga = а, т. е. а = arctga, если а е 

е ( — ту; ф I и tga = а. Из этого определения и свойств тангенса выте­
кают следующие свойства функции y = arctgx:

1) областью определения D (arctgx) функции является вся числовая 
прямая;

2) множеством значений E(arctgx) функции является промежуток 
Л я, л Л .
I 2’ 2J’

3) функция у = arctgx нечётна: arctg(—х) = — arctgx;
4) функция у = arctgx монотонно возрастает на всей области опре­

деления.
IV. Арккотангенсом числа а (обозначение: arcctga) называется та­

кое число а, что а) ас (0; я); б) ctga = a, т. е. а = arcctga, если ае (0; я) 
и ctga = a.

Из этого определения и свойств котангенса вытекают следующие 
свойства функции у = arcctgx:

1) областью определения В(arcctgx) функции является вся число­
вая прямая;

2) множеством значений Е(arcctgx) функции является промежуток 
(0; я);

3) функция у = arcctgx не является ни чётной, ни нечётной;

arcctg(—х) = я —arcctgx;

4) функция у = arcctgx монотонно убывает на всей области опре­
деления;

5) arctg х + arcctg х = для любого х е >,
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Свойства монотонности обратных тригонометрических функций с уче­
том областей определения этих функций существенным образом исполь­
зуются при решении стандартных неравенств вида /(g(x)) v/(h(x)), 
где f — одна из четырёх обратных тригонометрических функций:

rg(x) < /?(х). 
arcsin(g(x)) < arcsin(h(x)) <=> < g(x) > -1,

I h(x) 1;

rg(x) > h(x), 
arccos(g(x)) < arccos(h(x)) «=> < g(x) < 1,

I h(x) > -1;

arctg(g(x)) < arctg(h(x)) <=> g(x) < h(x); 
arcctg(g(x)) < arcctg(7i(x)) <=> g(x) > /i(x).

Для нестрогих неравенств все неравенства после знаков равносильно­
сти также будут нестрогими.

Пример 20. Решите неравенство

arcsin(12x2 — 8х — 1) arcsin(2x4- 1).

Решение. Данное неравенство равносильно системе неравенств

12х2 — 8х—1 < 2x4-1, ( — 5х —1<0,

12х2-8х-1 >-1, откуда хГх- -И > 0, 

2х+1<1, ^<0.

Корнями квадратного трёхчлена 6х2 - 5х - 1 являются числа — | и 1, 

поэтому множеством решений первого неравенства системы является 
промежуток - I; 1 . Множеством решений второго неравенства си­

стемы является объединение промежутков (—оо; 0] и [|i +°°) • Множе­

ством решений всей системы является промежуток | 0 |.

Ответ: | - с/.

Пример 21. Решите неравенство

arccos(4x2 — Зх — 2) + arccos(3x2 — 8х — 4) > п.

Решение. Перепишем данное неравенство в виде

arccos(4x2 — Зх — 2) > я — arccos(.3x2 — 8х — 4) 
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и воспользуемся тем, что п — arccosa = arccos (-а). Получим неравен­
ство

arccos (4х2 — Зх — 2) > arccos(—Зх2 + 8х--1--4).

Это неравенство равносильно системе неравенств

4х2 -Зх-2 < -Зх2 4- 8х + 4, ( 7х2 - 11х - 6 < О,
4х2 — Зх — 2 Д — 1, откуда < 4х2 — Зх — 1 > О,
-Зх2 + 8х + 4 1, 1зх2-8х-3 >0.

„ 3
Корнями квадратного трёхчлена 7х - Их - 6 являются числа —у и 2, 
поэтому множеством решений первого неравенства системы является 
промежуток [— ?; 2 |. Корнями квадратного трёхчлена 4х2 — Зх — 1 яв- 

ляются числа — - и 1, поэтому множеством решении второго неравен­

ства системы является объединение промежутков ( - оо; — | и [1;+<»).
, 1

Корнями квадратного трёхчлена Зх — 8х — 3 являются числа — - и 3, 
поэтому множеством решений третьего неравенства системы является 
объединение промежутков | | и [3; 4-оо). Множеством реше-

Г 3 11нии всей системы является промежуток - - .

гл Г 3 1 1Ответ: - .
При решении неравенств, левая и правая части которых представ­

ляют собой разноимённые обратные тригонометрические функции, 
целесообразно использовать метод интервалов либо свойства моно­
тонности этих функций.

х Ч- 2 Зх Ч-1Пример 22. Решите неравенство arcsin 5 < arccos —.— 

Решение. Рассмотрим функцию

/(х) = arcsin —----- arccos ——

и решим неравенство f (х) < 0 методом интервалов.
1. Найдём !)(/)■ Для этого решим систему неравенств

-1 < $ 1,

. Зх + 1 .. .. -1 <. 5 1

-5<Х + 2<5, (-7^Х<3, 
-5 С Зх+1 < 5 I -2 <х g 4
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2. Найдём нули функции /(х). Для этого решим уравнение

х + 2 Зх +1arcsin — - = arccos —- -

Для решения уравнений, левая и правая части которых представляют 
собой разноимённые обратные тригонометрические функции можно 
использовать следующий алгоритм. Пусть

х + 2 Зх +1а = arcsin ——- = arccos —г.

гр . х + 2 Зх +1Тогда sm а = ——, cos а = —=—, откуда

т. .х + 2 Г п л 3Кроме того, поскольку а = arcsin 5 , получаем, что а е — -у; ,
Зх +1а поскольку а = arccos , получаем, что а е [0; п]. Таким образом,

z- Гл я I х + 2 „ , Зх +J.,,f . 1Ла е 0; - , откуда —— 0 (т. е. х > -2) и —т— >0 I т. е. х .
Итак, для нахождения нулей функции /(х) нужно решить уравнение 

ma+ma=i

с учётом D(J0 и условия х> Приходим к системе

Для расстановки знаков наиболее удобно использовать граничные 

точки области определения: /(—2) < 0, f ; >0.
Ответ: [-2; 1].
Заметим, что, решив систему в п. 3, можно было не применять ме-

1 . х + 2тод интервалов, а воспользоваться тем, что функция у = arcsin ——
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1 ол т ±монотонно возрастает, а функция у = arccos —— монотонно убыва- 
ет на D(f), поэтому решением данного неравенства является отрезок 
[ 2; 1]. Следует, однако, понимать, что метод интервалов является 
более универсальным: он применим и в тех случаях, когда свойства 
монотонности использовать не удаётся.

Заметим также, что

i (g(x))2 + (h(x))2 = 1,

arcsin(g(x)) = arccos(hО)) g(x) >0,
= h(x) > 0.

Для вычисления корней уравнений, левая и правая части которых пред­
ставляют собой обратные тригонометрические функции, полезными 
могут оказаться и следующие равносильные переходы:

, , , ,, f gCx) • h(x) = 1, (g(x)-h(x) = l,arctg(sW) = arcctg(Mx)) » | gfe) > Q « ( Mx) > 0;

Itste))2 = (1И- + Г 

arcsin(g(x)) = arcctg(h(x)) <=> > 0

\ h(x) > 0;

|(ВД)1=шк?
arctg(gCxj) = arccos(h(x)) <=> > 0,

^g(x) > 0;

arcsin(g(x)) = arctg(h(x)) <=> (g(x))2 = №^2Д

arccos(g(x)) = arcctg(7i(x)) <=j> (g(x))2 = r

Рассмотрим теперь два примера, решение которых основано на таких 
свойствах обратных тригонометрических функций, как монотонность 
и ограниченность.

Пример 23. Решите неравенство

arccosх+arccosХ-У2 + arccosх Уз

Решение. Рассмотрим функцию

/(х) = arccos х +arccos ха/2 +arccos ха/З.
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Эта функция монотонно убывает на всей области определения ——;
L v 3 V 3 J

(как сумма убывающих функций). Кроме того, / Значит, мно-
Г1 11 жеством решении данного неравенства является промежуток | -y=J-

Ответ: 1.
1-2’ д/зJ

Пример 24. Решите неравенство

arccos(2x2 — 7х +5) + arcsin(6x2 - 19х + 15) >

Решение. Поскольку

arccos (2х2 — 7х +5) < я, arcsin(6x2 — 19х +15) ,

левая часть данного неравенства не больше Поэтому неравенство 
будет выполнено в том и только том случае, когда его левая часть равна 
Зя■, что возможно, только если

arccos(2x2 — 7х + 5) = п, 

arcsin(6x2 - 19х +15) =

2х2 - 7х + 6 = О, 
6х2 - 19х+ 14 = О

2х2 —7х + 5 = -1, 
6х2—19х-1-15 = 1

х = 2,
х = 1,5,
х = 2, <=>х = 2.

Ответ: {2}.
В заключение обзора методов решения неравенств, содержащих 

обратные тригонометрические функции, рассмотрим два примера на 
метод введения новой переменной.

Пример 25. Решите неравенство arccos2 х — 3 arccos х + 2 0.
Решение. Пусть t = arccosх. 0 < t < я. Тогда

Г2 - Зг + 2 > 0 <>
t 2,

Поскольку 0 t < я, получим

2 < t < я, 
0 5$ t < 1.
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Сделаем обратную замену:

~2 s'arccosx I I С х cos2.
О arccosx С 1 cosl < х С 1.

Ответ: [—1; cos 2] и [cos 1; 1].

Пример 26. Решите неравенство arccosх■ arcsinx < —.

Решение. Поскольку arccosx = - — arcsinx, данное неравенство 
равносильно следующему:

- arcsinx • arcsinx < 777, lo
откуда

18 arcsin1 2 3 х — 9п arcsinx + л2 Э 0.

1. a) sin ^4х - j > -0,5;

2. a) sin^2x+^-j <^;

3. а) cos(3x-^)>^;

Пусть t = arcsin х, - с. ( s. -. Тогда

18г2 — 9яГ + я2 > 0 < > 3’л
6’

Поскольку — , получим

Сделаем обратную замену:

Упражнения к § 6.2
Решите неравенство.

б) sin (Зх + > —у- 

б) sin(5x + ^)<^. 

б) cos (2х-^)>^.
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4. a) cos(4x-^<-^;

5. a) tg(2x + ^)>-^=;

6. a) ctg(5x-^)>-^;

7. a) ctg(^2x + ^j УЗ;

8. a) cos2х--0.5- cos2x;
9. а) 2 cos2 х + cos 2х(+ л/3 + 1; 

б) cos (зх _0,5.

6)tg(3x-^)>-V3.

б) ctg(10x+^) >-1.

б) ctg(3x-^<^

б) cos 2х + sin2 х< 0,25.
б) 1 + cos 2х Js л/2 + 2sin2 х.

10. а) 1+ /2 + 2cos2x + sin2x2a (sinx + cosx)2;
б) 1 + д/З + 2 cos 2х — sin 2х > (sinx — cos x)2.

11. a) 4 sin 5x cos 3x 2 sin 8.x -I- УЗ;
12. a) 2 cos 7x cos 6xg5O,5 +cos 13x;
13. a) 4cos4xcos6x>2cos2x +/3;
14. a) 4sin3xsin2x + 1 <2cosx;
15. a) 2sin5xsin3x + cos8x>0,3;
16. a) sin 4x > cos 4x;
17. a) sin x < л/З cos x;
18. a) sinx + cosx i:
19. a) sin x — V 3 cos x л/2;
20. a) I sin 5x| | cos 5x |;
21. a) |5 sinx —1| (5:3 sinx;
22. a) |5sinx — 2|<sinx;
23. a) 15 cosx— 4| 3= cosx;
24. a) |5tgx-2|>3tgx;
25. a) |9ctgx - 8| < ctgx;
26. a) I tgx + 0,5| + |tgx —0,5|<2;
27. a) I tgx| + | tgx — 1[ sC 1;
28. a) I ctgxI +1 ctgx - 2] +
29. a) v2tg5x ■ cos 5x< 1;
30. a) 2ig4.v-cos4.v( 1;
31. a) 2 ctg 8x ■ sin 8x + л/3 0:
32. a) 2 ctg lOx ■ sin 10X > V2;

6) 4sin7xcos5x+ -/3 <2sinl2x.
6) 2 cos 8x cos 7x + 0,5 S.. cos 15x.
6) 4cos3xcos7x + V3£2cos4x.
6) 4sin4xsin3x < 2cosx + 1.
6) 2sin7xsin2x + cos9x>0,2.
6) cos2x>sin2x.
6) cosx < -/Ssinx.
6) sinx — cosx 1.
6) v'3sinx ■ cosx . v'2.
6) |sin7x|^|cos7x|.
6) |7sinx— Г 5sinx.
6) |7sinx-3|<sinx.
6) |6cosx — 5| >cosx.
6) |7tgx-3| >4tgx.
6) |8ctgx-7|< ctgx.
6) | tgx+0,25| + | tgx — 0,25| < 2.
6) |tgx| + |tgx + l|< 1.
б) I ctgx| + I ctgx + 2| 14.
6) 2 tg 3x ■ cos Зх < л/З.
6) v'2 tg 6x • cos 6x > 1.
6) 2 ctg 5x ■ sin 5x + л/2 < 0.
6) 2 ctg 12x ■ sin 12x > a/3.
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34. a) sin 1х <. 5 sin х;
35. a) 2sin3x — 2 sin х + cos2 а';а 0:
36. а) 2 cos3 х — cos2x + 2 cosx — 1.0;
37. a) 6sin2x + 5 sinx — 4< 0;
38. a) 6cos2x — 7cosx — 5>0:
39. a) 3 cos 2x — 5 cos x — 1 > 0;
40. a) 2 cos 2x —12 sinx+ 5^0;
41. a) 10sin2x - 9 cos (x + - ] - 7 > 0;

42. a) 6 cos2 X > 5 cos fx + — i + 2;

43. a) 2 cos 2x + 4cos -x ) + 1< 0;
9 5

44. a) 2+—cosx COS .A
45. a) —^- + — -4^0',sin 2x sinx
46. a) —V + —7^---r + 2>0;cos x sinrj-faj
47. a) 7tg2x---- -—• 1. -0;° cosx
48. a) ------- — - 1 > 0;ig-.v sinx
49. a) sin2 x^ 2sinx;
50. a) 8 sin4 x — 6 sin2 x + 1 0;
51. a) 8cos4x —18cos2x + 9<:0;
52. a) 3 tg4 x - 4 tg2 x +1> 0;
53. a) ctg4x-5ctg2x + 4iC0;
54. a) sin2 x > sinx -cosx;
55. a) sin2x — 3sinxcosx — 4cos2x 0;
56. a) sin2 x — 5 sinx cosx + 6 cos2 x > 0;
57. a) 4sin2x —9sinxcosx + llcos2x<3;
58. a) 0,4sinxcosx + sinx + cosx;
59. a) 2sinxcosx + 5(sinx — cosx)>5;
60. a) cosx + cos5x < cos3x;

61. a) cosx sin 3x cos2x <0;

62. a) sin15 3x + cos25 3x2* 1;

6) sin2x> 7cosx.
6) /2 cos3 x — */2 cos x + sin2 x0.
6) -/2sin3x —sin2x+ \/2sinx — 1 «CO.
6) 4sin2 x — 12 sinx + 5 < 0.
6) 4cos2x + 4cosx —3>0.
6) 2 cos 2x + 8 cosx — 3 > 0.
6) 2 cos 2x +16 sinx + 7 C 0.

6) 6 sin2 x +13 cos ' - 8 > 0.

6) 4cos2x>4cos ( x - — ! + 1.

6) 2 cos 2x + 4sin +x j - К 0.

6)6+^->—.cos2 x cosx
5 76) —-I-— - 6 c 0.sin2x sinx

6) —2---------- --------- + 2Ж0.sirrx cos^+xj
6) 6tg2x---- -—Hl>0.cosx
6) -4- + ^-+3>o.tg2x sinx
6) COS2 X=C3 cosx.
6) 8 sin4 x — 10 sin2 x + 3 > 0.
6) 8cos4x — 22 cos2 x + 5 C 0.
6) 3tg'x lOtg x • 3. -sO.
6) ctg4 x - 10 ctg2 x + 9 < 0.
6) cos2x>sinx■ cosx.
6) sin2x — 5sinxcosx — 6cos2x.< 0.
6) sin2x — 7sinxcosx + 12cos2xi>0.
6) 3sin2x — 8sinx cosx + 9cos2x < 2.
6) 0,5sinxcosxsCsinx +cosx+ 1.
6) 2sinx cosx+ 3(sinx — cosx) + 3>0.
6) sinx + sin5x < sin3x._ sinxcos3x6)------ -—<0,cos 2x
6) sin27 4x + cos29 4x > 1.
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63. a) 16sinl0x + 15cosl2x^—31;
64. a) 5cos4x —llsin5x> 16;
65. a) sin9x-cos8x^ — 1;

б) 21 sin 22х 4- 23 cos 24х > 44.
б) 7 sin 5х + 8 cos 6х.=С —15.
б) cos Их ■ cos 13х > 1.

66. Найдите все пары (х; у) действительных чисел х и у, для каждой из 
которых

а) 27cosx >у3 4- ,/у-5х4 —3; б) 64cosxy у3 4-д/у - 7х2 - 4.
Решите неравенство.
67. a) Seos (VSttx) 4-9cos(jtx) > 14; б) 6cos (л/бях) 4-5cos(;:.v)'.'11.
68. a) arcsin(3x2 4- 2x — 2) 4)arcsin(x + 2);

б) arcsin(3x2 - 4x — 1) < arcsin(x + 1).
69. a) arcctg(8x2 - 6x - l)<arcctg(4x2 - x T 8);

6) arcctg(2x2 — 3x — 1)< arcctg(x2 — 0,5xT8).
70. a) arccos(x2 — 2x — 2) arccos(x + 2);

6) arccos(x2 + 2x — 2) arccos(x +4).
71. a) arccos(4x2 + 5x — 1) + arccos(3x2 — 2x — 9)}? я;

6) arccos(4x2 — 11x4-5) 4- arccos(3x2 — 14x + 7)ja®,. 4x —5 5x —6 . 3x-5 7x —1872. a) arcsin —-— д arccos —-—; 6) arcsin —-— > arccos —-—.. .2x4-1 5x4-2 . 5x — 3 2x —173. a) arcsin arccos ; 6) arcsin ^ arccos .

74. a) arcsin Ji ~ 4- arcsin 4- arcsin у 4- arcsin у — < ~.

6)

75. a) arccos(2x2 4- 3x) — arcsin(3x2 4- 4x) J

6) arccos(5x2 4- 6x) — arcsin(4x2 4- 5x); 3n

76. a) arccos(—3x2 4- 8x — 4) — arcsin(6x2 — 17x 4-12) C — —:

6) arccos(8x2 — lOx 4-3) — arcsin(—6x2 4- 13x — 6) < — —.

77. a) arccos2 x — 4 arccos x 4- 3 > 0;
78. a) 6 arcsin2 x — 5 arcsin x 4 1C 0;
79. a) arctg2x — 7arctgx 4-12 > 0.
80. a) arcctg2 x — 9 arcctg x 4- 20 < 0;

6) arccos2 x — 5arccosx4-6^0.
6) 8 arcsin2 x — 6 arcsin x 4-1^0;
6) arctg2 x — 7 aretgx -I-10 > 0;
6) arcctg2 x — 12arcctgx 4- 20< 0.
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Диагностическая работа 10
Вариант 1

Решите неравенство.
1. tg^6x + -~-^ <л/3.

2. 4 sin 4х cosx + Уз^2з1пЗх.
3. |3 cosx + 2| <7 cosx.
4. л/З cos 2х — sin 2х 4- У2Э 0.
5. | ctgx- 0,25| -I-1 cigx 0.75 ; 1.r sin 10х
6. ---- —-9 1.cos5x
7. 4sin x4-8sin2x-3sinx — 6<0.3
8. 4sin2x + 8 sin \ — + xj 4-1<0.
9. sin x 4- sin 2x +■ sin 3 v.. 0.
10. Seos (3/5ях) ■ 2cos''.4:;x) 7.
11. 3 arcsin 2x < 1.
12. 12 arcsin2 x — 7n arcsinx 4- n2 <0.

Вариант 2
Решите неравенство.
1. tg(8x + f)<^.

2. 4sin6xcos2x4i2sin4x4- /2.
3. |2cosx4-3| <8cosx.
4. cos 4x — Уз sin 4x 4- 0.
5. | ctgx4-0,25| 4-1 ctgx4-0,75|>l., sin 12x6. ---- — ^2.cos 6x
7. 4cos x — 24cos2x — 3 cosx 4-18 >0.3
8. 6sin2x - 7sin { —1 -xj - 1 < 0.
9. cosx + cos2x4-cos.3x 0.
10. 2cos (2v'3nx) 4-3cosi2.;x) 5.
11. 4 arcsin 3x < 1.
12. 24arccos2x — 10narccosx 4- я2 ■ 0.
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Показательными выражениями будем называть выражения, алгеб­
раическая запись которых содержит переменную в показателе (отсюда 
и название) степени. Неравенства, одна или обе части которых со­
держат показательные выражения, называются показательными. Как 
было оговорено ранее, наряду с показательными в таких неравенствах 
могут встретиться рациональные, иррациональные и тригонометри­
ческие алгебраические выражения. Общие методы решения показа­
тельных неравенств не отличаются от общих методов решения других 
неравенств: это равносильные преобразования, метод введения новой 
переменной, метод знакотождественных множителей, метод интерва­
лов и др. Разумеется, эти методы основываются на свойствах степени 
с действительным показателем, которые аналогичны свойствам степе­
ни с рациональным показателем. Напомним эти свойства.

Если а > О, Ъ > 0, а п и т — действительные числа, то

лппп ' пт _  пп+т. и____ пп-т.CL ’ LL — (1 , — (х ,

(ап)т = апт; an -bn = (ab)'1; ап _ ЛаV
Ьп ~ Vb) '

§ 7.1. Простейшие показательные неравенства

Простейшими показательными неравенствами назовём неравенства 
вида a-™ V аь или а?™ V ag(x\ где а и Ъ — действительные числа, а > О, 
а 1, Дх) и g(x)— многочлены первой или второй степени. Реше­
ние простейших показательных неравенств существенным образом ос­
новывается на монотонности показательной функции: если а > 1, то 
функция у = возрастает на всей числовой прямой, и тогда а*1 < а*2 <=> 
<=> < t2, а11 < at2 Ф=> Д tg t2; если 0 < о < 1, то функция у = at убывает 
на всей числовой прямой, и тогда afl < at2 < >lt > t2, a'1 < at2 <=> t1~y-12. 
Из этих свойств следует, что если а > 1, то

< аЬ <=> уД) < 

а/Сс) > аЬ <=> уД) > Ь, 

ag(x) уд) < g(x),

a/C.v) > ag(.v) уд) > g(x)5

af(x> У а' < > f (х) < b,
> ab <=> f (x) > b, 

a/(x) /(x) < g(x)5

agM <=> f (x) > g(x)
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(т. е. при переходе к неравенству для показателей степеней знак нера­
венства сохраняется); если 0 < а < 1, то

< аъ <=> /(х) > Ь, 
a/fr) > аь <=> /(х) < Ъ,

< ag(x) <=> f (х) > g(x),
аЛк) > дх) с g(x),

a/w < аь <=> f (х) > Ъ,

аь <=> /(х) g Ь,

g agW <=> /(х) > g(x), 
а^х) asM f(xO g g(x)

(т. е. при переходе к неравенству для показателей степеней знак нера­
венства меняется на противоположный).

Таким образом, под простейшими неравенствами будем понимать 
неравенства, левая и правая части которых — степени одного и того же 
положительного числа, а показатели степеней — многочлены степени 
не выше второй (напомним, что многочленом нулевой степени явля­
ется по определению любое отличное от нуля число). Иногда, чтобы 
привести данное показательное неравенство к указанному виду, доста­
точно в одно или два действия записать его левую и правую части как 
степени с одним основанием. Такие неравенства также будем относить 
к простейшим.

Пример 1. Решите неравенство 2'":'2v g 0,5.

Решение. Запишем правую часть данного неравенства в виде сте­
пени числа 2. Получим

2хЧ2х g 2 ’ <=>.х2 + 2х< -1 <=> х2 + 2х+1 g 0 <=> (х+ l)2g 0 <=> х = -1.

Ответ: {-1}.
Пример 2. Решите неравенство (0,2) г" 5v>25v'2

Р е ш е н и е. Учитывая, что 0,2 = 5 ". а 25 = 52, запишем левую и пра­
вую части данного неравенства в виде степеней числа 5. Получим 

(0 2)х2-5х > 25j2-3x+5 < > 5-х2+5х > ^2х2—6x+io f у

<=> -х2 + 5х > 2х2- 6х+ 10 <=> Зх2 - Их-I-10 < 0.

Корнями квадратного трёхчлена в левой части полученного неравен­
ства являются числа | и 2, старший коэффициент трёхчлена положи­

телен. Следовательно, множество решений неравенства: 2 j.

Ответ: 2^.
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Пример 3. Решите систему неравенств

(5,67)* 1,

16* < 2<

Р е ш е н и е. 1. Решим первое неравенство данной системы, приведя 
его правую часть к основанию 5,67. Получим

(5,67)^х>« (5,67)° <=>х2-16< 0 <=> (х-4)(х + 4) < 0.

5”
6. а) (3,45? >1;
7. а) (2,5? < 0,4;
8. а) (0,1? >100:
9. а) 2'''х'+2+

10. а) 49х2>7х+1;
11. а) 5х'2+4х < (0,2?4х~5 * * * 9;
12. а) 6- '2 4>36:
13. а)
14. а) 2х ■ 5х <100;
15. а) 25 х-125х <0,2;

Значит, множеством решений неравенства является отрезок [—4; 4].
2. Решим второе неравенство данной системы, приведя его левую 

часть к основанию 2. Получим

24х < 2х" <=> 4х < х2 <=> х2 - 4х > 0 <=> х(х — 4) > 0.

Множеством решений неравенства является объединение (—°°;0] и 
и [4; +оо).

3. Найдём множество решений данной системы как пересечение 
множеств [—4; 4] и (—0] и [4; +°°). Получим [-4; 0] и {4}.

Ответ: [-4; 0] и {4}.

Упражнения к § 7.1
Решите неравенство (систему неравенств).

1. а)
2. а)
3. а)
4. а)

2 х <4;
5х+ 0,04;
9х < 27;
8 х > 4;

б) 3х < 27.
б) 4 х >0,25.
б) 16х < 64.
б) 125 х >25.

б) (5,43? >1.
б) (1,25? <0,8.
б) (0,2? >25.
б) 10х2+3«<0,01.
б) 8‘" > 2Х+2.
б) 2х2+5х < (0,5) 5х
б) 72х2+5х > 49.
б) 5х2~6х+11< 25.
б) 3х-4х <144.
б) 16 х -64 х 0,25.
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16. а) 15Х<25-3Х;
17. а) 4х ■ 2 х’2 8;
18. а) 17х 49 < 18х 4
19. а) 68~5х>55х4
20. а) 23 ';2 4 < 24х2"4;
21. а) 7‘1 2г’-,;2 > З28'2 4;
22. а) 3-7^10€7-3^10;
23. a) 4-3x+s^9-2x+s;
24-а) 2ч^;

25. а) 24х2-1и> Д;

26. а) рИзЯН ^13:
27. a) VTF<121;

(11х <121,
28- а) (121х >11;

(3Л 2 <81,
29- а) 7х+2>±.

I 49 ’
( Ж>49,

30. а) 1 --------
( 1V15X<225;
(Пх(> > 13 ' 6,

31-а) (5х-1б<91б-х.

х ■ 8 х < 8*4
х-7х>7х+1;
19^+»> 295х

13*2+8 с 13бх;

б) 6х < 9-2х.
б) 9х-3х2 > 27.
б) 14х~1б<15х~16.
б) 47 4 ' -34 ' 7.
б) 13‘2 у < 14'2 у.
б) Б28"* >
б) 4-9х"8<9-4х"8
б) 16 -З'3 > 25 -4'

^4 С 42х+9 •

б) з4х2-13х>^.

б) (^Т7)10х С\/Т7
б) 143х <169.

13 х < 169,
б)

б)

б)

б)

2*“3<Ж

36

V5X>25, 
1^/ТЗх<169. 

15х-5>11х^5; 
6х-15<715-х.

32. а)

33. а) б)

34. а)

35. а)

36. а)

3.4*+6 j 4. з®*,
5 • 2х+6 _> 2 • 5х+б;
3‘ -7' ' 3.3.
6х <8-3х;
3’ - 27'2 81.
2 х2-4 >0,125;

б)

б)

11х+12^117х, 
17х2+15 С 178х.

2-7х^51^7-2х-
8-5х^>5-8х- 
3 х -8х >24, 
6х 27-2х.

37. а)

38. а)

2-33x>3-22x, 
3 ■ 217 - 13 ’: 
42х+114 64, 
у^+2х-35 < 2.

б)

5х ~3 > 0,04.
3- 26 х <2 -39 х, 
11-15х >5-33х.
22х+7 < 8,
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Диагностическая работа 11

Вариант 1

Решите неравенство (систему неравенств).

1. (2.5)": ().!(>.
2. 5: ■ Д),2.
3. 6х-5х >900.
4. 6х2-5х+6<36.

6. 17’=2-144< 27^-144

7. 8' • 2‘‘ .. 1 (>.

8. ^7ж2"9<7х-3.
(15' ">3-5' '.
(15х-17 <5-3х-17.

Вариант 2

Решите неравенство.

1. (1.2.5)'. 0.8.
2. 22х2';' 0,5.
3. 5х-4х >400.
4. 7-г'2-7х+12 < 49

6. 19 х 121 < 39 х 121.
7. 27* -З'" 81.
8. Уз^С5х~2.

(12х <144,
9. {{144 > 12.

с 4-1-47 с 64,
Ю" I 7х+47 > —

I 49’
( 1л/'14х>14,

11 |1№<1б.

(ПГ'* > 2 ■ 7 х
12 I• | 14х-1б < 7.2-Г-16

§ 7.2. Более сложные показательные неравенства

Перейдём к методам решения более сложных показательных нера­
венств и систем, содержащих показательные неравенства. Эти мето­
ды являются общими для всех неравенств с одной переменной, но 
основываются на свойствах степени с действительным показателем 
и свойствах показательной функции (прежде всего её монотонности). 
В большинстве случаев эти методы позволяют свести решение данного 
показательного неравенства к решению одного или нескольких про­
стейших показательных неравенств.



§ 7.2. Более сложные показательные неравенства 275

Равносильные преобразования

Равносильные преобразования показательных неравенств обычно 
связаны со свойствами степени с действительным показателем, выне­
сением общего множителя, разложением на множители.

Для записи множества решений некоторых показательных нера­
венств может понадобиться (на уровне определения) понимание того, 
что такое логарифм. Логарифм является, в сущности, обозначением 
показателя степени в тех случаях, когда этот показатель невозможно 
указать в «явном» виде, т. е. в виде рационального числа или корня 
(радикала). Эта ситуация похожа на ситуацию с самими радикала­
ми: можно легко найти положительные числа, квадраты которых рав­
ны, скажем, 1 или 4 (это соответственно 1 и 2), и интуитивно понят­
но (строгое доказательство выходит за рамки школьного курса), что 
должны существовать числа, квадраты которых равны, например, 2 
или 3. Для обозначения таких чисел и вводился знак радикала (кор­
ня): (а/2)2 = 2, (а/3)2 = 3. Аналогично можно легко найти показатели 
степени числа 2, при которых эта степень равна, скажем, 4 или 8 (это, 
очевидно, числа 2 и 3 соответственно). А вот показатели степени чис­
ла 2, при которых она равна, например, 5 или 6 (они существуют — 
это также понятно интуитивно, но доказательство опять-таки выходит 
за рамки школьного курса), указать в «явном» виде невозможно. Для 
их обозначения и вводится понятие логарифма: показатель степени 
с основанием 2, при котором эта степень равна 5, называется лога­
рифмом числа 5 по основанию 2 (обозначение: log25, т. е. 21о&5 = 5); 
показатель степени с основанием 2, при котором эта степень равна 6, 
называется логарифмом числа 6 по основанию 2 (обозначение: log2 6, 
т.е. 21о8г6 = 6). Вообще, показатель степени с основанием b (Ь > О, 
b 1), при котором эта степень равна числу а, называется логариф­
мом числа а по основанию b и обозначается logb а. Таким образом, по 
определению bl°Sl,a = а. То, что основание логарифма по определению 
положительно и отлично от 1, должно быть понятно: любая степень 
единицы есть единица, поэтому единица исключена из возможных 
оснований логарифма. Возведение в дробную степень не определено 
для отрицательных чисел (см. главу 5), а возведение в неположитель­
ную степень не определено для нуля, поэтому неположительные чис­
ла также исключены из возможных оснований логарифмов. Из опре­
деления логарифма следует, что и число а может быть только поло­
жительным, поскольку оно равно степени положительного числа Ь. 
Сам логарифм при этом может принимать любое действительное зна­
чение.
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Определение логарифма позволяет находить, например, множество 
решений неравенств вида D-/(*s V а (напоминающих по внешнему ви­
ду простейшие) в тех случаях, когда число а не является рациональ­
ной степенью числа Ь. Достаточно, используя то, что a = bloSba, приве­
сти неравенство к виду Ь-—*'1 V bi0Sb<1, а затем перейти к неравенству 
f (х) V logba для показателей степеней (сохранив знак данного нера­
венства, если b > 1, и поменяв его на противоположный, если 0 < b < 1). 
Понятно, что запись ответа при этом может содержать логарифмы.

Пример 1. Решите неравенство 5 • 21* < 4 • 7*.
Решение. Поскольку 21* = 3* • 7х,. неравенство легко привести 

к виду 3* < |, или 3* < 0,8, или 3* < З10®3 °’8, откуда х < log3 0,8.

Ответ: (-»; log3 0,8].
Пример 2. Решите неравенство 22*+1 4- 4*+1 4- 4*+2 > 176.
Решение. Записав слагаемые в левой части в виде степеней числа 

2, придём к неравенству 22*11 --I- 22*12 4- 22*+4Д; 176. Вынесем за скобки 
общий множитель 22*+1 в левой части неравенства: 22*+1 (14- 2 + 23) > 
> 176, откуда 22*11 • 11 > 176, и 22*+1 > 16. Далее, получим последова­
тельно

22*+1 > 16 <=> 22*4 > 24 <=> 2х+ 1 4 <=> X > 1,5.

Ответ: [1,5; +<»).
Заметим, что вынесение за скобки общего множителя достаточно 

часто используется при решении показательных неравенств. Иногда 
такое преобразование необходимо выполнить несколько раз.

Пример 3. Решите неравенство З'114-10* > 10*' 4- 4 • 3* 4- 3*+2.
Решение. Перепишем данное неравенство в виде

3*+1 + 10* - 10*"1 - 4 • 3* - 3*+2 > 0.

Перегруппируем слагаемые в левой части последнего неравенства: 

(3’ -4.3х- 3*+2) 4- (Ю* - 10*"1) > 0.

Вынесем за скобки общий множитель:
3*(3-4-32)+10* '(10- 1) > 0,

откуда —10 • 3* 4-10*"1 ■ 9 > 0. Далее,

Ответ: (2; +<»).
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Пример 4. Решите неравенство (х2 —хТ 1) (х2 — х + 1)а.
Решение. Заметим, что х2 — х + 1 > 0 при всех допустимых зна­

чениях переменной (т. е. при х 4), поскольку дискриминант квад­
ратного трёхчлена х2 — х + 1 отрицателен, а старший коэффициент 
положителен. Рассмотрим три случая: 1) основание степени в левой 
и правой частях неравенства больше 1 (в этом случае при переходе 
к неравенству для показателей степеней знак неравенства сохраня­
ется); 2) основание равно 1 (в этом случае неравенство выполняется 
для всех х^ 4); 3) основание меньше 1 (в этом случае при переходе 
к неравенству для показателей степеней знак неравенства меняется на 
противоположный). Таким образом, в первом случае получим систему 
неравенств

Гх2-х + 1 > 1,
1 х - 11 „
I х - 4 ’

откуда

х2 - х > О,
4 - 3 < О, 

х-4 ’

х(х-1) 
—2х + 1 
х-4

х(_х — 1) > О,

Множеством решений первого неравенства системы является объеди­
нение (— оо; 0) и (1;+оо). Множеством решений второго неравенства 
является объединение (—оо; 0,5] и (4; +“). Множеством решений си­
стемы является объединение (— оо; 0) и (4; -Too). Во втором случае по­
лучим систему

(х2-х+1 = 1, Гх = О,
1 х 4, х = 1.

В третьем случае получим систему неравенств

(х2-х+1 < 1,
{ X • ] 1 . о
I х-4 ''

Эта система аналогична системе, полученной при рассмотрении пер­
вого случая (только с противоположными знаками неравенств), поэто­
му можно сразу записать, что она приводится к виду

(х(х-1) < О, 
Мйо- 
v х-4

Множеством решений первого неравенства последней системы явля­
ется промежуток (0; 1). Множеством решений её второго неравенства 
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является промежуток [0,5; 4). Множеством решений всей системы яв­
ляется промежуток [0,5; 1). Осталось объединить множества решений, 
полученные при рассмотрении трёх случаев:

(-оо; 0) и (4; +оо) и {0; 1} и [0,5; 1) = (-оо; 0] и [0,5; 1] и (4; +»).
Ответ: (—°о; 0] и [0,5; 1] и (4; +°°).

Метод знакотождественных множителей и метод интервалов
Как следует из заголовка, речь пойдёт сразу о двух общих методах 

решения неравенств применительно к показательным неравенствам. 
Связано это с тем, что показательные неравенства, к решению кото­
рых можно применить метод интервалов, как правило, целесообразно 
сначала рационализировать с помощью метода знакотождественных 
множителей. Таким образом, в подобных неравенствах метод интер­
валов играет как бы вспомогательную роль, поскольку применяется не 
к данному показательному неравенству, а к рациональному неравен­
ству, полученному из данного с помощью метода знакотождественных 
множителей. Напомним (см. § 1.6), что если а > 1, то алгебраические 
выражения ■ а*м и /(х) — g(x) являются знакотождественными.

Пример 5. Решите неравенство
(х2 - 4х + б)*2-4х+6 - (х2 - 4х + 6)2 >

(0,23+!Л' - (0,125)*
Решение. Заметим, что х2 — 4х + 6 = (х — 2)2 + 2 > 1 при всех зна­

чениях переменной. Поэтому алгебраическое выражение в числителе 
дроби можно заменить знакотождественным ему выражением

х2 - 4х + 6 - 2 = х2 - 4х + 4 = (х - 2)2.

Слагаемые в знаменателе дроби можно привести к основанию 2, по­
скольку

(0,25)5л^2 - (0,125)х - 24*,

и заменить полученное выражение знакотождественным выражением 
-2(5х - х2) - (-Зх) = 2х2 - 7х = 2х(х - 3,5).

Таким образом, данное неравенство равносильно следующему: 
tx-V2 >Q 

2х(х —3,5)
Решим полученное неравенство методом интервалов:

0 2 3,5 х

Ответ: (-оо; 0) и {2} и (3,5;+<»).
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Пример 6. Решите неравенство

(0,04)* • 2х" -I- 5*2 • 2 х < 10'' + (0,08)х.

Решение. Используя свойства степеней, перепишем неравенство 
в виде

(0,04)ж • 2х" + 5*4 ■ 2 х Бх2 ■ 2х" + (0,04)х • 2х.

Перенесём слагаемые из правой части неравенства в его левую часть 
и выполним группировку:

((0,04)х • 2х" - (0,04)* • 2 х) + (5х2 ■ 2х - 5х" ■ 2^) О 0.

Вынесем за скобки общие множители:

С0,04)хС2х2 - 2' ) +5х2(2х - 2х2) < 0,

откуда
(0,04)*(2 х" -2х)- 5х2 (2х2 - 2*>< 0.

Ещё раз вынесем за скобки общий множитель:

С2х2 — 2х)СС0,04)х — 5х2) < 0.

Приведя уменьшаемое во вторых скобках к основанию 5, получим

(2 х2 — 2х)(5-2х — 5 х2) < 0.

Заменим выражения в скобках знакотождественными:

(х2 - х) (-2х - х2) 0,

откуда

(х2 - х) (х2 + 2х) > 0 <=> х(х- 1)х(х + 2) > 0 <=^> х2(х- 1)(х + 2) > 0.

Решим последнее неравенство методом интервалов:

-2 0 1 х

Ответ: (-»; -2] и {0} и [1; +<»).
Отметим, что, как и при решении иррациональных неравенств, ме­

тод знакотождественных множителей может быть использован в ка­
честве вспомогательной составной части решения некоторых показа­
тельных неравенств, в частности тех, решение которых основано на 
введении новой переменной.
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Метод введения новой переменной

Метод введения новой переменной — один из наиболее часто при­
меняемых к решению показательных неравенств методов. Основны­
ми типами показательных неравенств, которые после введения новой 
переменной сводятся к алгебраическим (как правило, квадратным) 
неравенствам, являются следующие: а ■ 127О1 -|- Ь ■ + с V 0 (сводится
к квадратному неравенству at2 + bt + с V 0 заменой t = 1УХ\ где t > 0) 
и а ■ + Ь ■ (lqy^x) + с • v 0. Последнее неравенство сводится
к квадратному после деления обеих его частей на q2^XJ (такое деление 
является равносильным преобразованием и не приводит к изменению 
знака неравенства, в силу того что q2f№ > 0 при любом допустимом 
значении переменной). После деления неравенство принимает вид

“■(D +‘-© +£VO-
Л I ЛВведя новую переменную t I - , , где t > 0, получим квадратное

неравенство at2 + bt + с V 0.
Ещё одним достаточно часто встречающимся типом показательных 

неравенств являются неравенства вида а ■ + Ъ ■ I + с V 0 или
а . 4- __ 4- с у о. Умножив обе части такого неравенства на 1-1'(х)
(такое умножение является равносильным преобразованием и не при­
водит к изменению знака неравенства, в силу того что > 0 при 
любом действительном значении переменной), получим неравенство 
а ■ l2f<M + с ■ + b v 0, которое сводится к квадратному неравенству
at2 + ct + b V 0 заменой t = 1^х\ где t > 0.

Пример 7. Решите неравенство 4' — 7 • 2х -I-10 < 0.
Решение. Сделаем замену переменной t = 2х, t > 0. Получим квад­

ратное неравенство t2 — 7t -I-10 < 0. Корнями квадратного трёхчлена 
в левой части полученного неравенства являются числа 2 и 5, а мно­
жеством решений неравенства — отрезок [2; 5]. Сделаем обратную за­
мену:

12х >2. (х>1,
!2'" <5 (x^log25.

Ответ: [1; log2 5].
Обратим внимание на следующее. Большинство показательных не­

равенств сводится с помощью введения новой переменной к квадрат­
ному неравенству, множеством решений которого является, как прави­
ло, либо числовой промежуток, заключённый между корнями соответ­
ствующего квадратного трёхчлена (в этом случае при обратной замене 
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получаем систему двух простейших показательных неравенств), ли­
бо объединение числовых промежутков, один из которых расположен 
левее меньшего корня, другой — правее большего корня соответству­
ющего квадратного трёхчлена (в этом случае при обратной замене 
получаем совокупность двух простейших показательных неравенств). 
Вместо перехода к системе или совокупности двух показательных нера­
венств можно сначала разложить левую часть квадратного неравен­
ства на множители, затем выполнить обратную замену, а после этого 
воспользоваться методом знакотождественных множителей и получить 
рациональное неравенство. Какой из двух возможных путей использо­
вать— не принципиально, важно получить в итоге правильный ответ.

Пример 8. Решите неравенство 3 • 9Л'2~1 — 12 • З’ 2 + 1^0.

Решение. Приведём степени к одному показателю х2 — 1, записав 
неравенство в виде 3 • 9'у2 1 - 4 • З*2-1 •■!>(). Пусть t = З*2-1, t > 0. 
Неравенство примет вид 3t2 — 4t + 1 > 0. Корнями квадратного трёх-

1 _ члена в левой части полученного неравенства являются числа ч и 1. 
Значит, это неравенство можно переписать, разложив его левую часть 
на множители: 3 — 3 ) (t — 1) > 0, откуда j z -т I (? I) -)г 0. Сделаем

обратную замену и применим метод знакотождественных множителей:

Гз*2'1 - (З^-1 -1] > 0 <=> (з'"'1 -з-^сз-^-1 -3°) > о <=>

<=> О2-- 1 + 1)(х2 - 1 - 0) 0 <=> х2О~ 1)0+ 1) > 0.

Решим полученное неравенство методом интервалов:

Ответ: (-<»;-1] и {0} и [1; +<»).
Заметим, что вместо применения метода знакотождественных мно­

жителей можно было использовать переход к совокупности неравенств

"ох2-1 13, 
зт'2 1 1.

Пример 9. Решите неравенство
у2х2-8х+7 _ |Q . i g2x2-8x+7 > g

Решение. Перепишем неравенство в виде
у _ у2х2—8х+б 2Q . дх2—4х+3 _ ух2—4х+3 j_ _ д2х2—8х+6 g
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Разделим обе части неравенства на 32х 10 > 0. Получим

/ 7-1 2.V2 8х+б Л 7 4 х2—4х+37-(|) +3>0.

Пусть t = g) , t > 0. Неравенство примет вид 7t2 — 10t + 3^0. 

Корнями квадратного трёхчлена в левой части полученного неравен- 

ства являются числа - и 1. Значит, оно равносильно следующему: 

7( t — | j Ct — 1) > 0, откуда ^t — у) (t — 1) 5S0. Сделаем обратную заме­

ну:

«с(1)"4'+3-®_1)(®"4,+3-®”>^
Применив метод знакотождественных множителей, получим

(х2-4х + 3 + 1)(х2-4х + 3-0) х 0 < >

<=> (х2 - 4х 4- 4) (х' -4х + 3) > 0 « (х-2)2(х- 1)Сх-3) > 0.

Решим последнее неравенство методом интервалов:

1 2 3 х

Ответ: (-»; 1] и {2} и [3; +®).
Заметим, что и в данном случае вместо метода знакотождественных 

множителей можно, разумеется, использовать переход к совокупности
неравенств

х2—4X4-8

х2—4X4-8

3 
7’

1.

Пример 10. Решите неравенство 80 16
С52-х2 — 5)2 + 52-х2-5 5' ’

Решение. Пусть t = 52 *2 — 5. Неравенство примет вид 1,
откуда

80 + 16t < t2, 
t^0

<=> t2 — 16t — 80 0
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(ясно, что t = 0 не является решением первого неравенства системы, 
поэтому её второе неравенство можно опустить). Корнями квадрат­
ного трёхчлена в левой части первого неравенства системы являются 
числа —4 и 20, а множество его решений: (-оо; -4] и [20; 4-<=°). Таким 
образом,

“С С-4,
t >. 20,

Сделаем обратную замену:

■52"x2-5< —4, 
52~*2 - 5 > 20,

откуда

52-*2 < 1, 12 х2 5, 0, Г(х + 72)(х-л/2) >0,
52 л'2 > 25 2-х2 >2 _х2 < 0

Множеством решений полученной совокупности является объедине­
ние (—0°; —а/2] U {0} и [*/2; 4-оо).

Ответ: (-оо; - /2] и {0} и [02; + »>).
Иногда замену переменной приходится делать дважды.
Пример 11. Решите неравенство

(4* - 9.2')2 + 4Х+1 < 9 • 2Х+2 4-140.

Решение. Перепишем неравенство в виде

(4я _ 9.2х)2 + 4(4Х - 9 • 2') - 140 < 0

и введём новую переменную t =■ 4х — 9 • 2х. Неравенство примет вид 
t2 4- 4t — 140 < 0. Корнями квадратного трёхчлена в левой части по­
лученного неравенства являются числа —14 и 10. Старший коэффици­
ент квадратного трёхчлена положителен, поэтому множество решений 
неравенства — промежуток (—14; 10). Сделаем обратную замену, пе­
рейдя к системе неравенств:

[4х-9-2х >-14, (4х — 9 • 2х 4-14 > 0,
[4х —9-2х <10, 0ТКУДа 14х_9.2х- 10 < 0.

Пусть 2х =z. Система примет вид

J z2 — 9z-r 14 > 0,
| z2-9z- 10 < 0.
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Корнями квадратного трёхчлена в левой части первого неравенства 
системы являются числа 2 и 7, старший коэффициент трёхчлена по­
ложителен, и, значит, множество решений неравенства — объедине­
ние промежутков (-оо; 2) и (7; + °о). Корнями квадратного трёхчлена 
в левой части второго неравенства системы являются числа -1 и 10, 
старший коэффициент трёхчлена положителен, и, значит, множество 
решений неравенства — промежуток (—1; 10). Следовательно, множе­
ством решений системы является множество (-1; 2) и (7; 10):

-1 2 7 10 х

Сделаем обратную замену:

1<2Л'<2. Гх<1,
_7<2х<10, 0ТКуДа log27 < х < log2 10.

Ответ: (-оо; 1) и (log2 7; log210).

Пример 12. Решите систему неравенств

2х + 5 • 2Л~* < 7,
х2 + 3х-6 х + 4 , 1

у2-9 ' х • 3 ' х 2’

Решение. 1. Решим первое неравенство системы. Умножим обе 
его части на 2х > 0 и приведём его к виду 22х — 7 • 2х + 10 0. Сделаем 
замену переменной. Пусть t = 2x, t>0. Получим квадратное неравен­
ство 12 — 71 + 10 < 0. Корнями квадратного трёхчлена в левой части 
этого неравенства являются числа 2 и 5, старший коэффициент трёх­
члена положителен, значит, множество решений неравенства — отре­
зок [2; 5]. Таким образом, 2 2х ^5. Решение последнего двойного 
неравенства: [l;log25].

2. Решим второе неравенство системы, приведя его к виду ——- <
1 X 7

< —откуда

[-2______^+0

[ х =4 —3,

и, далее,

(х —2)(х —3) 
х —3.
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Применим метод интервалов к первому неравенству системы и исклю­
чим из множества его решений число —3 (если оно принадлежит этому 
множеству):

-31 2 3 х

Получим множество (—оо; —3) и (—3; 1] и (2; 3).
3. Поскольку log2 4 < log2 5 < log2 8, имеем 2 < log2 5 < 3. Поэтому 

множеством решений данной системы является объединение {1} и 
и (2; log2 5].

Ответ: {1} и (2; log2 5].
Как уже отмечалось, иногда введение новой переменной играет 

вспомогательную роль, позволяя упростить неравенство, сделать его 
менее громоздким и в итоге найти путь к решению.

Пример 13. Решите неравенство

((1,25)2х + 1,3 • (1,25/ + 0,9)2 + ((1,25)2х + 3,3 ■ (1,25)х - 0,7)2 С

< СС1,25)2х + 1,5 ■ (1,25)’ + 0,74)2 + ((1,25)2х + 3,1 ■ (1,25)х - 0,54)2.

Решение. Обозначив (1,25)* буквой z и применив формулу раз­
ности квадратов, получим

(z2 + l,5z + 0,74)2 - (z2 + l,3z + 0,9)2 = (0,2z- 0,16)(2z2 + 2,8z + 1,64), 

(z2 + 3,3z —0,7)2 — (z2 + 3,lz —0,54)2 = (0,2z- 0,16) (2z2 4- 6,4z - 1,24).

Теперь данное неравенство можно переписать так:
(0,2z —0,16)(2z2 + 6,4z—1,24) < (0,2z-0,16)(2z2 + 2,8z-|-l,64).

Перенесём выражение из правой части в левую, вынесем общий мно­
житель и приведём подобные слагаемые: (0,2z — 0,16) (3,6z — 2,88) < 0. 
Вынесем за скобки коэффициенты при переменной:

0,2(z —0,8)- 3,6(2 —0,8) С 0,

откуда (z — 0,8)2 < 0. Единственным решением полученного неравен­
ства является z = 0,8. Сделаем обратную замену: (1,25)' = 0,8, т. е. 
f 5V 4 л=j, откуда х = -1.

Ответ: {-1}.

Исследование ОДЗ неравенства

Иногда исследование ОДЗ неравенства позволяет найти множество 
его решений. Этот метод обычно «работает», если ОДЗ неравенства 
состоит из нескольких чисел или сама является множеством решений 
неравенства.
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Пример 14. Решите неравенство

д/ 4х — 17-2х +16+ Ф4х X2- %/х + З > 2.

Решение. ОДЗ неравенства задаётся системой

I 4х-17'2х + 16^0, / 4х-17-2х + 16^0,

{ 4х-х2 > 0, <=?• ' х(х-4) < О,
х 3 >■ 0 ^х > -3.

Множеством решений второго неравенства системы является отрезок 
[0; 4]. Любое из чисел этого множества удовлетворяет, очевидно, и тре­
тьему неравенству системы. Решим первое неравенство системы. Сде­
лаем замену переменной. Пусть t 2х, t > 0. Получим квадратное нера­
венство t2 — 171 + 16 > 0. Корнями квадратного трёхчлена в левой ча­
сти этого неравенства являются числа 1 и 16, старший коэффициент 
трёхчлена положителен, значит, множество решений неравенства — 
объединение (—оо; 1] и [16; +»). Таким образом,

~ 2х
2х

С 1,
> 16

0,
4.

Значит, множество решений системы состоит всего из двух чисел: 0 
и 4. Осталось проверить, являются ли эти числа решениями данного 
неравенства. Если переменная х принимает одно из этих значений, 
каждое из двух первых слагаемых в левой части данного неравенства 
обращается в нуль. Неравенство Vx+З +2 выполняется прих = 4и не 
выполняется при х = 0.

Ответ: {4}.

Пример 15. Решите неравенство Ох — 6(4':' + 5'2 —16) 0.

Решение. Левая часть неравенства определена, очевидно, при 
х 6. В этом случае х - 4 > 2, ах — 5 > 1. Поэтому 4Х~4 >16, 5 '" 2 > 1, 
а 4*"4 + 5*"® —16 > 1. Значит, левая часть неравенства неотрицательна 
при всех допустимых значениях переменной, и множеством решений 
неравенства является его ОДЗ.

Ответ: [6; +»),

Применение свойств функций

Перейдём к примерам применения свойств монотонности и огра­
ниченности функций к решению показательных неравенств.
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Пример 16. Решите неравенство 3х 4 + 4х ® + 5х 6 <14.

xz+llx+49 xz+13x+59
3. а) (0,2) 2Л-9 > 5; б) (0,1) ю.

Решение. Пусть f (х) = 3*“4 + 4*~5 + 5Х&. Функция у = /(х) моно­
тонно возрастает на всей числовой прямой как сумма возрастающих 
функций. Поскольку /(6) = 14, неравенство /(х) <14 будет выполнено 
при всех х < 6 и только при этих значениях переменной.

Ответ: 6).

Пример 17. Решите неравенство у_2 +3.Y-i Cl-

Решение. Поскольку 2 х 2 4- Зх| > 0 при всех допустимых значе­
ниях переменной, данное неравенство равносильно следующему:

\/18-х< г^+з*-1.

Пусть /(х) = л/18 — х. Функция у = f(x) монотонно убывает на всей 
области определения Пу = (—оо; 18]. Пусть g(x) = 2x 2 - 3х :. Функция 
у = g(x) монотонно возрастает на всей числовой прямой как сумма 
возрастающих функций.

Поскольку/(2) = 4 = g(2), неравенство /(х) < g(x) будет выполнено 
при всех х > 2, принадлежащих Dp т. е. при всех х е [2; 18].

Ответ: [2; 18].
Пример 18. Решите неравенство

^Х2+4х+4 I с;.«2+4х+5 | gX2+4.X+6 < 42

Решение. Перепишем неравенство, выделив полные квадраты 
в показателях степеней: 4'xl2j' _|_ 5(8+8) +1 + gCw-g) +2 ^42. Поскольку 
(х + 2)2 > 0, получим, что 4(х+2)2 15 5>+2)2+1 5, 2 26. Сле­
довательно, сумма слагаемых в левой части данного неравенства не 
меньше 1 + 5 + 36 = 42. Значит, данное неравенство может быть вы­
полнено, только если эта сумма равна 42, что возможно, лишь если 
(х+2)2— 0, откуда х = -2.

Ответ: {-2}.

Упражнения к § 7.2
Решите неравенство (систему неравенств).

1. а) 4* >64; 6)3* >17.
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8. а) 5' + 5Х~2 + 5х-1 > 155;
9. а) 4х+1 + 4xiv> - 22хМ 284;

10. а) 5-.3' I !О' >2■ 3'*1 • 10' 1 • .3'1 ’;
11. а) 4х + 3 ■ 22,х 1 ’ + 81 Сх-2) > 232;
12. а) |33-*2^       — 42[ <39;17*****23

13. а) |4»2~2-10| >6;

14. а) (х2 + 3х + 3)ёт >(х2 + 3х + 3)     ;4****

17 al Об-6х)(4х-256)7 ((0,5) х 2)(10х + 11) ’
18. а) 9 ■ 5х - 15х + 5 ■ 3х > 45;
19. а) х2 ■ 4х +16 < 4х2 + 4Х+1;
20. а) 16-4 х — 10-2 х + 1> 0;
21. а) 36х-4-6х-12<0;
22. а) 4-2х +8 -2 х - 33:
23. а) 2х+а + 2Ьх>10;
24. а) 4х-17-2х"2 + 1<0;

( 4 х —6-2х+8>0,
25. а) | бх-5 <
26. а) 2 • i**11 - 17 ■ 2х"5 + 16С 0;

27. а) 3х + > 28;

28. а) 2 х+ —^<33;2 3
29. а) 4х"1’5 - 5 • 2х 3 + 0,5 . 0:

9 х — 10-3 х + 9> О, 
250,5х2-5<0;2;

CW-0,125
у V _1 ’

4х—1

б) (з) 15 >81^.
С 1 х5х+3

б’6”Ы <6-
б) 23х~4 + 23х+1 >66.

г 5х+1 — 4-5х>25,
б) (х2-Зх-18<0.

б) 6Х“2 + 6Х“1+6Х>258.
б) 4 х 1 + 4Х-0’5 - 22х 3 < 184.
б) 2х+5 -I- 5** > 3 • 2х+4 + 5ХЗД + 2хч4,
б) 9х + З2^1’ - 2 • 275(х-2) < 264.
б) |22х2-29-5| <3.
б) |з4х2-6-14|э1з.

б) (х2 - Зх + 3) ёт > (х2 - Зх + З)4.
(5уУ-125Х-4

30. а)

(81-Зх)(2х-64)7 ((0,2) х 5)(16х + 17)
б) 8 ■ 7х - 14х + 2х > 8.
б) X2-3х + 27< Зх2+ 3Х+2.
б) 8-4' 9-2’ ■ J ■, 0.
б) 4х-15-2х-16 СО.
б) 8-2' • 2-2 ' J7.
б) 2х+г + 21“хС9.
б) 4х-33-2х^2+2С0.

(9х-4-Зх + 3>0,
б) < 5х + 1I х-2 < ’
б) 4. ДЖ? _ 5.+ 4 0_
б) 2х + >17.б) ЗХ + ^4<82-
б) 9х-0,5_10.3х-2 + £ <0>

(25х-26-5х-1-25>0,
б) (4°’Sx2-13<0,5.
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31. a) 2 'Т ■ 32 >2 ~    ■ 2 ? б) 4 '- 1 (> > И “ 2 - И352*
32. а) (0,5? < 2*+4 + 6; б) (0,2)* + 5 < 2 ■ 5*Я
33. а) 42 i-6-27 -4,'О; б) 9- -26-3- -3 0.4 3 4
34. a) 16v^ + 4<65-4^/^1; б) 9v^ +9<82-3v^Z4L1.74

35. a) 2Sv^-°’ -1,2-5^~^ + 1^0; б) 4^*2^16-о,5 _ 2>5.2?2 ь + 2 о.5

36. a) 2-4* — 11 ■ 18А+ 9 ■ 81х > 0; б) 3-9А-8-15А+5-25А>0.
37. а) 7: ’' 10-21 ■■ 3:,ч: 0: б) 62*1 -11 -30 ■ 3!’; 0
38. а) 2 ■ 9(х-3)2 - 5 • 6(А^3)2 + 3 ■ 4(А~3)2 > 0;

За-3+За-2 + 9а'-5-Зх + 6<

52. а) ((0,15)2а + 1,7 ■ (0,15? + 0,9)2 + ((0,15)2а + 3,8 ■ (0,15? -I- 0.585)' -
< ((0,15)2* + 2,7 ■ (0,15? + 0,75)2 + ((0,15)2а' + 2,8 ■ (0,15? + 0,735)2;

б) 3 • 1-3'’' - 7 ■ 12е*-2’2 + 4 ■ 9°^2)2> 0.
39. а) (4* - 3 ■ 2 х)2 - 2(4* - 3 ■ 2А) - 8 < 0;

б) (9А - 4 ■ 3А‘? - 42(9А - 4 ■ 3х) - 135<0.
40. а) (4А - 2*42? + 7(4А - 2аНз) + 12> 0;

б) (9А - 2 ■ 3«? +14(9* - 2 ■ 3А'+1) + 45 и.
41. а) (4А - 9 ■ 2А? + 4А+1 < 9 • 21’*2 + 140;

б) (9А - 3А'+1? + 8 ■ 3А+1 < 8 • 9А + 20.
42. а) 17 ■ (2 ■ 16А - 64А) - 25 • 4А + 2 ■ 256А + 6 >0;

б) 9 ■ (2 ■ 3А - I)2 - 14 • (2 ■ 27А' - 9') + 5 ■ 8Р>0.

3А'+2 +1 3А+3 - 1 ’
61 3 < 5J 2’ ! 1 2-2*’

48. а)

49. а)

50. а)

За+1 -51 324 <3А-3 + 9'' 4-3! | 127 С ’51. а) 2А+1 - 30 i 1442А —2 + 4А-3-2А+1+8
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б) (С0,8)2х' -I-1,3 ■ С0,8)х + 0,9)2 + ((0,8)2х + 3,3 • (0,8)х - 0,7)

х2 + 7;

С ((0,8)2Х + 1,5 ■ (0,8)х + 0,74)2 + ((0,8)2х + 3,1 ■ (0,8)* - 0,54)2.
53. а) (9  - 4■ 3  + 3)(3Х + 2) >3(9  + 2 • 3  -3)(3- 1);х х х х

б) (100 х - 11 ■ 10х + 10)(10х + 3) < 10(100х + 3 • 10х - 4)(10'1 - 1).

54. а)

б)

55. а)

56. а)

Г 3-2Х| -5 У2 Г 3-2Х| -1I 2' 1 ) +1 2х1 -2 9,4х-О,5_9,2т + 10

2.3х~2-1Л2 22.3 х-1 -1Л2 8-9 х-1-5-16-3 х-2+23х2 J +1 3х-1-2 ) 9х-1,5_2.зх-2

2‘ ■ 7-2 ’ 9. (2' 9-2 11.X2 +4х - 8 < х+5 1 б) ' л-2 +5х -10 х + 6 2х2 —16 ^Х + 4~*~х-2’ I х2-25 х+5 ' х-3 '
22"1 I 1 - 2''; • 36 0. (22х+1-9-2*+1+28СЮ,х2 —Зх-2 х3 —5х2-4 7 б) •: х2-2х—1 х3-4х2-3 ,
-------5------------- й— 3 х - х ; ------- й----------------— Ct - хх —3 х - 5 \ х — 2 х-4

, 4' 7-2‘ • 10 0.
57. а) < х3—3х2 + 3х —3 1 1I-------- 5—т--------- 3x4 — -I—;v х2 - Зх х - 2 х

1 3’ • 4-3 ’ 13.
58. а) < х2+х—4 6х2-24х+5 _

-------- 1—4----------1------- С7х+2;V. х—1 х—4
__ . f д/9-х2 + \/-5х-х23 2,5,
59. а)

^2-4 9-2-10:

60. а) д/х2-3х (8 ’-2 + 3 '-3 - 9) < 0;х х

61. а) 3 ■ 5х2+6 - 2 <5х + 3 > 3 • 55х+2 - 2 д

(4х-19-2х+34 С 0,б) ( х3 — 6х2 + 6х - 6 3 1I ------- 9—7-----------X Ч------------ -  Ч—.V х—вх х-4 х
( 3’ ’ ’ . 5-3 ■’+. 10.

б) ' х2-2х-1 5х2-15х+4 г
-------;---- 1---------- й--- 1Й6Х-1.V х-1 х—3

... I д/4-х2+ •./ 3..V .V2 . 1.5.
б) <

( 9”:' 10-3х -10.

б) д/х2-4х (7Х^3 + 5х’-4 - 8) 0.

б) 2 ■ 7х46 - 3 V4x + 5 > 2 ■ 74х+3 - 3 д/х2 + 8.

62. а) 2х2+5 + 5 ’2+2<35 + /100-Xй + \/144-х2;х

б) Зх2+4 + 4х’2+3 < 95 + \/900-х2 + <*400 —х2.

Диагностическая работа 12

Вариант 1

Решите неравенство.
1. 7-5  < 10-15 .х х
2. 16 -1 + 16 -1’5>42х-5 +316.х х
3. 11 ■ 4  +17  < 3 ■ 4Х+1 + 4Х+2 + 17 -1.х х х13 —5-Зх9х-12.3х+ 27
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5. 32х+1 8 ■ 15 ’ - 32>'1 0.
6. 8.3" 3 О.
7. (4х+0’5 - 5 -Г + 2)(2хг + Зх - 5)<Ж(х2 - 2х + з)х2~2х+3 - (х2 2 v I З.)2 Q

((),() | )iv 'Зл2 _ (()<)() ц >>

9. (х2-3х+3)з=т <(х2-Зх + 3)3.
10. /^“7(1 Г 5 + 13х"6 - 133) > 0.
11. Sv'17 х ' 7-4’ + 4- 7ХЛ
12 212Хб I 5 I 2.'. '1г2 7 | у12х-4л'2-8 ■> 4Q

Вариант 2
Решите неравенство.
1. 2- 33/5 ■ 3 х,
2. 9х’1 + 9х^°’5»32х"3 +297.
3. 5 ■ Зх+4 + 10х+4 < 2 ■ 3x+s + Зх+6 + 10х+3.
4 ---- 7-2-2----->0 254х-12.2х+ 32 ’
5. 22x+1 - 9 ■ 14 х + 72x+1 < 0.
6. 41+0.5 _ 3.2| _2 ^ 0

7. (9х4®-5 - ю • 3х + 3)О2 - 5х - 7) С 0.(х2 — 6х +11)х2_бх+14 - (х2 - 6.x + II)2О. ------------------ --------- 7,------------- ----------- 0.
(0,04)7х-6-х - (0,008)х-1

9. (х2 + х +1) зС (х2 + х + I)3.
10. 1 О' ' + 12' ' - 111)0.
11. 7V26-X36• 5х + 5• 6'1.
12 2^x_^2+2 | ^4х-4х2+1 | у4х-4х2 >
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Логарифмическими выражениями называются выражения, алгеб­
раическая запись которых содержит переменную под знаком логариф­
ма или в его основании. Неравенства, одна или обе части которых 
содержат логарифмические выражения, называются логарифмически­
ми. В соответствии с принятой в книге классификацией алгебраиче­
ская запись таких неравенств может включать в себя и любые другие 
алгебраические выражения школьного курса математики: рациональ­
ные, иррациональные, тригонометрические, показательные. Таким об­
разом, логарифмические неравенства представляют собой самый ши­
рокий в своём роде класс неравенств курса элементарной математики. 
Общие методы решения логарифмических неравенств (равносильные 
преобразования, метод введения новой переменной, метод знакотож­
дественных множителей, метод интервалов и др.) предполагают уме­
ние применять свойства логарифмов и использовать монотонность ло­
гарифмической функции. Напомним эти свойства:

1) alo&b = Ъ (а > 0, а 7^ 1, Ъ > 0);
2) log. а + logc b — logc(ab) (а > 0, b > 0, с > 0, с 1);

3) logc а - logg b = logg | (а > 0, b > 0, с > 0, с 1);

4) logg аъ = b logg а (а > 0, с > 0, с / 1);

5) loggd а = | logg а (а > 0, с > 0, с 1, d 0);

6) logb а = (а > 0, b > 0, b 1, с > 0, с Ф 1) и, в частности,

!°gb а = (а > 0, а •/■ 1, b > 0, b 1);

7) д1о&ь = ь1о&а (а > 0, b > 0, с > 0, 1).

Область допустимых значений логарифмического алгебраического 
выражения logc/(x) с числовым основанием с>0, с =41 задаётся нера­
венством Дх) > 0. Область допустимых значений логарифмического 
алгебраического выражения общего вида (с переменным основанием) 
log „ю/(х) задаётся системой неравенств

(Дх) > 0, 

<{ g(x) > 0, 

! g(x) =4 1.
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Необходимо чётко понимать, что приведённые свойства справедли­
вы только при указанных условиях и только для арифметических (чис­
ловых) выражений. Для алгебраических логарифмических выражений 
эти свойства при решении уравнений и неравенств нужно применять, 
учитывая ОДЗ таких выражений, с тем чтобы не допускать её сужения 
(обычно ведущего к потере решений) или расширения (обычно веду­
щего к появлению посторонних решений). Так, для алгебраических 
логарифмических выражений и чётных степеней свойства 4-5 примут 
вид

logc(x)tato)2b = 2blogcW

l°g(c(x))2d 2J log|c(x)|

Если «забыть» о знаке модуля, применение формул приведёт к сужению 
ОДЗ и потере решений, поскольку, например, выражение (а (х))2Ь
для допустимых оснований определено при ц(х) 0, а выражение 
2b log .,v- а(х) — только при а(х) > 0. Аналогичное замечание справед­
ливо и для второй из формул.

Ещё одна довольно частая ошибка связана с преобразованием ло­
гарифма произведения (частного) двух логарифмических алгебраиче­
ских выражений в сумму (разность) логарифмов. Область допустимых 
значений каждого из выражений log,.(a(x)b(x)) ИЛИ logc^^y задаёт­

ся условием а(х)Ь(х) > 0 (т. е. числа а(х) и Ь(х) должны быть одно­
го знака: либо оба положительны, либо оба отрицательны). Область 
допустимых значений каждого из выражений logc.a(x) + logc.b(x) или 
logc. а(х) — logc. b(x) задаётся условиями а(х) > 0 и Ь(х) > 0 (т. е. числа 
а(х) и Ь(х) должны быть оба положительны). Именно поэтому при 
переходе от логарифма произведения (частного) к сумме (разности) 
логарифмов ОДЗ уравнения и неравенства может сузиться, а при об­
ратном переходе — расшириться. Чтобы избежать потери решений, 
нужно либо рассматривать два случая:

(а(х)>0,
Ц (Ь(х)>0, ИТ0ГДа

logc (а (х) b (х)) = log, а (х) + logc. Ъ (х),
logc Щу=logc а(%) “ 1о& b

(а(х)<0,
2) {Ь(х)<о, итогда

logc (а (х) b (х)) = log. (-а (х)) + log. (- b (х)),
logc Щу = loSc С—а (х)) - logc.(—Ь(х)),
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либо использовать формулу

logc.(a(x)b(x)) = logc|a(x)| + logc|b(x)|

при условии a(x)b(x) > 0, либо искать другой путь решения.
Для перехода от суммы (разности) двух алгебраических логарифми­

ческих выражений с одинаковым основанием к логарифму произведе­
ния (частного) достаточно записать условия положительности каждого 
из выражений под знаком логарифма (т. е. ОДЗ), что позволит исклю­
чить приобретение посторонних решений.

§ 8.1. Простейшие логарифмические неравенства

Простейшими логарифмическими неравенствами будем называть 
неравенства вида loga/(x) V b или loga/(x) V logag(x), где а и b — 
действительные числа, a > 0, 1, /(х) и g(x) — многочлены первой
или второй степени, символом «V» обозначен, как и везде в этой книге, 
один из четырёх возможных знаков неравенства. Решение простей­
ших логарифмических неравенств существенным образом основывает­
ся на монотонности логарифмической функции и учитывает её область 
определения. Если a > 1, то функция у = loga t возрастает на (0; +°°), 
и тогда

1 1 f Ф <' ^2’
10gat! < 10gat2 ФФ ( > Q

(если меньшее из двух чисел положительно, то и большее положитель­
но, поэтому условие положительности t2 можно не включать в систему). 
Если 0 < a < 1, то функция у = loga t убывает на (0; +°°), и тогда

loga Pl <' loga 1-2 j t2 > Q

(если меньшее из двух чисел положительно, то и большее положитель­
но, поэтому условие положительности (у можно не включать в систе­
му). Из этих свойств и того, что b = loga аь, легко получить следующие 
базовые равносильные переходы.

Если a > 1, то
loga /(х) > b фф /(х) > ab; (1)

loga/(x)<b^R^ (2)

10ga/(x) < 10gag(x) <> j > Q (3)
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Если 0 < а < 1, то

1 fr л - г > //№ < аь, 

loga/(x) < b <=> fM аь;

1 >/1 г Л _ f fM > gO)
10ga/(x) < logag(x) <> | > 0

(4)

(5)

(6)

Для строгих неравенств все неравенства в правых частях приве­
дённых равносильных переходов также будут строгими. Таким обра­
зом, для простейших логарифмических неравенств при освобождении 
от знаков логарифмов (такую операцию иногда называют потенци­
рованием) знак неравенства сохраняется, если основание логарифма 
больше 1, и меняется на противоположный, если основание логарифма 
положительно и меньше 1. При этом ОДЗ можно не выписывать, огра­
ничившись условием положительности меньшего (в силу неравенства, 
полученного после потенцирования) из двух чисел под знаками лога­
рифмов.

Пример 1. Решите неравенство log05(4x2 + 8х — 3) — 1.
Решение. Поскольку основание логарифма меньше 1, данное не­

равенство равносильно следующему: 4х2 + 8х — 3 (0,5) ', откуда
4х2 • 8х 3 > 2 и 4х2 + 8х — 5 > 0. Корнями квадратного трёхчлена 
4х2 + 8х — 5 являются числа —2,5 и 0,5, старший коэффициент трёхчле­
на положителен. Поэтому множеством решений данного неравенства 
является объединение (—оо; —2,5] и [0,5; +»).

Ответ: (—°°; —2,5] и [0,5; 4-оо).
Ещё раз обратим внимание на то, что при решении простейших 

логарифмических неравенств не нужно торопиться и в обязательном 
порядке выписывать ОДЗ. В данном случае 4х2 + 8х — 3 > 2, а значит, 
и подавно 4х2 + 8х — 3 > 0. Поэтому решение последнего неравенства, 
задающего ОДЗ данного неравенства, было бы напрасной тратой вре­
мени, причём, вероятно, относительно продолжительного: ведь корни 
квадратного трёхчлена 4х2 + 8х — 3 иррациональны.

Пример 2. Решите неравенство

log7r(x2 + 3x-4) < logJI(3x2 -6x + 5).

Решение. Поскольку основание логарифмов больше 1, данное не­
равенство равносильно системе неравенств

(х2 + Зх - 4 < Зх2 - 6х + 5,
(х2 + Зх - 4 > 0,
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откуда
2х2 — 9х + 9 > О, 
х2 + Зх-4 > 0.

Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — 9х + 9 являются числа 1,5 и 3, 
старший коэффициент трёхчлена положителен. Поэтому множеством 
решений первого неравенства системы является объединение 
(— оо; 1,5] и [3; +оо). Корнями квадратного трёхчлена х2 --I-- Зх — 4 яв­
ляются числа —4 и 1, старший коэффициент трёхчлена положителен. 
Поэтому множеством решений второго неравенства системы является 
объединение (—оо; —4) и (1; +°°), а множеством решений всей систе­
мы (а значит, и данного неравенства) будет объединение (—оо; —4) и 
и(1; 1,5] и [3;+оо).

Ответ: (-оо; -4) и (1; 1,5] и [3; 4-оо).
Пример 3. Решите систему неравенств

| log2(3x2 - 14х+16) 4,
{ lg(2x2 - 5х + 3) < lg(x2 —3).

Р е ш е н и е. 1. Решим первое неравенство данной системы. Оно рав­
носильно системе неравенств

(Зх2 —14х + 16 + 16,
[Зх2-14х + 16 > О, 

откуда
j Зх2 - 14х <0, f Зх(х- yj sf О,
[Зх2 — 14х+16 > О И [зх2_14х+16 > о

Множеством решений неравенства Зх^х— ) СО является отрезок 

| 0; -у . Корнями квадратного трёхчлена Зх2 — 14х + 16 являются чис­

ла 2 и -г, старший коэффициент трёхчлена положителен. Поэтому мно­
жеством решений неравенства Зх2 — 14х + 16 > 0 является объедине­
ние (—оо; 2) и ( у; +°о^, а множеством решений системы

f Зх^х- уО,

I Зх2 —14х + 16 > О
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(а значит, и первого неравенства данной системы) будет объединение

2. Решим второе неравенство данной системы. Оно равносильно 
системе неравенств

2х1 2 3 4 5 6 7 8 9 10-5х + 3 < х2-3, 
2х2 - 5х + 3 > О,

1. a) log5x<2;
2. a) log3 х 3:
3. a) log.x 0,5;
4. a) log0123x^O;
5. a) logix>2;

7

6. a) log „,х 1:
7. a) log5(4x + 5) <3;
8. a) log0д (Зх + 25) <-2;
9. a) logs (2х — 2,5) С-1;

10. a) log3(10x-19)>4;

откуда
х2-5х + 6 < О, 
2х2 -5х + 3 > 0.

Корнями квадратного трёхчлена х2 — 5х + 6 являются числа 2 и 3, 
старший коэффициент трёхчлена положителен. Поэтому множеством 
решений неравенства х2 — 5х + 6 < 0 является отрезок [2; 3]. Корнями 
квадратного трёхчлена 2х2 - 5х + 3 являются числа 1 и 1,5, старший 
коэффициент трёхчлена положителен. Поэтому множеством решений 
неравенства 2х2 — 5х+3 > О является объединение 1) и (1,5; +°°),
а множеством решений системы

х2 - 5х + 6 0,
2х2 — 5х + 3 > 0

(а значит, и второго неравенства данной системы) будет, очевидно, 
отрезок [2; 3].

3. Найдём множество решений данной системы как пересечение 
множеств [0; 2) и : |; — и [2; 3]. Получим : |; 3^ .

Ответ: 3 j.

Упражнения к § 8.1
Решите неравенство (систему неравенств).

б) log4x<3.
б)log х 3.
б) log25x> -0,5.
б) 108о, 321 Л' °-
б) logix> 2.
б) log х 1.
б) log3(2x - 5) < 4.
б) log02(6x-25)<-3.
б) logs(5x-2,8)<-l.

б) log4(7x — 24) > 4.
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11. a) log0,4(5x — 7,5) > — 1;
12. a) log7(9x + 4)>2;
13. a) log12(x2 — 25) > 2;
14. a) log4(x2-36)<3;
15. a) logj_ (169 —х2) < —2;

16. a) log^x2-16)34;
17. a) log . (25.v2 o-'l) . 1:
18. a) log! (100-х2) <-2;

8

19. a) log (841 — х2) J»—2;
21

20. a) log5(x2- 4х)>1;
21. a) log3(x2 — 8х) < 2;
22. a) log025(17x-x2)>-2;

23. a) logo s(x2 + 6х) < -4;

24. a) log2(5x2 + 16x)<4;
25. a) logx(llx-2x2)»-l;

12

26. a) log16(5x2 - 16х) < 1;
27. a) log6(2x2 + Их —4) >2;
28. a) log0S(24 —2х — х2) > —4;
29. a) log^ (2х2 - 7х - 3) < -2;

30. a) log9(2x2 + 7х + 5) 1,5;

31. a) log. ;(5v tv 12)

32. a) log_l (13.v 2.v 11) 5:
д/9

33. a) log (5х2+х — 4)3 —0,5;
324

34. a) log2(5x + 7)<log2(3x + ll);
35. a) log09(5x - 33) > log0 9(2х + 33);
36. а) 1п(2х +17) > 1п(4х - 13);
37. a) lg(25x2 -4) С lg(25 - 4х2);
38. а) 1п(х2 - х - 16) > 1п(9 - х);
39. a) log023(x2-12) <log023(5x-x2);

40. a) log0,7(2x2-7x + 5) J?log0 7(x2-5); 

б) log08(5x —3,75)>—1.
б) log6(7x-6)>2.
б) log5(x2 - 144) >2.
б) log6(x2 — 64) < 2.
б) logj_ (289 — х2) < —2.

б) l°gv-(x2 - 9) 3 8.
б) log64(49x2 - 36)31.
б) log i (225 —х2)3—2.

9

б) log (i>7(> .V2) :■ 2.

б) log6(x2 — 5х) > 1.
б) log2(x2 - Зх) < 2.
б) log0 2(26x — х2)> -2.
б) log0,s(x2 + 2x)<-3.

б) log6(5x2 + llx)< 2.
б) logi(9x- 2.v ) ■ I.

б) log18(5x2 — 9х) 31.
б) log5(2x2 — Их — 5) > 2.
б) log025(21 +4x-x2)>-2.

б) log4_ (2х2 - 9х - 4) < -2.
77

б) log125(2x2 +х — 3)3 |.

б) log32(5x2 + 6x- Ц) С 0,8.

б) logi. (17х - 2х2 - 15)3 -3.

б) log 1 (5х2 — 6х - 11)3 — 0,5.
256

б) log3 (5х + 6) < log3 (2х + 9).
б) log0 3 (5х - 22) > log0 3 (Зх + 22).
б) 1п(Зх + 19)>1п(5х-17).
б) 1п(16х2 - 9)< 1п(16 - 9х2).
б) lg(x2-x-9)>lg(16-x).
б) logo i2(x2- 18)<log1Q 32(9x-x2).

б) log.. з (2х2 - 9х + 7) /log,,.,(х2 - 7).
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41. a) logsinl(№ - 2а - 11) logsjII, (7.V а-'' - 6);
б) logcosl (а2 + 2а - 17) < logcosl (8 + 7х - А2).

42. a) log^ (а2 + 2а - 3) > log 2,(2а2 - 5а + 9);

б) 10g2i(A2-5A-6)^10g2Zr(2A2+A + 2).
7 7

44. а)

log,(2а ‘ 5) >2, 
log6(5x-24)<2;

log3(x - 5) < 1, 
А2-14а+ 48 >0;

(log3(2x — 1) >3, 
' (log7(5x - 26) < 2.

(log,(a
J I a2-13a + 40>0.

logo,s (a- “ 2)5 -2, 
logo,s (a2 - 9a + 20) 1;
logo,25 (24 - 2a - a2) >—2, 
log5(x2 +2x +17) 2;

flogo,25(x-3)>-l,
| log , (a2 - 1 1a + 30) — 1.

(log3(21 — 4x — x2) gj 2,
I log0,2(x2 +4x+ 13) 2.

. ( log2(3A2- 14x + 16)<4,
47 a) t lg(2A2 - 5a + 3) c lg(A2 - 3);

(log3(2A2 —15a + 27)<3,
6) | 1ii(2a2 - 9.x +10). ,ln(.v - 10).

„ , ilog2(2A2+ 9a +10)+ o,
1 logg (2x2 - a - 1) <log5 (a2 - 2a + 5);
: log,(2.v • 13.V • 21) 0.

° ( log2 (2a2 + A — 3) g1,log2 (A2 — A + 5).

Диагностическая работа 13

Вариант 1

Решите неравенство (систему неравенств).

1. log1gA>0,5. 5. log (2х • Зх). 3.
2. log02 а<3. 6. logj_(625-A2)>-2.
3. log4(13x - 14) С 3. 7. iOg3(2A2 + 5а - 3) < 2.
4. logi (5а 4). g log07(2A + ll)<log07(4A-5).
9. loggg (4a2 + 24a + 35) > logsa (-a2 - 6a - 5).

log7(3A + l)>2, 
log ,(A 2),■ • 4.
log4(25 — a2) ^2, 
log5 (a2 + 16) >2. 
log (A 1) , < 1.
log2 (a2 — a + 2) + 3.

11.

12.
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Вариант 2

10.

11.

12.

Решите неравенство (систему неравенств).

l.log9x>0,5. 5. log5(2x2+5х) 2»2.
2. log05x<2. 6. log^(400-x2)>-2.
3- log2(llx — 12) <5, 7. log4(5x2 +9x — 2) < 2.
4. logi(5x + 6)>-2. 8.1og06(2x + 13)^log06(4x—1).
9. logto (9x2 + 36x +35) > log^CS -4x-x2)

log (2.v 7) 2.
log3(x-5)<3.
log3(25 —x2)>2,
log5(x2 + 9) > 2.
log (,v 4) : 1,
log.(.v x + 4)<4.

§8.2. Более сложные логарифмические неравенства

Равносильные переходы (1)—(6) из § 8.1 справедливы, разумеется, не 
только для многочленов первой или второй степени, но и для произ­
вольных алгебраических выражений под знаками логарифмов. Будем 
в дальнейшем называть неравенства в левой части каждой из этих 
формул базовыми. Многие логарифмические неравенства и системы, 
содержащие такие неравенства, сводятся к одному или нескольким ба­
зовым неравенствам после выполнения преобразований, основанных 
на свойствах логарифмов 1-7, или при использовании метода введе­
ния новой переменной. Часто можно обойтись без перехода к про­
стейшим логарифмическим неравенствам, рационализировав данное 
неравенство с помощью метода знакотождественных множителей. Пе­
рейдём к обзору методов решения более сложных логарифмических 
неравенств, начав с метода равносильных преобразований.

Равносильные преобразования

При выполнении преобразований логарифмических выражений сле­
дует, как уже отмечалось, быть особенно внимательными в случае вы­
несения (внесения) чётной степени за знак логарифма или перехода от 
логарифма произведения (частного) двух алгебраических выражений 
к сумме (разности) логарифмов этих выражений и обратного перехода.
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Пример 1. Решите неравенство lg(x — 5) + lg(x — 20) sg 2.
Решение. Левая часть неравенства определена при х > 20. Поэто­

му оно равносильно системе неравенств

f IgCx - 5) (х - 20) У 2, [ (х - 5) (х - 20) < 100,
|х>20, °ТКуда (х>20.

Первое неравенство системы после раскрытия скобок и приведения 
подобных слагаемых легко приводится к виду х2 — 25х < 0, откуда 
х(х — 25) <0. Множеством решений последнего неравенства является 
отрезок [0; 25], а множеством решений системы — (20; 25].

Ответ: (20; 25].
Пример 2. Решите неравенство log5 ^20 — - j + log0 2 ^4 — J >1.

Р е ш е н и е. Поскольку 0,2= i=5-1, неравенство приводится к виду 

lo&(20-2)-lofc(4-f)>l.

Переход к логарифму частного приведёт к громоздкому неравенству. 
Вообще, когда есть выбор, лучше использовать переход к логарифму 
произведения, перенеся логарифм, перед которым стоит знак «минус», 
в другую часть неравенства. В данном случае получим log5 < 2() — ) > 

> 1 + log5 (4-и- Далее> logs (.20 ' ) > 1о&5 + logs (4- I)> откуда 

logs (20“ ^logs (5(4“ т-е- 1°§5 (20“ > l°g5C20 — х). По­

следнее неравенство является базовым и равносильно системе нера­
венств

{о
20 —- 20-х, х ’
20-х > 0,

откуда
(х —3)(х+3)

X

х < 20.

Решим первое неравенство полученной системы методом интервалов:

-3 0

Множеством его решений является объединение [-3; 0) и [3; +°°), 
а множеством решений системы — [-3; 0) и [3; 20)

Ответ: [—3; 0) и [3; 20).
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Пример 3. Решите неравенство j——— - 1.

Решение. Левая часть неравенства определена при х > 1, х 2. 
Заметим, что числа 64 и 16 являются степенями двойки. Это позволяет 
вынести степени за знак логарифма и перейти к основанию 2. Получим 
последовательно

3________ 2 3________ 2
logx+826 log^4 ^61ogx+a2 41ogJ._1 2"

( 15 f log2(x + 8)-log2(x-l) > 2,

^L>i, x>i, <=>
Jx/2 1x^2

rlog2(x + 8) > log24+log2(x-l), rlog2(x + 8) > log2(4(x-1)), 
<=> < x > 1, <=> < x > 1,

1x^2 1x^2, 

откуда
x + 8 > 4x - 4,
x > 1,
x^2

x < 4, 
x > 1, 
x#2.

Ответ: (1; 2) и (2; 4].
В некоторых случаях формальное нахождение ОДЗ неравенства 

приводит к необходимости решения нескольких неравенств, часть из 
которых можно опустить, если аккуратно использовать равносильные 
преобразования.

Пример 4. Решите неравенство log05 Qog2 0og3 +1)))

Решение. Применим последовательно несколько раз базовые рав­
носильные переходы:

10&.5 (l°g2 (10g3

(log2(log3(|^))<l,

[log2(log3(|^|J >Q
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Перенесём числа из правой части каждого неравенства в левую и при­
ведём полученные разности к общему знаменателю:

/ 2х-5 _ у. Г| [ 2х-5-45х-18 „
I 5х + 2 ' ̂ U’ I Зх + 2 U ’
I 2х-3 _ о п | 2х - 5 - 15х - 6 _
| Зх -!- 2 3 > U ; Зх + 2 >J

i —43х — 23 „ i 43х + 23 „
I Зх + 2 U’ 1 Зх + 2 U’
| -13Х-11 „ | 13х + 11 „

5х + 2 > U ̂ 5х + 2 <J'

Множеством решений первого неравенства системы является объеди­
нение оо; -xx'J и i — f; +оо), множеством решений второго нера-

( 11 Ж гвенства системы является промежуток I — —: — - ]. Следовательно, 
Л f 11 23 “Iмножеством решении системы будет промежуток I — .

Ответ-.
Перейдём к примерам, решение которых требует внимания и осо­

знанного применения свойств логарифмов.
Пример 5. Решите неравенство

9 log12 (х2 — Зх — 4) < 10 + logi2 (^4 ■

Решение. Корнями квадратного трёхчлена х2 — Зх — 4 являются 
числа —1 и 4. Поэтому данное неравенство можно переписать в виде

fx +119
91og12(x+1)(х —4) < 10 + log12 v ■ •

Переход от логарифмов произведения и частного к сумме и разности 
логарифмов с целью приведения подобных слагаемых приведёт в дан­
ном случае к сужению ОДЗ. Обратное преобразование приводит к рас­
ширению ОДЗ, что не столь критично: ведь в этом случае достаточно 
записать ОДЗ и тогда преобразование суммы (разности) логарифмов 
по одному основанию в логарифм произведения (частного) по тому же 
основанию будет равносильным на ОДЗ. В таких случаях лучше полу­
чить более громоздкое неравенство, чем потерять решения. Попробуем 
сделать именно это, перейдя к равносильной системе

f log12(х +1)9(х — 4)9 — log12 (*~^4 < Ю,

( (х+ 1)(х —4) > 0,
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откуда

I (х+ 1)(Х-4) > 0,

и, значит,
log12Cx — 4)10 < 10, 

(х + 1)(х-4) > 0.

Множеством решений второго неравенства системы является объ­
единение (—оо; —1) и (4; +оо). Решим первое неравенство, учитывая, 
что

log12(x-4)w = 101og12|x —4|

Получим неравенство 10 log12 |х — 4| < 10, откуда

log12 |х — 4| < 1 <=> ' 4
I А Т’

4 12,
[ X с 16, 

ФФ <j X > -8, 

^х^ 4.

Заметим, что неравенство х И 4 является следствием неравенства 
(х + 1)(х — 4) > 0. Тем самым остаётся найти пересечение множеств 
(—оо; — 1) и (4; j-оо) и [-8; 16]. Этим пересечением является, очевидно, 
[-8;-1) и (4; 16].

Ответ: [-8; -1) и (4; 16].
Отметим, что «ловушки», связанные с вынесением (внесением) чёт­

ной степени за знак логарифма, переходом от логарифма произведе­
ния (частного) двух алгебраических выражений к сумме (разности) 
логарифмов этих выражений и обратным переходом, являются харак­
терными для многих неравенств ЕГЭ по математике.

Пример 6. Решите систему неравенств

4Х+1 - 33 ■ 2х + 8 < 0,

21о82ГЙЬ + 1о82('х + 1’2')2 2’
Решение. 1. Решим первое неравенство системы, приведя его 

к виду 4 • (2 х)2 — 33 • 2х + 8 < 0 и сделав замену переменной t = 2х, где 
t > 0. Получим квадратное неравенство 4t2 — 331 + 8 < 0, решив которое 

найдём < t < 8. Значит, 2х < 8, или 2 2 < 2х < 2’, откуда — 2 < х < 3.
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2. Решим второе неравенство системы:

210g2 Ф + 10g2(х+ г’2)2 2

Ilog2 (х + 1Ь) + log2(x+l,2)2 >2,

I -^1- >0
( х + 1,2

/1082(6^ГСх + 1Х| >2’ pog2(x-l)2^2,

Неравенство log2 (х — I)2 > 2 равносильно неравенству (х — I)2 > 4, от­
куда

(х —1+ 2)(х—1 — 2) > 0,

т. е. (х + 1)(х — 3) > 0. Множеством решений последнего неравенства 
является объединение (—оо; —1] и [3; +<»). Множеством решений нера- 

х — 1венства + 2 >0 является объединение (ос; —1,2) и (1; 4-оо). Поэто­

му множеством решений последней системы, а значит, и второго нера­
венства данной системы будет объединение (—оо; —1,2) и [3; -|-оо).

3. Множество решений данной системы найдём как пересечение 
множеств [—2; 3] и (—оо;-1,2) и [3;+«о). Получим множество 
[-2;-1,2) и {3}.

Ответ: [-2;-1,2) и {3}.

Базовые логарифмические неравенства с переменным основанием

Рассмотрим теперь базовые логарифмические неравенства с пере­
менным основанием, т. е. неравенства вида logaW/(x) Vb и log, s ,/(-v) V 
vlogaWg(x). В большинстве случаев такие неравенства целесообразно 
решать методом знакотождественных множителей (см. § 1.6 и приме­
ры, приведённые ниже в этом параграфе). Если освоение этого ме­
тода вызывает затруднения, можно использовать традиционный спо­
соб решения таких неравенств, заключающийся в рассмотрении двух 
случаев: 1) основание логарифма больше 1 (в этом случае при потен­
цировании знак неравенства сохраняется); 2) основание логарифма 
положительно и меньше 1 (в этом случае при потенцировании знак 
неравенства меняется на противоположный). Разумеется, при потен-
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цировании необходимо учитывать ОДЗ неравенства. Таким образом,

logaW/(x) О <=>

loga(x)/W > Ь <=>

' а(х) > 1,
Дх) > 0,

[ Дх) < (а(х))ь;

(а(х') < 1,

а(х) > 0,
Дх) > (а(х))ь;

J а(х) > 1, 
(/(х) > (а(х))ь;

/ а(х) < 1,
I а(х) > 0,
| /(х) > 0,
I Дх)« (а(х))ь;

(1)

log„fvj/(x) <logaWg(x) <=?

( а(х) > 1,

Дх) > 0, 
\fW « g(x); 

j а(х) < 1, 
I а(х) > 0, 
| Дх) > 0, 
I Дх) g(x).

(3)

Для строгих неравенств последние неравенства в каждой из систем 
каждой из совокупностей также будут строгими. Конечно же, при ре­
шении конкретных неравенств лучше не выписывать столь громоздкие 
совокупности, а рассматривать два случая, находить множество реше­
ний для каждого из них, а затем объединять найденные множества.

Пример 7. Решите неравенство log6v(x2 — 15х + 54) < 1.
Решение. Рассмотрим два случая: 1) основание логарифма боль­

ше 1; 2) основание логарифма положительно и меньше 1. В первом 
случае получим систему

[ 6х > 1,

; х2- 15х + 54> 0,
. х2 - 15х + 54 < 6х,

откуда ■{ х2 —15х + 54> 0, 

х2 — 21х +54 < 0.
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Корнями квадратного трёхчлена х2 — 15х + 54 являются числа 6 и 9. 
Поэтому множеством решений неравенства х2 — 15х + 54 > 0 будет 

объединение 6) и (9; +“). С учётом неравенства х> g получим 
множество I б) и (9; +°°). Корнями квадратного трёхчлена х2 — 21х + 

+ 54 являются числа 3 и 18. Поэтому множеством решений неравен­
ства х2 — 21х + 54 < 0 будет промежуток (3; 18), а его пересечением 

с множеством I 6 I и (9; + °°) и, следовательно, множеством решений 

системы будет объединение (3; 6) и (9; 18).
Во втором случае получим систему

0 < 6х < 1, | 0 < х < 7.2 1 г г л г откуда < ох2-15х-1-54> 6х, [х2 21х!54 > 0.

Множеством решений первого неравенства является промежуток Q); .

Корни квадратного трёхчлена в левой части второго неравенства по­
следней системы уже найдены, поэтому множеством решений этого 
неравенства является объединение промежутков (—оо; 3) и (18; +<»), 
а пересечением этого множества с множеством ( 0; |; и, следователь­

но, множеством решений системы — промежуток ^0; i.

Объединив найденные в каждом случае множества решений, полу­
чим множество решений данного неравенства ft); и (3; 6) и (9; 18).

Ответ: f 0; и (3; 6) и (9; 18).

Пример 8. Решите неравенство

1°§2х2-15.х+28(2х + 11) > 1°§2х2-15х+28(11 — 2х).

Решение. Аналогично предыдущему примеру рассмотрим два 
случая.

1. В первом случае имеем

2х2-15х + 28 > 1, 
11-2х > 0, 
2х • 11 > 11 2х,

откуда

2х2-15х + 27 > 0,
х < 5,5, и, значит,
х > 0,

2х2 - 15х 1-27 > 0, 
0 < х < 5,5.
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Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — 15х + 27 являются числа 3 и 4,5. 
Поэтому множеством решений неравенства 2х2 — 15х 4 27 > 0 будет 
объединение (—оо; 3) и (4,5; 4-оо). С учётом неравенства 0^х< 5,5 по­
лучим множество решений системы [0; 3) и (4,5; 5,5).

2. Во втором случае имеем

(2х2 —15x428 > 0, 
I 2х2-15x4 28 < 1, 
j 2x411 > 0, 

(2x4-11 С 11 -2х,

откуда

(2х2-15x4 28 > 0,
| 2х2-15x4 27 < 0,

I х > -5,5,
(х< 0,

и, значит,

I 2х2-15x4 28 > 0, 
] 2х2-15x4 27 < 0, 

I -5,5 < х < 0.

Корнями квадратного трёхчлена 2х2 — 15х 4 28 являются числа 3,5 и 4. 
Поэтому множеством решений неравенства 2х2 — 15х 4 28 > 0 будет 
объединение (—°°; 3,5) и (4; 4°°). Корни квадратного трёхчлена в ле­
вой части второго неравенства системы уже найдены, поэтому множе­
ством его решений будет интервал (3;4,5). Это множество не имеет 
пересечений с множеством решений третьего неравенства системы, 
поэтому в данном случае решений нет.

Ответ: [0; 3) и (4,5; 5,5).

Метод знакотождественных множителей и метод интервалов

Как и в случае показательных неравенств, логарифмические нера­
венства, к решению которых можно применить метод интервалов, це­
лесообразно сначала рационализировать с помощью метода знакотож­
дественных множителей, поэтому и здесь эти два метода объединены 
под одним заголовком.

Напомним, что метод знакотождественных множителей использу­
ется для решения неравенств вида сг(х) • а2(х) • ... • ап(х) V 0 или 

а1(х)-а2(х)-...-ап(х)
----- --- 1 -------  < V 0 в тех случаях, когда одно или несколько ая+1(х)-ап+2(х)-...-ап+т(х) 7
алгебраических выражений в левой части неравенства можно заме­
нить знакотождественным. Можно выделить две основные пары зна­
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котождественных логарифмических выражений:

а(х) = logcu(x)-logcy(x) при с > 1;
b(x) = u(x) - v (х) (при условиях ц(х) > 0, v (х) > 0);

а(х) = logcW)u(x);
и (— 1 (2)

Ь(Х) = _ 1 (при условиях и(х) > 0, с(х) > 0).

В § 1.6 подробно излагается метод знакотождественных множите­
лей, проиллюстрированный многочисленными примерами его приме­
нения к решению логарифмических неравенств с переменным основа­
нием (поэтому сначала нужно изучить материал этого параграфа, а по­
том вернуться к примерам, приведённым ниже), и рассматривается 
ещё несколько пар знакотождественных логарифмических выражений 
для числовых оснований, в том числе меньших единицы. Заметим, что 
все эти пары являются следствиями двух приведённых. Если основа­
ние с логарифма в выражении а(х) = log(. и(х) — logc.y(x) меньше 1, то

1 , _ ,всегда можно перейти к основанию -, большему 1, используя формулу 
перехода к новому основанию. Аналогично формула (2) справедлива 
и для логарифма с числовым основанием:

sign(logfu(x)) = sign i -‘ при ц(х) > 0,

поэтому обе части неравенства можно будет умножить на число с — 1, 
сохранив знак неравенства, если это число положительно, и поменяв 
знак неравенства на противоположный, если это число отрицательно.

Пример 9. Решите систему неравенств

(log6_x(8x-х2 — 12) > 1,
) х2 —4х—1 , 3 ..
[ х_4 +— <*■

Решение. 1. Решим первое неравенство системы. Корнями квад­
ратного трёхчлена 8х — х2 - 12 являются числа 2 и 6. Поэтому

8х-х2 — 12 = -(х-2)(х-6).

Учитывая, что основание логарифма равно 6-х, внесём знак «минус» 
во вторые скобки: 8х - х2 - 12 =(х — 2) (6 — х). Таким образом,

logs_Y(x —2)(6 —х) > 1,

откуда log6_x(x — 2) + log6_T(6 - х) > 1. В данном случае преобразова­
ние логарифма произведения в сумму логарифмов не приводит к из­
менению ОДЗ, поскольку 6 — х > 0 как основание логарифма и, значит,
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х — 2 > 0. Таким образом, log6_T (х — 2) +1 > 1, откуда log6_x (х — 2) > 0. 
Применив метод знакотождественных множителей, получим

х —2 — 1... 
6-х-155
2<х< 6

>0, 5-х ’
2 < х < 6.

Множеством решений первого неравенства последней системы явля­
ется промежуток [3; 5). Это же множество, очевидно, является и мно­
жеством решений всей этой системы.

2. Решим второе неравенство данной системы, приведя его к виду

х2-4х___ 1 3
х-4 х-4 + х-6

13 13
откуда Х-—4 + тТё^х и --—4 + 7^6 Приведя дроби к общему

2(х —3)знаменателю, после упрощении получим неравенство ,. - g < 0.
Применим метод интервалов:

Множеством решений неравенства является объединение 3] и 
и (4; 6).

3. Найдём множество решений данной системы как пересечение 
множеств [3; 5) и (—о°; 3] и (4; 6). Получим {3} и (4; 5).

Ответ: {3} и (4; 5).

Пример 10. Решите неравенство log5t+2(log8_Y(x4- 2)) > 0.
Решение. Применив метод знакотождественных множителей, по­

лучим систему неравенств

log8 T(x + 2)-l
5х + 2-1 

log8_x(x4-2) > °-

Перейдём в первом неравенстве к основанию 10 (разумеется, можно 
перейти и к любому другому основанию, лучше к большему единицы):

/ lg(x+2) _ ,
I lg(8-х) ...

j 5х + 1 ’
log8_v(x-l-2) > 0

[ lg(x+ 2) — lg(8 — х) 
<=>J (5x + l)lg(8-x)

(log8_r(x + 2) > 0.
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Вновь применим метод знакотождественных множителей:

j (х + 2)-(8-х)
(5х+ 1)(8-х-1)
х + 2 1

) 8-x-l > U’
х + 2 > О,

k 8 - х > О

х-3
(х +0,2) (х-7)

О,х-7
-2 < х < 8.

Решим первое неравенство полученной системы методом интервалов:

//7/Л +
-0,2 3 7

+
х

Множеством решений первого неравенства системы является объ­
единение (— оо; —0,2) и [3; 7). Множеством решений второго неравен­
ства системы является промежуток (-1; 7). Пересечением этих двух 
множеств будет множество (—1; -0,2) и [3; 7). Очевидно, что все чис­
ла множества (-1; —0,2) и [3; 7) удовлетворяют третьему неравенству 
последней системы.

Ответ: (-1; -0,2) и [3; 7).
Пример 11. Решите неравенство

(х2 + х) ■ logx+2(x +1) ■ log7(x - 2)2
2х2 + 5х + 2 ’

Решение. Заменим логарифмические выражения в числителе зна­
котождественными, а квадратные трёхчлены разложим на множители:

( х(х + 1)-^'№-2)2-Л
I 2(х + 0,5)(х+2)
I х > -1, 
\х^2

/ х2 (х +1) (х - 1) (х - 3) 
j (х + 0,5) (х + 2)(х + 1) 
I х > -1, 
\х^2

/ х2(х-1)(х-3) 
I (х + 0,5)(х + 2)
I X > -1, 
1x^2.

Решим первое неравенство полученной системы методом интервалов:

-2 -0,5 0 1 3 х
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Получим множество (—2; —0,5) и {0} и [1; 3]. С учётом второго 
и третьего неравенств последней системы получим множество её ре­
шений: (-1; -0,5) и {0} и [1; 2) и (2; 3].

Ответ: (-1; -0,5) и {0} и [1; 2) и (2; 3].
Формула перехода к новому числовому основанию в некоторых слу­

чаях позволяет существенно упростить неравенство.
Пример 12. Решите неравенство 

logx (х +1) ■ logx+3 (х + 2) ■ logx+2(х + 3) ■ logx+3 (х + 4) х

х logx+4^ + 5) ■ + 6) 2.

Решение. Левая часть неравенства определена при х > 0, х 1. 
Перейдём к основанию 10 в каждом из логарифмов:

lg(x +1) lg(x + 2) lg(x+3) lg(x+4) lg(x + 5) lg(x + 6)
Igx ‘ lg(x + l) ‘ lg(x + 2) ‘ lg(x + 3) ‘ lg(x + 4) ‘ lg(x + 5)

lg(x + 6) „ lg(x + 6) „ „ lg(x + 6)-21gx n
Igx ' Igx ' Igx

lg(x + 6)-lgx2
Igx '

Применим метод знакотождественных множителей:

- : < о,х-1 ' ’
х > 0,

х2-х-6 ., -
V — 1 9

х > 0.

Корнями квадратного трёхчлена х2 — х — 6 являются числа —2 и 3.
Поэтому первое неравенство полученной системы можно переписать 

(х + 2)(х —3)в виде-------—:----- >0. Применим метод интервалов:

-2 13

Множеством решений первого неравенства системы является 
[—2; 1) и [3; + “). С учётом неравенства х > 0 получим множество ре­
шений данного неравенства: (0; 1) и [3; + “).

Ответ: (0; 1) и [3; +»).
Как уже отмечалось, для более детального и подробного знаком­

ства с применением метода интервалов и метода знакотождественных 
множителей к решению логарифмических неравенств необходимо об­
ратиться к материалам § 1.2 (пример 2) и § 1.6 (примеры 8-15).
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Метод введения новой переменной

Основными типами логарифмических неравенств, которые после 
введения новой переменной сводятся к рациональным алгебраическим 
неравенствам, являются следующие:

а ■ log2ft)(/(x)) + b■ log;w(/(x)) + с v О

(сводится к квадратному неравенству at2 + bt + с V О заменой t = 
= log?M(/(x))) и

a ■ log;(l) (f(x)) + b ■ log/M (l(xB + с V 0.

Последнее неравенство сводится к рациональному после применения 

формулы перехода к новому основанию: logj-^j(7 (х)) = :------' 7-^7-. Обо
10g;w(/(X))

значив log;(/(х)) через t, получим дробно-рациональное неравен- 
at2 +ct■ + b ч, „ „ ,ство at + - + с V 0, откуда ------ -------V 0. Основание логарифмов в та­

ких неравенствах, разумеется, может быть и числом. Логарифмические
неравенства, которые можно решать с помощью метода введения но­
вой переменной, конечно же, не исчерпываются указанными типами: 
например, заменив в рациональном или иррациональном неравенстве 
переменную на логарифмическое выражение, получим логарифмиче­
ское неравенство, которое целесообразно решать с помощью обратной 
замены. В итоге с помощью метода введения новой переменной можно 
прийти к одному или нескольким базовым логарифмическим неравен­
ствам либо на определённом шаге решения рационализировать нера­
венство методом знакотождественных множителей.

Пример 13. Решите неравенство 
41g(2x —1) -1 
lg(2x —1) —1

Решение. Обозначим lg(2x — 1) через t. Получим неравенство 
4t-l л 4t-l-t+l 3t „ ..\ 1, откуда —■—т ■ < 0, т. е. —< 0. Множеством решении
полученного неравенства является промежуток [0; 1). Таким образом,

t> 0, 
t < 1.

Сделаем обратную замену:

lg(2x- 1) 
lg(2x — 1)

2х—1 > 1, 
2х-1 < 10

х > 1, 
х < 5,5.

Ответ: [1; 5,5).
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Замечание. Обратим внимание на то, что, получив неравенство 
3t t- — С0, или --®-= < 0, можно было бы сразу вернуться к прежней пере­

менной и применить метод знакотождественных множителей:

( 2х - 1 — 1 tgCZx-D < 0 Щу- Р I 2х г ю < °>
lg(2x—1) —1 lg(2x — 1) — lg 10 1 Г1с

2(х -1) 
2х 11 
х > 0,5

О, 1 х < 
х > 0,5

5,5,
<=> 1 < х < 5,5.

Какой вариант решения выбрать, зависит от предпочтений решающе­
го, главное — получить правильный ответ.

Пример 14. Решите неравенство
log2 2 (24 - 2х - х2) - 6 log25 (24 - 2х - х2) + 2 > 0.

Решение. Сначала перейдём к основанию 5 в каждом из логариф­
мов:

log2 2 (24- 2х-х2) = (-log5(24-2x-x2))2 = (log5(24-2х - х2))2;

log25 (24 - 2х - х2) = 0,5 log5 (24 - 2х - х2).

Теперь обозначим log5(24 — 2х - х2) через t. Неравенство примет вид 
t2 — 3t + 2 > 0. Корнями квадратного трёхчлена в левой части полу­

ченного неравенства являются числа 1 и 2, поэтому 
обратную замену, получим

t>2,
«1. Сделав

log5(24 —2х —х2) > 2, 
log5 (24 - 2х - х2) < 1

"24 —2х —х2 > 25,
(24 —2х —х2 SJ5, <=>
| 24 —2х —х2 > 0

(х+1)2 < 0,
х2 + 2х- 19 > 0, < > 
х24-2х-24 < 0

х2 + 2х-19 > 0, 
х2 + 2х-24 < 0.

Корнями квадратного трёхчлена х2 4- 2х — 19 являются числа —1 — /20 
и -1 4- /20, старший коэффициент трёхчлена положителен, поэтому 
множеством решений неравенства х2 4- 2х —19 > 0 является объедине­
ние (—оо; - 1 - /20 ] и [-14- /20; +оо). Корнями квадратного трёхчле­
на х2 4- 2х - 24 являются числа —6 и 4, старший коэффициент трёхчле­
на положителен, поэтому множеством решений неравенства х2 4- 2х — 
— 24 < 0 является (—6; 4). Имеем 4 < /20 < 5, поэтому 5 < /20 4-1 < 6 
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и 3 < v'20 — 1 < 4. Значит, -6 < -1 — \/20 < —5, и множеством решений 
системы неравенств в последней совокупности является объединение 
с—6; — 1 — /20]и[-1 + ч/20; 4):

-6 -1-2V5 - 1 + 2у^ 4 х

Ответ: (-6; -1 - 2л/5 ] и {-1}и [-1+ 2д/5; 4).

Пример 15. Решите неравенство log4 х - logx 4 ■.

Решение. Обозначим log4 х через t. Тогда logx 4= г-Нера- K>g4 X I
1 15 4t2 —15t—4венство примет вид t — - —0, откуда ------- -------- < 0. Корнями
9 1квадратного трёхчлена 4t — 15с — 4 являются числа — - и 4, поэтому

4(t + l)(t-4) 
неравенство можно переписать в виде-------- --------- < 0. Применим ме­
тод интервалов:

Z/7/Я + + X-
_1 0 4 t

4

Получим
' (t > О,

[ t < 4,

Сделаем обратную замену:

f log4 х > 0, 
[ log4 х < 4,

logz.V-

Ответ: (б; и (1; 256].

В заключение рассмотрим пример, в котором замену переменной 
приходится делать дважды.

Пример 16. Решите неравенство

______ —______________18_____+ 1<0.
(log2x - 21og2x)2 log2 х - 2 log2 х
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„ 45
Решение. Пусть t = log2 х — 2 log2 х. Неравенство примет вид — —

18 , - „ f
— + 1 < О, откуда

I2-181+ 45 < О, 
1^0

<=> I2-181 + 45 < О

(ясно, что 1 = 0 не является решением первого неравенства системы, 
поэтому её второе неравенство можно опустить). Корнями квадратно­
го трёхчлена в левой части последнего неравенства являются числа 3

(1>3,
и 15, поэтому < .j j. Сделаем обратную замену:

log? х-2 log2 х > 3, ( log? х-2 log2 х - 3 > 0,
, откуда ( _

log2x-21og2x < 15, [log2x-21og2x- 15 < 0.

Пусть log2 х = z. Система примет вид

z2 —2z —3 > 0,
z2-2z- 15 < 0.

Корнями квадратного трёхчлена в левой части первого неравенства си­
стемы являются числа -1 и 3. Корнями квадратного трёхчлена в левой 
части второго неравенства системы являются числа —3 и 5. Поэтому

откуда

Сделаем обратную замену:

-3 < log2x < -1, 
3 < log2 х < 5

Ответ: (0,125; 0,5) и (8; 32).

Исследование ОДЗ неравенства

В случае логарифмических неравенств исследование ОДЗ неравен­
ства иногда позволяет найти множество его решений. Такие задачи не 
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слишком распространены, возможно, отчасти потому, что ОДЗ лога­
рифмического выражения задаётся строгими неравенствами и в боль­
шинстве подобных задач сама является множеством решений неравен­
ства.

Пример 17. Решите неравенство lg(x — 5) + 1п(6 — х) < л.
Решение. Левая часть неравенства определена при 5 < х < 6. По­

скольку х < 6, получаем, что lg(x - 5) < 0. Поскольку х > 5, получаем, 
что 1п(6 — х) < 0. Значит, левая часть неравенства отрицательна при 
всех допустимых значениях переменной и неравенство выполняется 
для всех х е (5; 6).

Ответ: (5; 6).
Пример 18. Решите неравенство

log2(х - 3) -I- log3 (20 - х) + ?/х- 6 + VlO-x > 3.

Р е ш е н и е. Левая часть неравенства определена при 6 ^х10. По­
скольку х > 6, получаем, что log2(x — 3) > log2 3 > 1. Поскольку х < 10, 
получаем, что log3 (20 — х) > log310 > 2. Поскольку при всех х е [6; 10] 
выполнены неравенства fyx - 6 бг 0 и 1(^10 — х > 0, получаем, что левая 
часть неравенства больше 3 при всех допустимых значениях перемен­
ной, и множеством решений неравенства является его ОДЗ.

Ответ: [6; 10].

Применение свойств функций

Перейдём к примерам применения свойств монотонности и огра­
ниченности функций к решению показательных неравенств.

Пример 19. Решите неравенство у*3 + 5>log5(8 — х) +1
Решение. Перебирая небольшие по модулю целые числа, доволь­

но быстро можно установить, что левая и правая части данного нера­
венства равны при х = 3. Функция /(х) = \/х3 + 5 монотонно возрас­
тает на всей числовой прямой, а функция g(x) = log5(8 - х) + 1 мо­
нотонно убывает на всей области определения. Поэтому неравенство 
/(х) > g(x) выполняется, еслих > 3 и х еD(g), где D(g) — область опре-

(х> 3,
деления функции у = g(x). Таким образом, откуда 3<х< 8.

Ответ: (3; 8).
Пример 20. Решите неравенство

б5'" '1 -I- log5 (5х - 2) < 6Л'Н + log5 (х+ 6).

Решение. Обратим внимание на «похожесть» левой и правой ча­
стей неравенства. Рассмотрим функцию /(1) = 6f --I-- log5(t + 2), моно­
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тонно возрастающую на всей области определения. В силу возрастания 
функции у = f(t) неравенство /(а) Of(fi) будет выполняться при до­
пустимых а и /3 в том и только том случае, если а С (3. В нашем случае 
а = 5х — 4, /3 = х + 4. Таким образом,

г 5х - 4 <1 х + 4,
j 5д- 2 > О,
I х + 6 > О,

откуда 0,4<х^2.
Ответ: (0,4; 2].
Пример 21. Решите неравенство

О4-х- \/х3-Зх2 + 4х
04—х + log5X+1 (х3-5х2 + 4х + 1)

Решение. Левая часть данного неравенства определена, если

• V4-x + logsT+1 (х3 -5х2 + 4х +1) 0, 
5х + 1 0 1,

' 5х +1 > 0,
I 4-х 0,
\ х3 - 5х2 + 4х 0.

При этих условиях знаменатель дроби в левой части данного неравен­
ства положителен и неравенство можно переписать в виде

04 —х — а/х3 ~ 5х2 + 4х > а/4-х + log|r+1 (х3 — 5х2 + 4х+1), 

откуда
log2x+1 (х3 - 5х2 + 4х +1) + д/x3 — 5х2 + 4х < 0.

Сумма двух неотрицательных слагаемых обращается в нуль, только ес­
ли каждое из них равно нулю. Если х3 - 5х2 + 4х = 0, то при значениях 
переменной, удовлетворяющих неравенствам системы, получаем, что 

lostx+1 - 5х2 + 4х + 1) = log2x+11 = 0.

Найдём корни уравнения х3 — 5х2 + 4х = 0, переписав его в виде 
х(х2-5х + 4) = 0,

откуда х = 0 либо х2 = 5х + 4 = 0. Корнями последнего уравнения яв­
ляются х = 1 и х = 4. Нох = 4не удовлетворяет первому неравенству 
системы, а х = 0 — её второму неравенству. Корень х = 1 удовлетво­
ряет всем неравенствам системы и является единственным решением 
данного неравенства.

Ответ: {1}.
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Пример 22. Решите неравенство log2(x —4) - log2(12 — х) >4.
Решение. Левая часть данного неравенства определена, если 

4 < х < 12. Если х е (4; 5], то log2(x — 4) < 0, a log2 (12 — х) > 0 и дан­
ное неравенство не имеет решений. Аналогично если хе [11; 12), то 
log2(x- 4) > 0, a log2(12 — х)<0 и данное неравенство не имеет реше­
ний. Пусть 5 < х < 11. Тогда log2(x — 4) > 0 и log2 (12 — х) > 0. В этом 

случае y/log2(x — 4) • log2(12 — х) > 2. Но v ab < ^-4— (это неравенство 

легко получить из очевидного неравенства (Уа — Vb)2 0, раскрыв 
скобки и выполнив элементарные преобразования; напомним, что оно 
называется неравенством Коши для среднего арифметического и сред­
него геометрического двух неотрицательных чисел и обращается в ра­
венство, только если числа равны). Поэтому

Г----- ------ —-----—-----Т log2(x-4)+log2(12-x) log2((x—4)(12—х))
у log2(x—4)4og2(12—х) <--------------2---------------=------------- 2------------ •

Но

log2((x—4)(12—х)) _ log2(—48 + 16х —х2) _ log2:(16-(х-8)2) log216 _
2 2 2 2 ’

Таким образом,

у/log2(х - 4) • log2(12 - х) > 2 

и
yiog2(x-4) -log2(12-x) С 2,

что возможно, лишь если уlog2(x — 4) • log2(12 — х) = 2, т. е. при х = 8. 
Ответ: {8}.

Решите неравенство (систему неравенств).
Упражнения к § 8.2

la) log0|5^|<0;

2. a) log - 13 4г >о.;

3. a) (log9 2 - log5 2) 1о§з (х - 18) > 0;
4. a) log2 х -г log2 (х + 6) ■ 4;
5. a) log2 |r| (4х2) + log2 (8х2) С 9;

, . , 2х2+3х —5 16. a)log27 х + 1

6)log0,2g|<0.

... . 7-4хб) log а---- — > 0;63 х + 5
б) (log7 9 - log6 9) log3 (X - 13) > 0.
б) log3 х + logs(X - 6) С 3.
б) log2 r|(25x2) ■ log..(25.v;) • 8.

2х2 + 15х + 22 1
ОМ х+4 <2.
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7. a) log3(x + 2) + log3(8-x)Cl + logs(++4);
б) log3(x +3) + log3(7-x)Cl + log,Сх + 5).

8. a) log7(4x +11) -log7(25 -x2) Csiji-|-c

6) log2(3x-2)-log2(36-.v*) *■ siii ———.

9. a) log3(x + 5fefclog^jt9-X); 6) log4(x + 8)>log3_x(3-x).10’ a) 1 “ logx_40,2 C logx+2025; 6) 1 “ log^iO.l logx+17100‘
11. a) log4(20-|)+logi (5-£) >1; 6) log3 (15- + logi (5-f)>l.

12. a) 310g2x2 +2-|x|10g29<3- (|y°g°’5(2X+3);

6) 710g=x2 + 6 ■ |x|Iogs49 C 7 ■ (iy°g0’2(ta+4).

13. a) log2(log2(7x2 - (>.v)) 2:
14. a) log5 (logs

15. a) log5(log4(log3(2x + l))><0;

16. a) log0 5 (l°g4 (logs > °1

17. a) log3(log2(log2(log2(x+3)2))) < 0;

6) log dog C.v 3.v+ 1.
6) log3 (logs (^~)) >°-

6) log2(log3(log4(Sx + 6))) C 0.

6) logi(log5(log2(^)))c0.

6) log2 (log2 (log2 (log3 (x + 2)2))) c 0.

18. a)

6)

19. a)

20. a)

21. a)

22. a)
23. a)
24. a)

25. a)

11 logn (x2 +x - 20) C 12 + logn

13 log13 (x2 - x - 6) < 14 + log13 ly l2x2 - 5x + 2 . q. log11(x+2) ’log3 (8x2 — 1 lx + 4) logs*21og5(x2 —5x) logs *2 '
(8 - x) (.v + 4) log . (x - 1) C O; 
logx (4 - x) ■ logx (x -1)7 0;
log3„x U +1) ■ logx+2 (4 - x) CO; (2x2 - 15x+28) log7(x - 3) x2 —llx + 30 *
(x2 + 3x + 2) ■ logx+3(x + 2) • log3 (x - l)2 C 0; 
(x2 + 7x +12) ■ logx+5 (x + 4) ■ logs + 1)M 0.

6)

6)

6)

2x2 —llx+5logi3(x + 3) "•logs(7x2 - 10x+4)logs* >2’21og9(x2 + 4x)log9X2 ‘
6) (5 - x) (x + 9) log0 7 + 4) й7 °.
6) logx_i (5 - x) ■ log^j x> 0.
6) logj_x(x+3)-logx+4(2-x)C0;(2x2-19x + 45)log7(x-4)1 x2-13x + 42

26. a)
6)
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27. а)
(х2 4- 9х 4- 20) ■ log,.,, (х 4- 5) ■ lg(x 4- 2)2 2Х2 4-21x4-54 (х2 — 7x4-12) ■logx^2(X —3) -ln(x — б)2 

2х2-11х + 14

28. а) (х-3)(log6(х2 4- Зх - 4) 4- log02(20-Зх) + [ 5 + х +1J >х2 -х-6;

б) (х-4)flog5(125-25x)-log6(x2+x-6)+ 1 ,+х + б! <х24-2х-24.

29. a) log,,(x2 - 14х + 48) < 1;
30. а) log,.. (2х Ох • 9);
31. a) log-(х' - 2х - 8)< 1;
32. a) logv+2:(7x2 + Их - 6) < 2;
33. a) log . (х - 2)2< 1;
34. a) logx+5 (4х2 - Зх + 1) log 10x441 1,

' 10x443

35. a) logx+2(x2 - Зх + I.) Iog±_ 1;
5Х+6

36. a) log...... , (2х2 - Зх + 3) § 0;
37. a) log21Qt2 n , .;(]2х2-]9хЧ-3)-0;
38. a) log ,.(2х - 3) 2 log(х + 2);

б) log7x(x2 - 13x4-36) < 1.
б) 4to»^® > log,; (2х ■ - I Ох + 25).
б) log.. , (х 4- 4х - 5) ... 1.
б) logx+1(6x2 4-х - 5) < 2.
б) 1о^„2)2(х-ЗЛМ«
б) log,. ,.(5х - 6х 4-1) log 10Х4-57 1.

10x459

б) log,. ,.(х;’ - Зх 4- 1><log 2x4-5 1.
ЗХ4-7

б) log12T?_5x_2 (6х2 -11 х + 4)<0.
б) log20x2_llx_3(20x2 - 29х + 6)>0.
б) log2:W(2х - 5)2 < 2 log ,. ,(х + 1).

39. а) 10^(36-64x^X24-^^ ^

б)

40. а)
41. а)

б)
42. а)
43. а)

44. а)
45. а)

46. а)

47. а)

48. а)

log, (9-810X2+ |ЗДд(31_9Р).

о; б) iogx_2 з 4- iog31_12x з о.
(x + ]2)-2;

(X 4-30)0-
6) log5x+12(log6_r(x +4)) Э-0.
6) log2x>9.

6) log2x2 C4.
6) ||log2x4-l|-2|<l.

i—~log2x4-l31gx-4lgx-131g2x- 8lg2x-4 "

log.. 6 ■ log
logY (х + 4) • Iogx+4(X + 8) ■ logx+g 
log, (x + 10) ■ log^(x 4- 20) • logx+20 
log....,(log. ,.(x4-:’>)). 0;
log2x> 16;

log25x2<l;
||log2x-l|-4|<2;

1—~logg.X + 141gx-3lgx-151g2x —1lg2x-l * ’
б)

б)

б)

49. а) б)31ог>3-1«зкХл-
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50. а)

51. а)

52. а)

53. а)

57. а)

58. а)

59. а)

б) loga*-logx 8>|,

б) log25x + logY.25>9 10
б) +1 co­logg X logg х

60. а)

б)

61. а)

б)

62. а)

б)

63. а)

б)

64. а)

б)

65. а)

logsr 1 ] 1 бч 1Qg3x T | 1lOgg X — 3 10gg X — 2 ’ ’ 10gg X ~ 2 logg X — 1 ’31ogY.3 —2 51ogx3-3 4-71ogY2 5-lllogx221ogx3-l 31ogx3-l’ ' 21ogx2 —1 ■ 31ogx2-l '
21Qg^ + 4)-510g4(j«+4)+2O; 6) 21og*(x + 7)-31og9(x + 7) + l<0. 
log2(49-x2) -31og7(49-x2) + 2>0;

6) log2(729 -x2) - 5 log9(729 - x2) + 6 > 0.
54. a) (log|x +1)2+3.^71og2x; 6) (log2x-2)2 + 5^61og2x.
55. a) log25(8 + 2x-x2) - 71og2(8 + 2x-x2)<-12;

6) log2(4 + 3x - x2) + 6 log0,s (4 + 3x - x2) < -8.
56. a) log2(4 + 3x- x2)+ 71og05(4 + 3x- x2) + 10 >0;

6) log2(5 + 4x -x2) + 4log0 2(5 + 4x - x2) + 3 > 0.3
log...v log, 9

log,.v ■ log, 8 y:25 26 „ „
i 4 1 2 i i •, o;logj X lOg^ X
(log2x- 21og2x)2 +361og2x + 45 < 18 log2 x;
(log2 x + 3 log2 x)2 < 2 log2 x + 6 log2 x + 8.

12 7, ----- - + —------+ L>0;(1g X + 41gx)2 1g x + 41gx
- + -------+1 + 0.(log2x + 61og2x)2 log2x+61og2x31g(x + 2) + l , ,Ig2(x + 2) l lg(x I 2) «•*4 log5 (x-2)+ 1 . ,log2(x 2) I loggU- 2) ^ °gx-2 ’

1 ' 2 ( log2(2x) V.
1 flog2(4x) V5 + log2x J '

, 71g2-v~71gx+2<81gx + l-Igx lg(03lx) +lg2x + lgx-4 61g2x-241gx + 5 , lg(0,lx) Igx-4 -./Igx+ 2.logi-ax (U+1)(1 ~4x+4x2)) logi_x((3x+l)(l-2x+x2)) _log^d-Zx) ’ log3x+i(l-x)

4+log2x3
34+log2x35+log2x lg2x + lgx-l
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66. а)

67. а)

б)

68. а)

б)

69. а)

70. а)

71. а)

72. а)

73. а)

74. а)

75. а)

76. а)

77. а)

78. а)

logo,2.r(10x b ■l()g,IJ,.(0,08x-) log0,5x(4x ^-logp^CO^x2)•о&МлС0’2*) ■ 1с«5Ох-2(0,2х) < ’ logv(0,5x)-log8Y-2 (0,5.x) <
(6log2х + 5log2х-4log2х - 3) (6log2х + 4log|х + 5log2х + log2х 3) ..
С (6log| х + 5 log3х - 5 log2x - 3)(6log2 x + 4log2 x + 5 log2 x + 2log2 x - 3); 
(71og2x + 41og3x - 31og2x + 21og2x - 4)(71og2x + 31og2x + 21og2x- 
-31og2x - 4) > (71og|x + 41og2x - 31og2x + log2x - 4)(71og|x+ 
+3 log2 x + 2 log2 x - 2 log 2 x - 4).

2' • i(>-2 ' 17,
21og9(4x2 + 1) log (3x2 + 4x +1);
4' • 10-4 ' ... 17, 
21og36(16x2 +1) log,.(12x2 +8x +1).

r 4*-12-2*+ 32^0,
; log(x 1). 0:

f 5 4'-5I 1_2-x-4+i,llOg0,25(x-2)2
(25*-26-5*+ 25 >0,
| (2x2 - 9x + 10) log5(x +1) >0;,, x+4 „

log 'TT^F 2"
IX3 + 6x2 + 21x2+ 3*~ 12 <g 3;x - 4

l°g7-x (14 + 5x - хг) С1, llx + 12 5X x2 + 2x x + 2’
4^ 33-2' ■ 8 0.

210g2 ТТТз + 10g2 (X +1 ,2) 2>2 ’
jteSF + x210g43: > 6
log2x + 6>51og2x;
9-2*-24>2x + a2*-4 ’1 / , nx logsC-x + l)
log3(x+1)>log2(x+l)-i;

log. Л — C 1.
x2-4x + 3+4x-22

x-2 x-7
log. ,(.v + 2)• log....(3 x) 0, 
2|X2+x-3 _ q ^2x2—6x—2 < q.

r 4* — 6-2x+ 8^ 0,
б) j .. y>0-

4 x-5

( 320- 4-^6) J 12S 2 ' ’Гy+7U°go,25(x+1)2 ( 4
(5-25x-26-5x + 5>Q,
I (2x2 - 5x + 3)log7(x + 2) + 0.

6) x3 + fa2 + 40x2 + 3x-24

f log4_x(28 - 3x - x2) 1,
6) 1 , 14.X-24 5I x + 7 4—5— ------- ----- 7 •V x2 - 4x+ 3 x - 1

4х+1-18-2х+2 + 128С0, 
21og3 r^ + log3(x“3,3)2 >0-

(25log+x+x21og42 >10, 
(log2x + 8>61og3x.

6)

6)

^^21.2Л — 2
i r , 'V' . log4(x + 2) _og4(x-t~2)+ |og2(x+2)_1-! -4-Xx2 + 6x +7 2 —6.xx + 2 ' x X

f log , (x +3) -logics x) . 0.
I le-1'2-2*4-5 - .0,2^+®^*^ 0.
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(/Г 17-2’ 2 : 2;'0. „ f 9' 7-82-3': 3 + 3 0,
79. а) < б) \

( 1°8з1ч5(2х2 - 9х + 10) JM3; [ log3l_8(2x2 - 13х + 21) > 0.

1 log61(8x2 - х3 - 12х) > 1 + log6_A.x,
80. а) < x2_4x_i з <V х-4 х — 6 ' ’

( logy .,. 0 Ox2 - 9х - X3) 1 -I- log9_x X,
б) 1 х2—5х-3 7v х-5 + х-9

ол . f25x"2-26-S^1 + 5>0, [8Гх+2 10-9’ 1 0.81. а) { „ б) <
(х ■ log5 (3 + х - х2) 0: (х ■ log8(5 + Зх - х2) sg 0.

82. а)

б)

1 -rlog5_v(x2 + 9x + 20).. log . , (23 -x2), 
3,^2, X3+43x2 + 2x-14x + 7x- -i------------- ---------< 2;x-7

1 + log4_x (x2 + 1 Ox + 24) > log^ (16 - x2),
3lO2, X3 +35x2+x-5X + 8.V -!-------- -—------- 1.

83. а)

84. а)
85. а)

б)
86. а)

х —5
lg(x - 15) • ln{ 1(> х) 0.3: 

Vx5+32 > log3(11 - х) + 2;
1 llte-12 + logn (10х - 9) С 1 Г + logn (x -I- 9); 
1310^9 + iogl3(i0x - 7) < 13+ log13 (x +11). 
log2 (x - 6) ■ log2 (14 - x) >4;

б) lg(х — 25) + 1п(26 - х)« 0,2.

б) Vx3 + 37 > log2(5 -х) + 3.

87. а)

88. а)

yx2- 4-i-log3(x2 - 1) C 1, 
5г + влС0,08;

log (.v2 9) . 1.2x2 +x -28 <6t-6+5.t-S-2 ’

б) log2 (х - 8) • log2 (16 х) 4- 

х2 - 9 + log2(x2 - 5)< 2, 
- 4' 0.08.б)

б)
log5(x2 -4) 1,2x2 +x -15 
7*-7 + 8л'-8-2

Диагностическая работа 14
Вариант 1

Решите неравенство (систему неравенств).
l-log0,2^>-l.

2. т—-—- > Llog5 X + I
3. log4 x - logx 4 > 1,5.
4. log2(5 + 12x - x2) + 3 log0 2 (5 + 12x - x2) + 2 < 0.
5. logM(X'-3)2s<2..
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6. log4x(x2 — 10x + 24) > 1.
7. (32 + 12x - 9x2) log0>11 (3x - 1) 0.
8- logx+6(-2 - x) • logj^ft • 7) 0.

logs. >10,&8-.1 x _ x

x2-9x + 15 , x2 —7x+4 , „ „
--------- t; P z— < 2x - 7. x-2-------- x—7543x + -^it29,

9.

10.
0.

11. log5(x-5) Н-log6(60 — jc) + v'x—10 + ^24-х>3.

12. .4.+1(x3-5x2 + 6x+l) ' ’
Вариант 2

Решите неравенство (систему неравенств).
1. Iog0,s^>-1.

2. 2 Эз1.lgx+1
3. logsx-logx8^|.

4. log2(2 + 7x - x2) + 4log0,j(2 + 7x - x2) + 3 < 0.
5. Iog^HJ(x-.2)?<S.
6. logte(x2 - 9x +14) > 1.
7. (9 - 4x - 5x2) log013(5x +4)> 0.
8. logx_6(10 - x) • logx_6(x - 5) 0.

. (*-ЗГ*
log3-x—x2 - 12x + 10 x2-5x+5 _ ,,-------- z------ 1------- -— <2x - 11.x -1 x — 59.

10.
uog^m«o.

11. log2(x -4) + logs(30 - X) + %/x —20 + ^25-x > 5.

12. .bV+i(-’f3-6-’f2+5x+1) ""



Ответы

Глава 1
Упражнения к § 1.1

1. а) 6; 6)8. 2. а) 6; 6)8. 3. а) 8; 6)11. 4. а) 5; 6)6. 5. а) 3; 6)6. 6. а) 6:5 
в пользу «Циркуля»; 6) 9:6 в пользу «Угольника». 7. а) 6; 6) 7. 8. а) 5; 6) 6. 
9. а) 5; 6)6. 10. а) 7; 6)4. 11. а) 5; 6)6. 12. а) (7; 11); 6) (-8; 11). 
13. а)-17; 6)-18. 14. а)-7; 4; 5; 6)-6;-5; 6. 15. а) 12; 23; 24; 6)-18; 
-17;-13. 16. а) 2; 3; 5; 6)3; 5. 17. а) 5; 6)4. 18. а) 2; 6)3. 19. а) 3;
5) 2. 20. а) {3}; 6) {5}. 21. а) {3}; 6) {-3}. 22. а) 3; 6) 1. 23. а) 4; 6) 5.
24. а) 2; 6)4. 25. а) 5; 6)4. 26. а)1;3;4; 6)1; 4. 27. а) 3; 6)1. 28. а) 1;
6) 4. 29. а) 3; 6; 6) 2; 5. 30. а) 4; 6) 5. 31. а) 1; 3; 4; 6) 2. 32. а) {5};
6) {4}. 33. а) {-6}; 6) {-7}. 34. а) {4}; 6) {-5}. 35. а) (5;-2); 6) (3:4). 
36. а) {4}; 6) {6}. 37. а) {—л/5}; 6) {-/2}. 38. а) 1; 6) 2; 5. 39. а) 4; 6)5.
40. а) 3; 6) 3. 41. а) {5}; 6) {8}. 42. а) {2}; 6) {1,5}. 43. а) {-1};
6) {0,5}. 44. а) {1}; 6) {-1}. 45. а) {-1}; 6) {-3}. 46. а) {4}; 6) {2}. 
47. а)1;3;4; 6) 2; 4. 48. а) 3; 6)4. 49. а) 4; 6)2. 50. а) 3; 6)2. 51. а) 5; 
6) 3. 52. а) 16; 6) 18. 53. а) {4}; 6) {5}. 54. а) {9}; 6) {8}. 55. а) {4}; 
6) {0}. 56. а) {2}; 6) {3}. 57. а) [7; 13); 6) (5; 11]. 58. а) [0; 2] U {5}; 
б)[0;3]и{7}. 59. а) 3; 6)1. 60. а)2;3; 6)1; 4. 61. а) 2; 6)1. 
62. а) (2;3)и(3;4); 6) (3; 4)и (4; 6) и (6; 7). 63. а) (17; 18)и (18; 19)и (19; 20); 
6) (13; 14) U (14; 15) U (15; 16). 64. а) (5; 6); 6) (7; 8). 65. а) {-7} U [3; +оо); 
6) {-5} и [2; +оо). 66. а) {3}; 6) {4}. 67. а) {3}; 6) {5}. 68. а) (6; 12); 
б)(8;10). 69. а) (з,5; з|); 6) (4,5;41). 70. а) (-3;-2,5); 6) (-4; -3,5).

Упражнения к § 1.2

1. а) (—об; 3] U {4} U [5; +оо); б)[5;7]и{8}. 2. а) (-оо;-3] U {-2} U [-1; 0];
5) (-оо; —5] и {—4} и [—3; 0]. 3. а) (-оо;-7) и {0,4} и [6,5; 7); б)(-оо;-8)и
U {0,8} U [7,5; 8). 4. а) (-3; -2) U [- 2^; 6) (-оо; -6) и (-5; U
и(5;+оо). 5. а) [-1,5;2]и{3}и[7;+оо); б)[3;5]и{6}. 6. а) [-4; 3) и [4; 5];
6) [-5; 1] U [2; 4). 7. а) (-оо; 4] U [5;+оо); б)[1;2]. 8. а) (-оо; 1) и {2} U
и [4;+00); 6) {-3} и [1;2). 9. а) {2; 4}; б){ 3; 2}. 10. а) {-2} и
и[2;+оо); 6) {—1}U[1; +00). 11. а) (-2; 7] U [13;+оо); 6) (3; 6] U [12;+оо).
12. а) (-1;-£) и (|;1]; 6) [- 1;-|) и (|; 1). 13. а) [-4;-3) и [4; 5); 

6) [-6; -5) U [2; 3). 14. а) {6}; 6) {7}.

Упражнения к § 1.3

1. а) (—оо; —2] и {2}; 6) (-оо;-3] и {3}. 2. а) {—1}U [3; 4]; 6) {-1} и [5; 6].
З.а) (-«>;-3] U (-j;и{3}; 6) (-«;-2]и (- |;и{2}. 4.а){1}и 
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U (3; 4); б) {1}. 5. а) [4; 5] U [13;+оо); б) [6; 7] и [10; +оо). 6. а) {-6} и 
U (—2; 1,5) U {5; 6}; б) {-4} U (-2; 0,5) U {3; 4}. 7. а) (-со; 0,5] U + 2mij, 
neNU {0}; б) (—оо; 1,5] и {тс + 2тсп}, п е N и {0}. 8. а) {—2пп: —1}, п е N; 
б) |1; | -+2яв}, ne{0}uN. 9. а) (2;+оо); б)(-оо;2). 10. а) {-2} и [0; 1] и 
U {2}; б) {-3} U [0; 1] U {3}. 11. а) (0; 1) U (7;+оо); б) (0; 2) U (5; +оо).
12. а) {-4} U (-2; 0) U (0; 1); б) {-5} U (-3; 0) U (0; 2).

Упражнения к § 1.4

1. а) (—3; —1)и (3; 5); б) (—9; —7) U (—1; 1). 2. а) {—2; — 1}U[1;2]; б){-3;-1}и 
и[1;3]. 3. а) (—оо; —4) U (—4; —3] U {—2} U [—1; 0) U (0;+оо); б)(-оо;-6)и 
U (—6; —5] U{—3}U [—1; 0) U (0;+оо). 4. а) [-5;-1]и{1; 3; 5}; б) [-3;-1]и 
и{1;2;3}. 5. а) (|;±|): б) ( 6. а) Г-1; |"| U (1; 8] U [80;+оо);

б) [ -5; - | | и(3; 11] и [139; +оо). 7. а) ]- + 2rai}, иeZ; 6){2mi},nel

8. а) {(-1)"~ +>й-,neZ; б) ~ +2nnJ,neZ. 9. a)(0;|j; б) (о; -
10. а) {3}; б) {2}. 11. а) (-5; -2-Л] и {0} и [21/5; 5); б) (-8; -4-/3] и {0} и 
ut4V3;S). 6) (±; 1) и (1; 1] и(1; 312).

Упражнения к § 1.5
I. а) (— оо; 1); б) (—оо; 1). 2. а) (—1; 1); б) (—оо; —1) и (1;+оо).
3. а) {1} и [4;+оо); б) (—оо; —5] и {1}. 4. а) (— оо; — 1] и {0} и [1; +оо);
б) (-оо;-1]и{0}и[1;+оо). 5. а)[3;+оо); б)(—оо;2]. 6. а) (-2; 3); (2; 3); 
б) (—3; 5); (3;5). 7. а) [-5; 4]; б) [—11; 5]. 8. а) [3;+оо); б) (—оо; 2].
9. а) [—6; 0) и (3;+оо); б) [—5; 0) U (4;+°о). 10. а) [5; 9]; б) [1;5).
II. а) (5; 0); (-5; 0); б) (0;-3); (0; 3). 12. а) [0,25;+оо); б) (-оо;-0,5]. 
13. а) [1; 1,2]; б) [3; 12]. 14. а) [-4,8;-3]; б) [47,5;-3]. 15. а) + 2nkj, 

keZ; {2тсп}, п е Z; б) { — + 2пк к е Z; {2яп}, п 6 Z. 16. а) { — + як

к е Z, {лп}, п е Z; б) + -у}, к е Z; {^}, п е Z. 17. а) {-j + 2nlJ, 

leZ; б) {-|+2~/}, ZeZ. 18. а) {- + яЛ, I е Z; б) {- + я/|, I eZ.

19. a) + ?6Z; б){у', ZGZ. 20. а) {0}; б) {0}. 21. а)(0;3);

б) (0; 4). 22. а) | □= — + + ~{~J, п s Z, к е Z, me Z;
б) f±^ + ^;^ + ^;^+TnAneZ, keZ, meZ. 23. a) (2; ^^-},neZ;< 24 4632 J \ Л J

б) neZ. 24. a) (-oo; 2]; 6) [2;+oo). 25. a) (j; + 2nk],
keZ; б) (л + 2л:к;-3), keZ. 26. a) [l;+oo); 6) (-oo;l]_ 27. a) (-3;-2], 
6) (—7; — !]. 28. a) (-3;4); 6) (-7;-2). 29. a) (2; 4,5); 6) (2,2; 3).
30. a) [4; 7); 6) [2; 5). 31. a) (0,8; 1]; 6) (1,6; 7,5]. 32. a) {0}; 6) {0}.
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33. а) {0}; б) {0}. 34. а) {4}; б) {5}. 35. а) {-2}; б) {-3}. 36. а) {-2};
б) {3}. 37. а) {4}; б) {2}. 38. а) [-2; 4]; б) [—2; 3]. 39. а) {1,5}; б) {-0,5}.

. (2п п , , Л ( 2л 5 л 1 / Зл Зл , , 140. а) (—; — + 4imJ; I——; — -t-4-rcm I, neZ,meZ; б) + 6т \;

+ бит ), neZ, тeg.

Упражнения к § 1.6

La) б) (з;у). 2. a) [o;ijo(|;l); б) [0; 1)О Q; 4 ). 3.а)(-2;-1)О 

О{1}; б) {—2}и(2;3). 4. а) (—со; -1) и [-0,5; 0,5] и (1; 2); б)^—оо;—|)и 

°[-Н]°(Н)- «■»<-»;-!. asjucosOASji »

ЫМтНМММ^] +”>: « (-t)и(1;2)и 

U(2;3)u[^;4]u[20;+»). 7.а)(1;|]и(|;4]; б) ии

о[|;|)о[2;+«)- 8. a) (-oo;-0,75)U(-0,25;0)U{0,5}U[l;+oo); б) (-«sSJ-jju 

иН;0И1М1; + °°У 9-а) (-”;-|)и{0}и(|;+оо); б)(-®;-|)о 

О{0}о(|;+®). 10. а) (-2;-1); б) (-3;-2). 11. а) [|; Щ; б) [|; у).Г 2 11 Г 2 711-11 Г 1) Г1 7ТТ-11 . ( 5 21!2.а) J; б) | _ 1; - J ,j ; | . 13. а) j ;

б) • 14. а) (-7;-6)О[2;2,5)0(4;4,5]; б) (—6; —5) О [3; 3,5) О (5; 5,5].
15. а) (1;+®); б) (-1;+®). 16. а) (-®; 0) О [0,5; 1) О (1; 2) О [3;+®);
б) (-®; 1)0 [1,5; 2)0 (2; 3)0 [4;+®). 17. а) (0; 0,1) О (1;+®); б) (0; 0,2)0 
□ (!;+»). 18. а) (|1|); б) (0,26:0,5). 19, а) [|;|); б) [А;1), 

2О.а)(1;+®); б)(|;+®}, 21. а) (-0,1; 0] О [0,2; 0,8); б) (- |; о] О [±; | ( 

22. a) f-|;-l]oQ;|); б) (-0,4;-0,2] О (0,2; 0,4). 23. а) Ц} О (0,5; 1); 

б) (0,5> U (0,75; 1,5). 24. а) (1; 1) и [4; |) U (?; 1) U (1; |); 6)(-l;o]U 

U[|;|)U(|;1)U(1;2),

Глава 2
Упражнения к § 2.1

1. а) (— ®;— 1]; б) (—®;-1]. 2. а) (—®; 1,5]; б) (—®; 1,6]. 3. а) (2;+®); 
б) (1; +®). 4. а) (—2; +®); б) (-2; +®). 5. а) [1,5; +®); б) (— ®; .

6.а)1;  б)-2. 7.а)(-®;2); б) (-®;-1). 8.а)|-|;+®^); б)| --| ;+®].

9. а) (-®;-2]; б)[5;+®). 10. а) (-®; 20); 6)(y;+w}. 11. а)[1;30];
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б) [1;20]. 12. а) (-6;1); б) <-20;1); 13. а) б) [-4;^). 14. а) (-7;0);
б)(—5;0). 15. а) (-20;-5); б) (-21;-4). 16. а) (-0,8; 15); б) (-0,7; 30).
17. а)[-1;|]; б) [- 1; |]. 18. а) (-от;-1]; б)(-от;-1]. 19. а) [0,5; 2); 

б) [0,5; 2). 20. а) (-1,5; 1,5); б) (- 21. а) (1,5; 10); б)

22. а) (—2; 0); б) (-2; 0). 23. а) (-|}-|]; б)(-1;-0,5]. 24. а) (- оо;-|);

25. а) [-0,7; 0]; б)[о;|]. 26. а) (-от; -|] U [|; +от); 

б) (- оо;j и |j; +оо). 27. а) [-15; 15]; б) [-16; 16]. 28. а) (-оо; 0] U 

иГ±|;+<»); б)(-оо;0]и ||;+от). 29. а) (—372; 372); б) ( - 714; 714). 

30. а) (-оо; 1] и [18; + оо); б) (-оо; 1] и [16; +от). 31. а) (-0,5; 5); б) (-2; 0,2).
32. а) оо;—и (3;+оо); б) . (1.5: • от). 33. а)[-1;1]:
б) (-от;-1] и [1; +оо). 34. а) (-8; 4); б) (-4; 2). 35. а) {1}; б) {2}. 
36. а) (-4; 4); б) (-5; 5). 37. а) [-3;-2] и [2; 3]; б) [-4;-3] и [3; 4]. 
38. а) {-8}; б) {-6}. 39. а) (1;4); б) (1; 2). 40. а){0;4}; б){0;2}.

Диагностическая работа 1
Вариант 1

1.9. 2. (-00; 3]. 3. (-оо;3). 4. [0;1,8]. 5. оо;и Г|; +от1 6. (0,2; 20).

7. {0,2}и[2;3]. 8. [ 7: +от). 9. (0;0,8). 10. [0,5; 1,5]и{2}. 11. a) (^;72 + 77^;

б) 1;2; 3; 4. 12. а) (-3; 0,8); б) [-2; 0,8]; в) 0,8.

Вариант 2

I. 9. 2. (—от; 8]. 3.(4;+оо). 4. [0; 2,75]. 5. (- оо; --J и +оо). 6. (0,5; 50).

7. {0,4} и [2; 4]. 8. --^;+от). 9. СО; 0,75). 10. [0,25; 0,75] и {1}.

II. а) ^;Т5 + Т7]; б)2;3;4. 12. а) [—3,5;3]; б) (—3,5; 1); в) {-3,5}и [1; 3].

Упражнения к § 2.2

б) (-от; 0,5] U {2} U [2,5;+от). 5. а)[-3;3];

1. а) {1} U [2;+оо); б) {-2} U [6;+оо). 2. а) (-оо; -4] и {-3} U [—2; -1];
б) (-оо;-6] и {-5} и [-4;-1]. 3. а) {-3} и [1;5]; б) {-2} и [1; 4].

и
б)[-2;2]. б.а) {-|}и[|;+оо); б) {- j}u [|; +от). 7. а) (-от;-1,5] и 

U {0} U [1,5; +от); б) (-от;-0,4] U{0}U [0,4;+оо). 8. а) (0,5; 1); б) (-1; 1,25). 
9. а) (—3; — 1); б) (2;3). 10. а) [1;+оо); б) [-1;+от). 11. а) ( /: ' .

U {0} U +оо^; б) Г— от; | и {0} U +от^. 12. а) {—15} U [15; + от);
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21 а) (1;

б) (-со;-14] и {14}. 13. а) (-7;-3); б) (-10;-2). 14. а) {9}; б) {10}. 
15. а) [0,75; 3,5]; б)[|;|| 16. а) {-2}; б) {-3}. 17.а)[-2;0]; б) [—2;0]. 

18. а){-1;1}; б) {-1; 1}. 19. а) (0; 10); б)(0;2). 2О.а){|;|}; б){|;|}.

+ со); б)(1;+оо). 22. а) {-11;-4}; б){-12;-3}. 23. а) [-2;-1,5]и

и{-1}; б) [-3;-|] и {-2}. 24. а) {-1} и [|;|]; б) {-1} и [|; |]. 

25. а) {0,15}; б) {-0,37}. 26. а) [-|; |] ; б)[-|; |]. 27. а) (- 1;-|j и 

u(l;|Y б) (-4,5;-3,5) U (-0,5; 0,5). 28. а) (-2,5; 0) U (0; 1); б) (-1,4; 0) U 
и(0;1). 29. а) [0; 0,5] U [3; 4-оо); б) [-0,5; 0] U [3; +оо). 30. а) [—1; 1]; 
б) [-2; 2]. 31. а) (-со;-1]и[2;+оо); б) (—со; —2] U [4;+со). 32. а)(-1;0)и 

б) (-1;0)и (о;|). 33. а) (1; 1,5); б) (1; 34. а) (-2; 1);
б) (—3; —2) и (2; +<»). 35. а) т >3, к >3, п < 3; б) х < 5, у < 5, z< 5. 36. а) {3}; 
б) {4}. 37. а) {-5}; б) {4}. 38. а) {6}; б) {7}. 39. а) {3}; б) {-2}. 
40. а) {-3}; б) {4}. 41. а) (5; 8); (5; 7); (5; 6). б) (12; 9); (11; 9); (10; 9). 
42. а) (—со; 2); б) (2; +оо). 43. а) (—со;—1); б) (— 1;+оо). 44. а) (—со;—1] и 
и[1;+а>); б) [-U1]. 45. а) {2}; б) {3}. 46. а) [1; +оо); б) (—оо;—1]. 
47. а) (-4; -3) и (-3; 3) и (3; 4); б) (-5; -4) и (-4; 4) и (4; 5). 48. а) [-5; 3] и 
и {4; 5}; б) (-оо;-5] и {-1; 5} U [6;+»). 49. а) [-1;-0,9] и [0,9; 1]; 
б) [-1; -0,8] и [0,8; 1]. 50. а) [12п - 6; 12п - 1] и [12п; 12п + 1], п е Z; 
б) [Юн — 2; 10п + 2] и {10п + 5}, п eZ.

Диагностическая работа 2
Вариант 1

1. (—со; 4] U {5} U [6;+со). 2. |-1; |} U [3;+оо). 3. (-со;-1] и {1}. 4. (7; 8).

5. (-1;5). 6. {-1;-0,5} U [0,5; 1]. 7. (-1; 1). 8. | 1: . 9. (2;-1).
10. (-со;-1]и{0}и[1;+со). 11. {1}и[4;+со). 12. [11п+5; 11п + 6], neZ.

Вариант 2

1. [6; 8] U {9}. 2. {-1; | j и[5;+со). 3. (-со;-1] и {1}. 4. (-6;-5). 5. (-4; 1).

6. {-1,;-1}и[|;1]. 7. (—1;1). 8. {1; ^-}. 9.(1;-2). 10. (-оо;-1]и{0}и 
и[1;+оо). 11. (-со;-5] и {1}. 12. [14п+6; 14n+8],neZ.

Глава 3
Упражнения к § 3.1

1 а) 6) (-;:+<»). 2. а) ( б) 1-со; = : < Lil

6)(1.5;+„1 4,а)(_я;_|И|;+4 5,а>(-Н);
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б) 6. а) (-оо;-5)и(5;+оо); б)(—4;4). 7. а) (-оо;— 2]и
и[3;+оо); ' б)' [—4;3]. 8. а) (-оо;-1,2]и[1,2; +оо); б) [-4,5;4,5].
9. а) (-оо;-2)и(1,5;+оо); б) (-2;2,5). 10. а) [—2,5;0,5]; б) (-оо;-2]и 
и[0,75;+со). 11. а) (-|;|); б) (-|;|). 12. а) (2;2,5); б) (-5;|).

13.а>Ы];  8)(-^]. «.<!); 8) 15.=)(Н; <<з).

1б.а) (-оо;-|); б) 17. а) (- w;-|]; б) (-»;-|]. 18. а) [0;5);

б) [0;7). 19. а) [-|;о]и{|}; б) [-|;о]и{1}. 20. а) [-9;0]и{9}; 

б) [—8;0]и{8}.

Диагностическая работа 3
Вариант 1

1. (-1,4; 1,4). 2. (—оо;0)и(4;+оо). 3. (-оо;-3]и[0,4;+оо). 4. (-оо;-||и

U[W 6. г.ф,). 8. (-»;-{)□

’• и- 'I НФ®'
12. [—1,2;O]U{1,2}.

Вариант 2

1. (-оо;-2,5)и(2,5;+оо). 2. (0;5). 3. [-4;0,75]. 4. [-у;у]. 5. (-|;з).

6. (-«;-2]u[i;+»). 7. (1,2;8). 8. 9. . .: "

и{|}. 10. (-®;0]и[|;|). 11. [-|;о]и{|}. 12. [—1,75;0]и{1,75}.

Упражнения к § 3.2

1.а)(-оо;|]; б)[|;+оо).

4.а)(-оо;|);

2. а) (^—оо; —б) Q; 4-00 у 3.a)Q;+oo);

б) 5. а) (0;3); б) (-оо;0)и(2;+оо).
6. а) (— оо;— 4)и[4; + оо); б) [-3;3). 7. а) (—оо;3)и[5; + оо); б) (—оо;4)и [7; + оо)_
8. а) 16; б)-17. 9. а) (-оо;1)и(4;7); б) (7;9)и(11;+оо). 10. а) (-оо; 10)и 
U {11}U (12;+00); б) (-оо; 13) U {14} U (15;+оо). Ц. а) (-оо;-^и{0}; 

б) ^-оо;-|^)и{0}. 12. а) {-4}и(-3;3); б) {-7}и(-6;6). 13. а) [-4;3)и 

и(3;4]; б) [-5;4)и(4;5]. 14. а) | |;+оо^; б) (-оо;0,75]. 15. а) (0)4)0(41+®); 
б) (0;6)и(6;+оо). 16. а) (-2;2)и(2;+оо); б) (-3;3)и(3; +оо). 17. а) [0;5)и 
и(5;+оо); б) (—оо;—2)U(—2;0]. 18. а) [0;4)и(4;5]; б) [0;3)и(3;5]. 
19. а) (-оо;-8)и(7; + оо); б) (-7;8). 20. а) (-2;-1); б) (-3;-2). 21. а) (-2;4);
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б) (—4;3). 22. а) (13; 15); б) (-19;-17). 23. а) (4;+оо); б) (5;+оо).
24. а) (—7;7)и(7;10); б) (-9;9)и(9; 10). 25. а) (4;5)и(7;9); б) (5;6)и(9; 11). 
26. а) (—8;8); б) (-5;5). 27. а) (0;2)и(2;4)и(4; + оо); б) (0;3)U(3;9)U(9;+«>).
28. а) (1.5; 2): б) (2,5;3). 29. а) (-1;4)и(4;5)и(5; 10); б) (-1;6)и(6;7)и 
и(7;14). 30. а) (-17;0); б) (-19;0). 31. а) (5;6)и{15); б) (7;8)и{17). 
32. а) (0;57)и{67); б) (0;79)и{89). 33. а) (2;3); б) (4;5). 34. а) (-7;7)и 
и(7;77]; б) (-9;9)и(9;99]. 35. а) (4;5)и(5;7); б) (5;6)и(6;8). 36. а) {0}и 
и(6;12); б) {0}и(8;10). 37. а) (—оо; —Ц) и (—9; +°°); б) (-оо;-13)и(-7;+оо). 
38. а) (—11;—4); б) (-12;-6). 39. а) {-3}и[3;3,5)0(3,5;4]; б) {-4}и[4;4,5)и 
0(4,5;5]. 40. а)(5;7); б) (3;8). 41. а) (—21;0)О(0; 12); б) (—32; 0) U (0; 23).
42. а) (—5;0)О{30}; б) (-6;0)О{20). 43. а) (-4;-3)О{3;4}; б) (-3;-2)О 
О{2;3}. 44. а) [-17;--г ' и{0}; б) [-22;-yj О{0}. 45. а) (0; 17)0(17; 19); 

б) (0; 11)0(11; 13). 46. а) (0;3)О(3;4); б) (0;2)О(2;3). 47. а) [-2;0)О(О; |J; 
б) [-3;0)о(0;|'). 48. а) Ь<0; б) Ь<0. 49. а) [-5;4)О(4;5]; б) [-4;3)О 
О(3;4]. 50. а) |1;2]; б) (—оо; —3]О[1;+оо). 51. а) {0}О[1;3]; б) {0}О[1;2]. 
52. а) (-оо;-7)0(-4;+оо); б) ( 6; 5). 53. а) (3;6); б) (2;5). 54. а) (-оо;-5)0 
и(5; + оо); б) (—оо; —6)и (6;+оо). 55. а) (- у;о) О (о; у); б) (-|;о] О (О;

56. а) (-4;-3)о| -|;1); б) (-oo;-5)U j -4;-у] и(6;+оо). 57. а) (-оо;-9]и 

и (—7,5; —2)и{9}; б) (-»;-4]О(-у;-|)О{4}. 58. а) {-5}; б) {-6}.
59. а) (-оо;-5)0(-5;-3]0{-2}0[-1;1)0(1;+оо); б) (-»;-5)О(-5;-4]О 
U{-3}U[-2;-l)U(-l;+oo). 60. а) [-9;-1]О{1;5;9}; б) [—7; — 1]U{1;4;7}. 
61. а) {0}; б) {0}. 62. а) (—оо; —3]О[2;7); б) (-оо;-5]и[1;5). 63. а) (-»;-4]О 
О[3;6); б) (—оо;—2]и[4;8). 64. а) (—оо; 1] и (2;3); б) (—оо;1]о(2;4). 
65. а) (—оо;1]о(3;5); б) (-оо;1]и(4;6). 66. а) (-оо; 1]и(2;4); б) (—оо;1]и 
О(3;5). 67. а) (-оо; 1]о(2;3); б) (-оо;1]и(4;6). 68. а) (-оо; 1]и(2;3); 
б) (—оо;1]и(2;4). 69. а) (—оо;1]и(3;5); б) (-оо;1]и(4;6). 70. а) (—оо; 1] и(2;3); 
б) (-оо;1]и(2;4). 71. а) (—оо; 1]и(3;5); б) (-оо;1]и(4;6). 72. а) (-®;1]О 
О(2;3); б) (-оо;1]и(2;4). 73. а) (-»; 1]О(3;5); б) (—оо; 1] и (4; 6). 
74. а) (—оо;0)0(0; 1]и(3;5); б) (-оо;0)0(0; 1]О(4;6). 75. а) (—оо;—1]и(0; 1); 
б) (-оо;-1]о(1;4). 76. а) (—оо; — 1]и(1 ;3); б) (-оо;-1]и(0;2). 77. а) (—оо;5]0 
О(6;10); б) (-оо;4]0(7;11). 78. а) (—оо; 3] U (4; 6); б) (—оо;2]О(5;9). 
79. а) (-оо;5]О(6; 10); б) (-оо;4]и(7; 11). 80. а) (-оо;3]и(4;6); б) (-оо;2]и 
и(5;9). 81. а) (—оо;5]и(6; 10); б) (—оо;4]и(7; 11). 82. а) (-оо;-4]и{0}и 
и[3;6); б) (-^;-2]и{0}и[4;8). 83. а) [-|; ~ | и(1;6); б) [-|; |] и(2;7). 

84. а) [—у; —| | и(—1;4); б)Ц;|]и(3;9). 85. а) {2} и (4; 5); б) {2}. 
86. а) {-4}; б) {-5}. 87. а) (—2;3); б) (3;-2). 88. а) (7;8); (7; 10); 
б) (5;6); (5;8). 89. а) [0; 1]U[2;6)U(6;8]; б) [0; 1]U[3;4)U(4;7]. 90. а)(2;5); 
(3;4); б) (1;4); (2;3). 91. а) и(|;+»); б)

92. a) б)! 93-а> б) (-оо;-8)и
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О(6;+со). 94.a)m<-9; 6) m>8. 95. a) j < ~; 6) < 96. a)
1+2 1-2

6) 1—8 1+8'

Диагностическая работа 4

Вариант 1

I. (-oo;-4)U(6;+oo). 2. (-oo;-9)U{l,2}U[8,5;9). 3. (6:4). 4. {—1; —|ju

UH). 5. [0;4)U{S>. 6. 7. (1;1) □(!;+«).

8. (-oo;3]U(4;6). 9. (—co;—3]U{0}U[2;7). 10. (-oo;0)0(0; 1]U(2;3).
II. (-oo;-9)u(7;+oo). 12. C—6;2); (—6;4); (-4;2); (-4;4).

Вариант 2

1. (—3;6). 2. (—oo;—10)O{l,4}O[9,5;10). 3. (-7;6). 4. (-1;-ij U Q Ljj J.

5. [0;5)O{6}_ 6. 7. (-со;-1)и[Ц]и
U(l;+oo). 8. (—co;2]U(5;9). 9. (-oo;-5]0{0}0[l;5). 10. (-oo;0)0(0; 1]O 
U(2;4). 11. (0;4). 12. (-3;3); (—3;5); (—1;3); (—1;5).

Глава 4
Упражнения к § 4.1

1. a) (— co;+co); 6) (—oo;+ao). 2. a) (— co;2,5)U(2,5; +oo); 6) (— co;— 0,4)0 
U(—0,4;+oo). 3. a) {—0,7}; 6) {0,9}. 4. а) Решений нет; б) решений нет. 
5. а) (-со;-4]и[0,5;+оо); б) (-оо;-0,4]и[4;+оо). 6. а) [1;3,4]; б) [-4,8;-2]. 
7. a) (-co;lju(y;+a>); б) и• 8. а) (-14;-5); б) (-12;-5).
9. а) (—со; + оо); б) (—со; + оо). 10. а) (—со; 2)О (2;3,5)О (3,5;+со); б) (—0б;1,5)и 
и(1,5;4)и(4;+оо). 11. а) {-2,5;0,5}; б) {-2;0,75}. 12. а) Решений нет; 
б) решений нет. 13. а) (—4; —2)и(2;4); б) (-5; —1)и(1;5). 14. а) [-4;—3]и 
и[3;4]; б) [—4; —1]и[1;4]. 15. а) (-со;-7)и(-3;3)и(7;+оо); б) (-оо;-7)и 
U (-5;5)и(7;+со). 16. а) (-со;-3]и[-2;2]и[3;+оо); б) (—оо; —2]U[—1; 1]и 
и[2;+оо). 17. а) (-2;4)U(6; 12); б) (—1;2)U(3;6). 18. а) [-0,5; 1]и[1,5;3]; 
б) [ |и[1;2]. 19. а) (-со;-3)и(6;9)и(18;+оо); б) (-оо;-4)0(8; 12)0

О(24;+со). 20. а) (^-оо;-| | и [J;2 | и [4; + со); б) (-оо;-1,5]0[3;4,5]0[9;+оо).

21. а) (-4;-2)О(4;6); б) (1;3)О(5;7). 22. а) [-6;-5]О[3;4]; б) [-6;-3]О 
О[1;4]. 23. а) (-со;-4)0(-2;8)0(10;+со); б) (-оо;-5)0(-1;5)0(9;+оо).
24. а) б) (-оо;-0,5]0[0,5;2,5]0[3,5;+оо).
25. а) [—2,8; — 1,2]О[—0,4; 1,2]; б) [—2,5; 1,5]О[5,5;9,5]. 26. а) [-4;-3]О{1}О 
О[5;6]; б) [-8;-7]О{-1}О[5;6]. 27. а) [—9,2; — 5]О{10}; б) [—2,4; —1,5]О{4}.
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28. а) [-1;-|] и]~;1}; б) [—1; —0,5]U{0,5; 1}. 29. а) {—2}U[2;3]U[10; 14];

б) {—1}и[1;2]и[3;6]. 30. а) [0; 1,4]и{6}; б) [—1; 1]и{9}.

Диагностическая работа 5
Вариант 1

1. (-оо;2,25)и(2,25;+оо). 2. [—0,1;2,3]. 3. (—оо; — 1,4]U[—0,2;+оо). 4. {4,5:2}.
5. [—8; —6] U [6; 8]. 6. иЦ;|] U [|;+®]. 7. (-2; -1) U (2; 3).

8.(-s»j-l]u[-0,5;2]U[2,5;+®).. 9. Г—17,4; —9]и{21}. 10. | -2;-^] и-: |;2}.

11 : 4 • 13-t-l;0,4W>.

Вариант 2
1. {2,6}. 2. [—1,7;—0,1]. 3. (-oo;-2,6]U[0,2;+oo). 4. (-oo;-2,5)U(-2,5;4)U 
и(4;+оо). 5. [—8;—2]и[2;8]. 6. (—оо;—0,3]U[0,6;0,9]U[1,8;+<*>). 7. (1;2)и 
U(3;4). 8. (—оо; —1]и[—0,2; 1]и[1,8;4-оо). 9. [—10,6; — 7]и{15}. 10. [—3; —1,5]U
U(l,5;3). 12. t-3;UU{171.

Упражнения к § 4.2

1. а) [—17;8]; б) [—18;6]. 2. а) (—20; 16); б) (—17; 16). 3. а) (—оо; — Ц]и 
U[21;H-oo); б) (—со;—4]и[17;+оо). 4. а) (—со; —13)U(19;+°о); б) (—со;—8)и 
и(12;+оо). 5. а) [—5;5]; б) [—8;8]. 6. а) (-оо;-13)и(13;+оо);
б) (-оо;-12)и(12;+оо). 7. а) (0;3); б) 8. а) [1;7]; б) [1;9].

9. а)(-|;-|); б)(-|;|). 10. а) [2,4;2,5]; б) [3,4;3,5]. 11. а) [2;4,8];

б) [1;3,8]. 12. а) (—оо; —3] U {1,5}; б) (-со;-9] и {4,5}. 13. а} - l9+^33; 1]. 

б) [- 17+^^;2^. 14. а) (|;+°°); б)(-5;+о°)- 15- а) (-и(7; +«>). 

б) f-®;^ju(9;+oo). 16. а) [1:4]; б) [1;3]. 17. а) (-оо;3]и[5; + оо); б) (-оо;2]и 
и[5;+оо). 18. а) [5;6]; б) [4;5]. 19. а) (—со;2]и[2,5; + оо); б) (-оо;1,5]и 
и[2;+оо). 20. а) (—1;0)U(2;3); б) (-1;0)и(4;5). 21. а) [0;4]; б) [0;6].
22. а) [—3,5; —3,4]и[2; +оь); б) [-5;-3,25]и[2;+оо). 23. а) (—со; —4]и{0};
б) (-оо;-2]и{0}. 24.а)[|;10]; б)[-|;б]. 25.а)[у;5]; б) [|;з].

26. а) [—1; 1]и[1,5;2]; б) [-0,5;0,5]U[0,75; 1]. 27. а) {—1}и[0; 1,5]; б) {-2}и 
и[-1;0,5]. 28. а) [—1,6; —1]U[0,5;3]; б) [1;3]U[3,5;4]. 29. а) [-2,5;0,5]и 
и 1;у]; б) [—3,5; —0,5]и [о; . 30. а) (-оо;-2)и(-2;-1,8]и[-1;+оо); 
б) (-со; -0,5) U (-0,5; -0,4] U [0; +»). 31. а) [0; 0,5) U (0,5; 1) U (1; +со);
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б) [0; 2) U (2; 4) U (4;+°о). 32. а) (-оо;-3) U (-3; 0] U [1,8; 3) U (3; 5]:
б) (-oo;-4)U(-4;O]U[3,2;4)U(4;5], 33. а) {2}и[5;+оо); б) {4}и[10;+оо). 
34. а) (-»;-5)и(-5;1)и(||;5)и(5;у); б) (-оо; -7)и(-7; 1)0 (^; 7) О 

и(7;тУ 35. а) (-оо; 2] U {5} О [8;+оо); б) (—00J—1] и {3} U [7; +оо). 
36. а) (—оо;—4)и(—4;—3]и[—2,2;—2)и(—2; —1,75]; б) (-oo;-3)U(-3;-2]U 
и[-1,4;-1)и(-1;-|]. 37. а) (- «;-|] и [|; |] и [g; 1) и(1;4)и(4; +*); 

б) (-со;-|]и[|;1]и[у;2)и(2;8)и(8;+оо).  38. a) f-оо;-1] и ;2^ и

и(2;4]; б) (-»;-| | и ^:з) О(3;9]. 39. a) [o;g] и[5;+<х); б)[о;^]и 

О[20;+оо). 40. а) (— оо;— 6]и{—5;— 4}и[-3;+оо); б) (— оо;— 5]и{—4;— 3}О 
U[-2;+оо). 41. а) ;-оо; | ; и ; |;+оо^; б) ;-оо; | J и ; |;+оо). 42. а) (5;+оо); 

б) (6;+оо). 43. а) [-0,5;+оо); б) [1,5;+оо). 44. а) ( -оо;о+.б) 'у-;+оо). 
45. а) {—1} и [3;+оо); б) {-2} и [2; +оо). 46. а) (—оо;0,25] U [1;2] U{3}; 
б) (-oo;-l,75]U[-l;0]U{l}. 47. а) [—5;—0,5]U[0,5;5]; б) [—2;—0,2]U[0,2;2].
48. a) (—оо; —1,25]U{—0,5;0,5}и[1,25;+оо); б) (— оо; — | | и|-|;|}и | |;+°°).

49. а) [-2;-1]и| |;|]; б) | -1;-| и [1;2]. 50. а) {-1; 3} U (-0.5; 0];

б) {-5;-1} U (-4,5;-+. 51. а) (-оо; 1) и {6} U (11;+оо); б) (-oo;-13)U
U{—7} U (—1; +оо). 52. а) (—оо; —1,5) U (5;+оо); б) (—оо; -1,5) U (4; +оо).
53. а) (—оо;-2]и[0,4;+оо); б) (—оо; —2]и[0,6;+оо). 54. а) (2;3,5)и(3,5;+оо); 
б) (4;5,5)U(5,5;+oo). 55. а) {2}и[5,5;6]; б) {1}и[4,5;5]. 56. а) {-5; 1;8}; 
б) {—4; 1;9}. 57. а) (-оо;-1)и(о,5;|) и(3,5;+оо); б) (-oo;-4)U (-2,5;-|) U 
и(0,5;+оо). 58. а) [-26;-25]; б) [50;52]. 59. а) [2;+оо); б)(-оо;-1].
60. а) (-оо;-4]и[-1;+оо); б) [1;5].

Диагностическая работа 6
Вариант 1

1. [—3-0,8]. 2. (—оо;2)и(4;+оо). 3. (-оо;0,75]. 4. (-оо;-1,5]и{0,75}.
5. [4;5]. 6. (-оо;2]. 7. (-оо;-4]и[-2;-1,5]и[-1;+оо). 8. {3}и[7,5; +оо).
9. (-оо;-1)и(-1;0]и[0,6;1)и^1;|]. 10. {-7;-3}и(-6,5;-6]. 11. [1; 1,5]U 
U{4}. 12. (-oo;-4]U[4;+oo).

Вариант 2
1. [—6,5;1,5]. 2. (-oo;l)u(3;+oo). 3. (-оо;0,5]. 4. (-oo;-0,5]U{0,25}.
5. [7;8]. 6. (—оо;2]. 7. (-oo;-2]U[-1;-0,75]U[-0,5;+oo). 8. {1}U[2,5; +оо).
9. (-oo;-l)u(-l;0]U[0,8;l)U^l;| |. 10. {-6;-2}и(-5,5;-5]. 11. [1;2,5]и 
и{3}. 12. (-оо;-6]и[6;+оо).
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Глава 5
Упражнения к § 5.1

I. а) [2,25;+»); б) (-»;1,75]. 2. а) (—»;2,5); б) (-3,5;+»). 3. а) (—»;—1,8]; 
б) [1,2;+»). 4. а) (-3,75;+»); б) (-»;3,25). 5. a) [^;+ooY б) (-»;-| .

6. а) ; б) ;+ 7. а) { б) ■! — 8. а) Решений нет;

б) решений нет. 9.а)Г^;+»^; б)^-»;^]. 10. а) (—оо; 11); б) (—13;+»).

II. а) {14}; б) {15}. 12. а) Решений нет. б) решений нет. 13. а) (1;+оо);
б)(1;+»), 14. a) б) 15. а) [73;+»); б) [35;+»). 16. а) Ре-

шенийнет; б) решений нет. 17. а) [0,5;+»); б) (- »;0,5]. 18. a) i-»; — -■ j и 
и(1;+»); б) (-»;-|)и(0,5;+»). 19. а) б) ||}. 20. а) (—»;4)и 

0(4;+»); б) (-»;3)и(3; + »), 21. а) {0,5}; б) |||. 22. а) (-»;-3)и(8; + »); 
б) (—»;—5)0(9;+»). 23. а) [—3;0]U[24;27]; б) [—4;0]U[12; 16]. 24. а) [3;4)О 
О(4;5]; б) [4;5)О(5;6]. 25. а) (—»;2] U [4;+»); б) (-»; 1]и [8;+»).
26. а) [—13;—12] U [12; 13]; б) [-13;-5] и [5; 13]. 27. а) (-4;-3] и [5;6); 
б) (—3; — 1] О [5; 7). 28. а) (-»;| О[3;+»); б) (-»;^ U[4;+»).

29. а) [-5; —3]U[3;5]; б) [-5;-4]О[4;5]. 30. а) [0; 1]и[27;28]. б) [0;3]О 
и[9;12]. 31. а) [-13;-9]и[3;7]; б) [—14; —10]U[2;6]. 32. а) {3}; б) {4}. 
33. а) {1}; б) {2}. 34. а) {3}и[5;28]; б) {2}и[8; 18]. 35. а) [-2;-0,5]; 
б) {1}.

Диагностическая работа 7
Вариант 1

I. (—»; —1)0(16;+»). 2. (—»;0,5]О [1;+»). 3. [0,8;2,6). 4. [1; 2] UJ [5; 6].
5. [1;2)и(2;3]. 6. {2}. 7. [|;1]. 8. [—10;—6]U[6; 10]. 9. {7}. 10. {1}.
II. {3}и[4;39]. 12. [—2;—0,5].

Вариант 2
1. (—»;—18)0(1;+»). 2. (—»;0,125]U[1;+»). 3. [3,5; 11,5). 4. [-8;-7]и 
и[1;2]. 5. [2;3)и(3;4]. 6. {-1}. 7. Г|;:1). 8. [—10;—8]U[8; 10]. 9. {8}. 
10. {2}. 11. {2}и[7;11]. 12. {1}.

Упражнения к § 5.2
1. а)(0;+»); б)(0;+»), 2. а) {0}и[1;4]; б){0}и[1;2]. 3. а) {2}; б) {-3}.
4. а) (— »;3]; б) (—»;2]. 5. а) (-»;— 3]и{0}и[3;+»); б) (—»;—4]и{0}и
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U[4;+®)_ 6. а) [-5;-у]; б) [-5;^]. 7. а) (1.5:6]; б) (1;2]. 8. а) (-®;0,6]и 

и[6;+оо); б) (-00;- —] и[2;+оо). 9. а) | ;4^); б) -|;1). 10. а) [-2,5;5); 

б) [ 4.5:3,2). 11. а) [1;9]; б) [-4;-2]. 12. а) [2;+®); б) [4;+®).
13. а) [0,45;1,25)и(2,25;+оо); б) | у; 0,75)и(1,75;+®). 14. а) {-®;-|)и 

б) (-оо;-у)и(о;|]. 15. а) б) <-оо;-4,5].

16. а) (-®;0]и{4}; б) (—®;0]и{2}. 17. а) (2,-у); б) (2;2,1). 18. а) (6;+®); 

б)(7;+®). 19. а) [--у-г] и[2;+®); б) [—1,25; — 1] U [1;+оо). 20. а) [3; 7); 
б) [2;6). 21. а) {2}; б) {3}. 22. а) [2;2,5]U[3;7]; б) [—1; —0,5]U[3; 12].
23. а) [1; 1,5] U [10; 26]; б) [—2;—1,5]U[7;23]. 24. а) [-0,2;-1 и[0,25;0,5]: 

б) [—2; —|] и[2,5;5]. 25. а) [2;11); б) [1;10). 26. a) [|;|); б) [|;1].

27. а) [-4;-2,5]; б) [3;3,5]. 28. а) (—оо; — 1]и(2; + оо); б) (—оо; —2]U(1;+оо); 
29. а) (-®;-3]и(у;1); б) (-®;-2]и (у-2). 30. а) (-оо;-1]и [|; 1); 

б) (-°°;-|]и[|; j)- 31- а) (—оо;—i,5]u [|;+°°); б) (-°°;-|] и[1;+®). 
32. а) (—оо; —2]и<2}; б) (—®; —8]и{8}. 33. а) {1}и[2;+®}; б) {2}и[3;+®}. 
34. а) [—19; —3)и(—3;+оо); б) [—19; 1)U(1;+оо). 35. а) [1,5;2]; б) [—1,5; —1]. 
36. а) {2}; б) {3}. 37. а) (2;+®); б) (0;+®). 38. а) [-1;0]; б) [1;2]. 
39. а) [-0,7;-0,6]; б) [0,3;0,4]. 40. а) [—1;0]U[1;+®); б) [—2;0]U[2;+®). 
41. а) [2;2,5]U[3;+®); б) [1;1,5]и[2; +®). 42. а) {4;5}; б) {2;3}.
43. а) [—4;4]и{—7;7}; б) [—5;5]U{—6;6}. 44. а) [—13; —4]U{13};
б) [—7;—3]и{7}. 45. а) {-2',|}; б) {1;2}. 46. а) [-8;— 1)и{3}; б) [—5;3)и 

и{4}. 47. а) [3;3,5]; б) [-2;-0,25]. 48. a) (-®;-5)U[-4;-2]U{2}U[4;+®); 
б) С—®;—5) U [—4; — 1] U {1} U [4;+®). 49. а) (-®;-2] и {3} и [15;+®);
б) (-®;-4]U{3}U[6;+®). 50. а) [0;2] и (2,5;7); б) [0;3] и (3,5;6).
51.а) [-1;0]и{5}; б) -уо|и{3}. 52. а) | - у ;о) U (0;+®); б) [ -1; о) U 

и(0;+®). 53. а) (—®; 1,5]U[2;2,5]; б) (-®;0,5]и[1;1,5]. 54. а) (-®;; 

б) (-®;||. 55. а) {|}и [3;+®); б) ||}и[3;+®). 56. а) [0,75;1];

б) [—1,25; —1]. 57. а) {2,5}и [6;7]; б) {0,5} U [4;5]. 58. а) {0,2}и (0,5;2 ; 
б) {-0,8}U(-0,5; 1]. 59. а) [-6;2]и{3}; б) [—5;3]и{4}. 60. а) :1 : 

б) [у;9]. 61. а) [0;1]и[у; + ®); б) [о; у ] и[1;+®). 62. а) [-5;-3] и 

и{0}и[3;5]; б) [-5;-4] и {0} и [4;5]. 63. a) f у; : б)(-^;-^А.

64. a) (-®4 j и (5;+®); б) (-®;-3] и (1,25;+®). 65. а) [—12;-11] и {-7}и 
и[—3;—2]; б) [—11; —9]U{—6}U [—3; —1]. 66. а) [—1;3] и{9}и [15; 19];
б) [-3;-1]и{7}и[15;17]. 67. а) {—2} и [14;+®); б) {-3} и [33; +®).
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68. а) [13;85]; б) [7;39]. 69. а) {—7;6}; б) {—5;6}. 70. а) {—4; 7};
б) {—5;8}. 71. а) [4;+«>); б) [6;+»). 72. а) [—2;2]; б) [—3;3].
73. а) {—2; 1,5}; б) {3;4}. 74. а) [—6;—2); б) [—7;—3). 75. а) [2;6];
б) [3;12]. 76. а) [—3;22]; б) [—2;—1,2]. 77. а) (3;28]; б) (—1;15].
78.а)[1;|]; б) [1;|]. 79. а) {0}; б) {0}. 80. а) {0}; б) {0}. 81. а) (0;2); 

б) (0;3).

Диагностическая работа 8

Вариант 1

1. (—оо;О,3]и[3;4-00). 2. [—0,8;—0,4]. 3. {1}. 4. | — ; — 1] U [1;+оо).

5. 6. U (^;+оо). 7. {4}и[8;+оо). 8. [-3;3]и{-10; 10}.
9. С—оо;1,5]. 10. [-2,5;' 1)и(0,5;2]. 11. [-5;-4). 12. {1}.

Вариант 2

1. (—со;0,2] U [2; 4-со). 2. [0,5;4,5]. 3. {1}. 4. [-3,25;-3]и[-1;+оо)_ 5. [0,2;2).
6. и(|;+”). 7. {8}и[12;+оо). 8. [—2;2]и{—9;9}. 9. (—°°;0,5].

10. [-y;-3)uQ;2]. 11. (4;5]. 12. {-1}.

Глава 6
Упражнения к § 6.1

1. а) + 2лп|, neZ; б) + 2лп|, neZ.

2. а) + 2лп;+ 2тт), neZ; б) + 2лп;+ 2лп\ neZ.

3. а) +2пп; + 2лп], neZ; б) + 2пп; + 2пп^, п eZ.

4. а) ( -■ + 2лп; — l-2imj, neZ; б) ( - + 2лп; — + 2nnJ, neZ.

5. а) Г—-^ + 2лп; ^- + 2лп], neZ; б) + 2пп; + 2лп], neZ.

6. а) (—л— arcsin0,34-2ш;arcsin0,3 + 2лп), neZ;
б) (—л — arcsin0,4 + 2un;arcsin0,4 + 2mi), neZ.

7. a) [—?r + arcsin0,2 + 2un; —arcsin0,2+ 2ли],neZ;
б) [—л + arcsin 0,1 + 2nn; — arcsin 0,1 +2nn], neZ.

8. a) (—arcsin0,7 +2лп; л + arcsin0,7 +2rm), neZ;
6) (— arcsin0,6 + 2лп; Л + arcsin0,6 + 2nn), neZ.

9. a) [arcsin0,4 + 2тт; л — arcsin0,4 + 2лп], n eZ;
6) [arcsin0,9+ 2ли; л—arcsin0,9 + 2ли], neZ.
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С 'тг пт ~| Г 277 7тг А
10. а) I - — + 2лп; 77 + 2пп и — + 2лп; — + 2лп I, neZ;ко 3 JL3 о J

б) Г- £ +2яп; + 2пп и + 2пп; + 2лп), neZ.к 3 о _11_о 3 J

11. а) — ^ + 2яп; arcsin 0,23 +2яп^ U (я —arcsin 0,23+ 2яп; + 2яп , neZ;тт А Л Зя
б) — arcsinO,32 + 2лп; — + 2mt } и : —■+2пп', я + arcsin0,32 +2лп , neZ.

12. а) [— arcsin0,12 + 2пп; arcsinO,34 + 2лп]и
и[л - arcsin 0,34 + 2лп; л + arcsin0.J 2 t 2«п |. н + Z;

б) [— arcsinO,43 + 2пп; arcsinO,21 + 2лп]и
и[л — arcsinO,21 + 2лп; л-1-arcsinO,43 + 2лп], neZ.

13. а) х^ л + 2лп, neZ; б)х/2лп, neZ.
14. а)

15. а)

16. а)

17. а)
18. а)

б)

— + 2лп; — + 2лп"|, neZ; б) - +2лп; —т- -l-2nnl, neZ.L 4 4 J L 6 ’6 J
- + 2лп; + 2лп], neZ; б) |]- + 2лп; + 2лп], п eZ.

+ 2лп; + 2лп], neZ; б) + 2лп; + 2лп], п eZ.

+ 2лп; j + 2лп], neZ; б) ~ + 2лп; + 2лп], neZ.
(arccosO.ll + 2 лп; 2 л —arccos 0,11 + 2лп), neZ;
(arccos 0,22 + 2ли; 2л — arccos 0,22 + 2 лп), п еZ.

19. а) (—л + arccos0,33+ 2лп; л — arccos0,33 + 2лп), neZ;
б) (—л + arccos 0,44 + 2лп; л — arccos0,44+ 2лп), п eZ.

20. а) [л — arccos 0,71 + 2лп; л + arccos 0,71 + 2лп], п eZ;
б) [л— arccos 0,62+ 2лп; л + arccos 0,62+ 2лп], neZ.

21. а) [— arccos 0,321 + 2лп; arccos 0,321 + 2лп], п eZ;
б) [— arccos0,123 + 2 ли; arccos0,123 + 2лп], п eZ.z 2я я "1 Г тт 2тт

22. а) ( - —+2лп;+ 2лп и — +2лп; — + 2пп !, neZ;к 3 6 JL6 3 7
б) +2лп;+ 2лп и +2лп; +2лп\neZ.ко 3 J L 3 о 7Г 5тт Л С Stz

23. а) - -т2 + 2лп; — arccos0,89 + 2лп j и | arccos0,89 + 2ли; ~ + 2лпЗтт Л С “Зтс
б) - — + 2лп; — arccos0,98 + 2лп \ и ; arccos0,98 + 2ли; -г + 2лп

, и G Z;

, и € Z.

24. а) [—л + arccos 0,65 + 2лп; — arccos 0,43 + 2лп]и
и[arccos 0,43 -г 2лп; л — arccos0,65 + 2лп], п eZ;

б) [—л + arccos0,56+2ли; — arccos0,34+ 2лп]и
и[arccos0,34 +2лп; л —arccos0,56+ 2лп], neZ.

25. а) лп; ^ + лп^, пeZ; б) ^—^ + ли; лпЪ neZ.

26. а) --J; + лп; л + лп ), neZ; б) \ ~+пп; х-+nn],neZ.3 2 7 I. 6 2 7
27. а) (- + лп; -^ + лп], neZ; б) Г- -j + лп; + лп], neZ.л л А п А „— + лп; — + ли I, neZ; б) I — + лп; — + лп I, neZ.

Za J к <5 2U _/28. а) (
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29. а)

30. а)

31. а)

32. а)

33. а)

34. а)

35. а)
36. а)

б)
37. а)

38. а)

39. а)

40. а)

41. а)
42. а)
43. а)
44. а)
45. а)

46. а)

47. а)

48. а)
б)

49. а)
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53. а)

б)

+ пп; у + ли), п е Z; б) + пп; + ли), п е Z.

arctg 2 + пп; + лп^, neZ; б) [ arctg3 + пп; ту + лп^, п eZ.

г; -I- лп; — arctg3 + пп j, n eZ; б) ( ■ пп; — arctg2 + лп], п eZ.

f-arctg5 + лп; ту+лп\ neZ; б) (-arctg4 + nn; ^ + лп], neZ.

+ пп; arctg7 + лп], п6Z; б) + пп; агс^б + лп], neZ.Гл л А Гл л А „I - - + пп; — --Тли J, neZ; б) + пп; п + пп\, neZ.

+ пп; arctg7 + лп], п eZ; б) + пп; arctg8 + лп], neZ.

[—arctg 10 +да; arctg4 + nn], neZ;
[— arctg4+im; arctglO + лп], neZ.

+ пп; я + лп), neZ; б) улп; + пп j, п eZ.

Г-уг + лп; л +лп), neZ; б) + пп; л + лп), neZ.

(лп; + лп], пeZ; б) (пп;+ nnl, neZ.

(~ + пп; л + лп), neZ; б) ^ + nn;n + nn\neZ.

(nn;^ + nnj,neZ; б) ^пп; +пп ], neZ.

(пп; п — arcctg2 • лп), neZ; б) (пп; л — arcctg3 + ли), neZ.
(п — arcctg5 + пп; п + пп), neZ; б) (п — arcctg4+ лп; л+лп), neZ.
(пп; arcctg 0,2+ лп], п-Z; б) (пп; arcctgO,l + лп], neZ.
[arcctgl2 + лп; л + лп), neZ; б) [arcctg 13+ лп; л + лп), neZ. 
z л Зтт ”1 f тт 5тт |! у- + лп; — + ли I, neZ; б) [ — + лп; — + лп I, neZ.

г 2л А _ Глarcctg6 + лп; — + лп I, п еZ; б) I — + лп; л — arcctg6 + лпJ, п еZ. 
arcctg30 + лп; л — arcctg20 + лп], п еZ;
arcctg20 + лп; л — arcctg30 + лп], п eZ.

+ 2лп; j +2лп], neZ; б) +2лп; + 2лп], пeZ.

arcsin0,75 +2лп; arccos0,6 + 2лп], и eZ;
arcsin0,55 +2лп; arccos0,8 + 2лп], neZ.
л — arcsin+ 2лп; 2л — arccos + 2пп ,neZ;12 4 1л — arcsin — Г 2лп; 2л — arccos yr + 2лп , п 6 Z.
arctg2,5 + лп; arcctg0,3 + лп], neZ;

[arctg 1,25 + лп; arcctg0,7 + лп], neZ.
тг тг /" тг 4тт Л Зтт 777
-+2лп;-+2лп и -+2лп;^- + 2лп и — +2лп;+2лп , neZ;

_ZT >J J V, J \ Zu J
~ 77 77 1 C 77 "1 Л 377 1 1 T7 I-+2лп;- Г2лп_| 1Д-+2лп; — +2лп_|и^— + 2лп; — +2лп |,neZ.
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54. a) [arcctg 7 + 2лп; arcsin0,7+ 2яп] и [л — arcsin0,7 + 2лп; л + 2лп)и 
и[л + arcctg 7 + 2лп; 2л + 2лп), naZ;

б) [arcctg8 + 2лп; arcsin0,8 + 2лп] и [л— arcsin0,8 + 2лп; л + 2лп)и 
и[л + агсо^8 + 2лп; 2л + 2лп), neZ.

Диагностическая работа 9

Вариант 1

1. 4- + 2лп; + 2лп] ,neZ. 2. (— arcsin0,77 + 2лп; л + arcsin0,77 + 2лп),

neZ. 3. ] - — + 2лп; агсзт0,07 + 2лп ) и (л —агсзт0,07 + 2лп; -тр"+2лп |, n&Z.
(тс 11тт Л

4. ' — +2лп; —- + 2лг> j, neZ. 5. [-л+агссо50,78 + 2лп;л — arccos0,78+2nn], 
neZ. 6. arccos0,17 +2лп;-^-+ 2лп] U |]-^ + 2лп; 2л — arccos0,17 +2лп],

neZ. 7. + лп; -j + лп], neZ. 8. (arctgl8 + лп; + лп], neZ.

9. [ — + ^n;arctg3 + лп], п е Z. 10. (лр + лп; л + лп], п е Z.

11. (лп;arcctg2,2 +лп], neZ. 12. |]~+лп; л—arcctg9 +лп], neZ.

Вариант 2

I. +2лп; — -j1 + 2лп], п eZ. 2. (— arcsin0,88+ 2ли; л + arcsin 0,88+ 2лп), 

neZ. 3. - +2лп;агс5ш0,06+2лп ) и (л — arcsin0,06+2 лп; “ + 2лп j, neZ.
f тс 7 тс, Л4. — + 2лп; — + 2лп ), neZ. 5. [—л+агссо50,69+2лп; л—arccos0,69+2nn], 

neZ. 6. ^arccos0,19 + 2nn; +2лп | U +2лп;2л —arccos0,19 + 2nn |, 

neZ. 7. j + лп;+ лп], п е Z. 8. (arctglS + лп; + лп], п eZ.

9. [ — arctg3 + лп; + лп], п е Z. 10. i — + лп; л + лп], п е Z.

II. (лп; arcctg 1,1 + ли], п eZ. 12. arcctgS + лп; — + ли J, neZ.

Упражнения к § 6.2. , Г лп п , лп "I _ Г л , 2лп л , 2лп "I Г771. а) ,neZ; б) -- + —;- + —, п eZ.L232J L 6 33 3J_ , ( Зл , 3 „ (2лп л , 2лпЛ „2. а) I лп; — + ли j, neZ; б) ! ——-~ j, neZ.„ . Л2л 2лп л 2лп\ „ (л Зл 3 „
3. а) — +^-; л + -л- , neZ; б) ( - -I-лп; —■ + лп , neZ., Гл лп л лп"| „ „ Г2л 2лп 8л 2лп~] „4-а) |_4+Т; 3 +tPGZ; б) ; 15+— PGZ-
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13. а)

14. а)
15. а)

б)
16. а)

17. а)

18. а)

19. а)

20. а)

21. а)

б)

22. а)

б)

2 ’ 3 
пп 2п п
Т’ т + - 
пп. п“12 +

Зп— + пп; — + лп1.4 42
9п40

7л
20 10л

пп 9 
пп10 
пп
~3’ 9

2п + пп; — + пп

-+OT;- + OTJ,15л 5л— + пп; — Ч-пп

— + пп; - — +пп , п ‘ 3 6 j4 л "I+ 2пп; — ^2пп I
пп 7п пп 1+ "Г ’ 60 + “ J ’

- — -I- пп; р + ппJ
Зп Зп- — + пп; — + пп

~ п 7п— -1-пп; —+пп . г_ з 6 j
" п 5л "I „ Г2тт— +2пп; — + 2пп I, neZ; б) | —

п пп п пп 1 _ г п■ — ; — + — , neZ; б) —5 60 5 J L1260
), neZ; 6) ( 2tt 2nn 2tt , 2ппЛ

21 + ~’ 21 + ~)I 15 5 ’ 15
(—0,5arccos0,3 + пп; 0,5arccos0,3 + пп), neZ;
(—0,2arccos0,2 + 0,4пп; 0,2arccos0,2 + 0,4пп), neZ.
( п пп 5п пп\ „ ( Зп п Л _1Тб + Т;Тб+Тре2; б) t-T + OT;8+H’neX

— n- arcsin +2nn; arcsin-7- +2таг"| U - +2nn; — +2nnl, neZ.

+ 2пп; -у- + 2nnJ, neZ; б) + 2пп; +2nnJ, neZ.

2tih; + 2ттп], neZ; б) я + 2яп; у + 2яп], neZ.

т2пп; +2пп\, neZ; б) Г-^ + 2пп; + 2%n"|, neZ.
X 1. I |_ J. Zj J.4U J

n nn n roil „ Г n nn 3n nn “I „ -2o+-;2o+-kGZ; б)• 1 . 1 „ 1 Г n 5л _ 1 „— n— arcsm - + 2nn; arcsin - + 2nn U — + 2nn; — + 2nn , n eZ;о о J L о о J
1 71arcsin - + 2nn; — + 2nn 3 6

• 3 n _ ’arcsin - + 2nn; — + 2nn o 6
"5ti 1U —- + 2nn; n — arcsin 7- + 2 nn6 3Г 5л „ . 3 oU — +2nn; n — arcsm- +2nn
_ о о

n g Zj

n се Z.Г 2 223. а) {2яп} U arccos - + 2nn; 2я — arccos - + 2nn ,ne.Z;

6) {2яп} u arccos |+ 2ттп; 2тт — arccos | +2tih ,neZ.
71 A f 71 1 A24. a) ( — + 7in; — + яп I и I — + яп; я + arctg- +tih I, neZ;

б) + nn; +лп) U + nn; зг+arctg^- +тгп} neZ.

25. a) ( — +nn; arcctg0,8 + яп ), neZ; б) I -+nn; arcctg^•+ nn
n "I Гл л 1 „26. a) I - - -I-nn; — + nn I, neZ; 6) | - — + nn; — + nn I, n eZ.

Tt s Z.



Ответы 343

27. а)

28. а)

29. а)

б)

30. а)

б)

31. а)

б)

32. а)

б)

33. а)

б)

71 "1лп; — + лп , пей4 J
б) + лп; лп], пeZ.

— 7 +U(rm;arcctg3], nGZ; б) [—arcctg3; яп)и (лп; ~+лп |, neZ."Зл 2лп Зл 2лп Л Л Зл 2т 9л 2лп~1 .20 + 10 +-5-) U I 10 + 20 + ~ J2тг 2тт, ti 2пп\ {тс 2пп, 7тс 27СП-] 
~9 + ~3~’ 2 + '7F) и V2 + ~3~’ ~9 + ~3~J71 ПП . 71 ПП Л f' п ПП . 5п 7СП "I 24 + 8 + U 1.8 + Т’ 24 + TJ
п пп. п пп\ Г п пп п пп 
24 + "3"’12+~3”JU 112 + Т’ 8+"з” 5тс пп. п пп\ Г п пп.7п пп 48 + 8 + ~4 J U к 8 + 48 + ~

40+5’5jUk5’40+5
пп .

пп . п 
L16 1 Т’ 4

72
п пп ■72 +

mi 7л+ 16
- + лп; лп) и (лп; + лп

П Z",

и 22’ Зп_ 20 2пп, п
К

П G 22

П €

п G 22

П G 2^

п G 22

п G Zj

Г п Зп34. а) [2яп; я + 2яп], ne.Z; б) — + 2яп; — + 2пп , и G 22
35. а) (^ + 2лп]и(^л + 2лп;^р-+2лп1,п^;

г п 7п I
б) {2ли}и | — +2лп; — +2лп I, neZ.

36. а)

37. а)

38. а)

39. а)

40. а)

41. а)

42. а)

43. а)

44. а)

б)

45. а)

+2лп; +2ттп], neZ; б) + 2лп; + 2лп~^, neZ.

+2лп; +2лп), neZ; б) + 2лп; +2лп), neZ.

+ 2лп; + 2лп), neZ; б) + 2лп; j +2лп), neZ.

+2лп; + 2лп^, neZ; б) +2лп; +2лп^, neZ.

— +2лп; :— i-2лnl,neZ; б) Г- — + 2лп;-~ + 2лп1, п eZ._ о о J L6 6 J
f п 5п Л С 5п п( — +2лп; — Ь2лп), neZ; б) | ——+ 2im;-- +2лп), neZ.

—'+2лп;— }-2nn\,neZ; б) +2лп;-^-:-+2лп\,п&Х.о о J L о о J
’ п 5тт 1 Г 2п 2п 1— +2лп; — +2лп LnfcZ; б) —— + 2лп; -- + 2лп , п GZ.. 6 6 J L 3 3 J" л л Л (л Зтт„ \ (Зл 5тт— +2лп; — +2лп I... I — +2лп; — +2лп J UI +2лп; — -'-2лп_ О Лл J £л Ла J V Ла О“л „ л 7 л Зл„ Af3n„ 5 л— +2лп; — +2-ГСП | L I — + 2лп; — + 2лп 1 и i —+2лп; —+2лп_ О Л J Л Ла Л \ Лл О _

— ^ + 2лп; 2лп) и (2лп; л + 2лп) и (л + 2лп; + 2лп^, neZ;

п gZj

п
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б) Г- + 2лп; 2лп) и (2лп; п + 2т)и (л + 2пп; + 2лп^ ,neZ.

Г 2л „ л „ Л А л „ л \ {я „ 2л „'I46. а) I - — + 2лп; -- + 2лп ) 1_Ц — — + 2лп; — + 2лп) и ; — + 2лп; — +2ап и

и{л + 2лп}, n е Z; б) [ — -у + 2лп; — л + 2лп) и (—л + 2лп; 2лп) и 

и ^2лп; у + 2лп^ и { ~ + 2 лп], п е Z.

47. а) ( - л + 2лп; у + 2лп] и Гу + 2лп; — 
х Zu Xi J \ Zu Zu

б)(

48. a) (]

+ 2toij, n&Z;

л S’ „ \ f я „ Зл „ А „- — + 2лп; — + 2лп ) U ( — + 2лп; — + 2лп I, п eZ.Zu Zu J X, J
— + 2лп; —л + 2лп \ и л + 2лп; — у + 2лп) и у +2лп; 2лп^ и

и (злп; у +2лп], п е Z; б) ( — у + 2лп; 2лп \ и ^2лп; у + 2snJ и

и ^у +2лп; л + 2лп^ и (л + 2лп; -£■ + 2лп), neZ;

49. а) [2лп; л + 2лп], neZ; б) у+2'лп; у+2лп], neZ.

, Г л л 1 Г л Зл “I „
50. а) I - — + лп; — +лп I и I — +лп; — +лп I, neZ;

ич Г я я "1 Г л 2л 1 „б) I - — + лп; — + лп I и I - + лп; — + лп I, neZ.
, Г я л 1 _ Г я л '1 „

51. а) I - — + лп; — + лп I, п eZ; б) - у + Ж,; у + Ж I, п eZ.

. Г я я “I Г п п \ I' л , Зл, "I „52. а) I - — + лп; — +лп I и I - + лп; — -г лnj и ( — + лп; — -1-яп I, neZ;
и, Г л л 'I Г л л А (л 2л "I „
б) | - т +яп; 7 +яп и - + лп; •- + лп! и I — + Ш5 -у +Ж|, neZ.

53. а) arcctg2 + лп; + лп] U Г-у + лп; л — arcctg2 + лп], neZ;

б) [arcctg3 + лп; + лп] и + лп; л — arcctg3 + лп], п eZ.

54. а) + лп; л + ли), neZ; б) + лп; + лп^, neZ.

55. а) Г—-^ + лп;arctg4 +лп1, neZ; б) + лп; arctg6 + лп], neZ.

56. a) [arctg 3 + лп; л + arctg 2 + лп], п 6 Z;
б) [arctg4 + лп; л + ага^З + лп], neZ.

57. a) j — + лп; arctg8-i-лп], пeZ; б) ; 7 "Ьяп; arctg7 + nn], neZ.

58. а) ^2лп; +2лп], neZ; б) +2лп; л + 2лп], neZ.

59. а) +2лп; л+ 2лп], neZ; б) ^2лп; у + 2лп j, neZ.
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60. а) 1±-^+2яп|и Г^ + 2ял;у+2ял1П € Zj
б) Г-я + 2ял; - у+2%п1 и |"—у + 2лп; - у + 2лл] и + 2лп; 2лп^ иГ л л „ ) Г2л „ 5л „ ) „и -+2ял; —+-2лп | и у + 2лп; — + 2лп |, п eZ.. (л л61. a) j — + лп; j + лп и„Гл л Л
б) — + тш; — + лп i и.Гл 2 лк) , „

62' а) 16 + O’ kSZ; 
63. а) {-^ + я?1, leZ;

" п , 2п , “I (Зя , , “I _— + ян; — + яп U I — + яп; я + пп ,n^Z;
_ " «э J К т'"л Зл Л Г 5л 1 „—+ яЛ;у+ял|и — + лп;л + лп ,neZ.f 2лп) „ f л лк) , „ Глп) „{ —neZ; б) {- + —}, keZ; {т|, neZ. 
б) {-4+«Д ZeZ. 64. а) {-| + 2л{}, leZ;

б) I 2nlj,lcZ. 65. a)-j-^ + 2u/}, ZeZ; 6){rf},ZeZ. 66.a)(0;3); 

б) (0; 4). 67. а) {0}; б) {0}. 68. а) [- -1]; б) | - oj. 69. а) (-оо; -1] и

и[у+^); б)(-<м;-2]и[|;+^ 7О.а){-1}; б) {-3}. 71. а) [-у;-||;

б) [у||. 72. а) [2; 2,2]; б) [з; у ]. 73.а)[-3;2]; б)[-2;3]. 74.а)[0;3];

б) {6}. 75. а) {-1}; б) {-1}. 76. а) {1}; б) {1}. 77. а) [-1; cos3] и [cos 1; 1];
б) [—I;cos3]u[cos2;l]. 78. a) fsiiysin sin -7; sin 4
U[tg4;+<»); б) (—co; tg2] U [tg5;-Foo). 80. a) [ctg5; ctg4];

79. a) (-oo;tg3]U
6) [ctg 10; ctg2].

Диагностическая работа 10
Вариант 1

(я я Л Г 11 я 7 я
- — + 2лп; — + 2лп I, п е Z. 4.---- — + лп; — + лп , п е Z.•J «J J АгТ ZjTX J_Гл А ( л 1 „ , Г л 2лп л 2лпА5. - - + лп; лп и ял; - + лп , п е Z. 6. — -г —; — + и

I J К. I I I О J.L1 О J( л 2лп л 2лп “I „„Гл: л ) „
и — + —z—; — + —z— , л 6 Z. 7. — — -I- лп; — + лп , n е Z.V10 565J L 3 3 J
8. + 2лл; у +2~nj, neZ. 9. Г-у-+2ял;-^ + 2ялТ и[2ялу+ 2лл1 U

и [у +2un;u + 2un],neZ. 10. {0}. 11. [-|; |sin|). 12. [у; у ].

Вариант 2„6 5 л лп л лпУ
1 I,- я + т;“8 + tJ’ п
3. ^+2лп; — +2лп^, neZ. 4.

„ „I 5л , лп л , лп) „GZ- 2- к 32 +-;32+-J’ nGZ-I 7л лп л лп 1 „„Гл 51”Я + -;8Н y|’nGZ- 5- |-4+^;ял}и( я 1 V п пп п пп\ ( п пп п т~\ „и^п;- + лп], neZ. 6. [- + у; - + yj и [- + —; - + у ], п е Z.
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„Гл 5л I „ „ (1л 4л _ Л _7. I — + пп; — + пп , п 6 Z. 8. ( — + 2пп; — + 2nnJ, п е Z.„ Г Зл 2л _ "I Г л л . 1 Г2л . Зл „ ']
9. I■+2яп;-—+2яп и I - — +2пп; — +2пп и —- + 2пп; — +2яп |, 
neZ. 10. {0}. 11. [-|;|sinl). 12. [^; ^].

Глава 7

Упражнения к § 7.1

1. а) (—оо;2]; б) (—оо; 3]. 2. а) [-2; +оо); б) [-1; + оо). 3. а) (—оо; 1,5); 
б) (—оо; 1,5). 4. a)(|;+oo"j; б)(-|;+со^. 5. а) (—0,5;+оо); б) (—0,25; +оо).

6. а) (0; +оо); б) (0; 4-оо). 7. а) (— оо; — 1); б) (—со;—1). 8. а) (—оо;—2]; 
б) (-оо;-2]. 9. а) [1;2]; б) [—2; — 1]. 10. а) (—оо; —0,5) U (1;+оо); 
б) (-оо;-^и(1;+оо). 11. а)(-3;3); б) (-4; 4). 12. а) (—оо; —0,5) U (2;+оо); 
б) (-оо;-2) и (0,5;+оо). 13. а) {2}; б) {3}. 14. а) (—оо; 2]; б) (-оо; 2]. 
15. а) [-0,2;+оо); б) [-0,2;+оо). 16. а) (-оо; 2); б) (—оо; 2). 17. а) (-оо;-3]и 
U[l;+oo); б) (— оо;— 3]U[l;+oo). 18. а) [19;+оо); б)[16;+оо). 19. а) (—со; 1,6]; 
б) (—оо;1,75]. 20. а) (-оо;-2)и(2;+оо); б) (-оо;-3)и(3;+оо). 21. а) (—0,4;0,4); 
б) (-2,5; 2,5). 22. а) (-оо; 11]; б) (-оо; 9]. 23. а) [-3; + оо); б) [10; +<»). 
24. а) (-оо;-2]; б) (—оо;—6]. 25. а) (-оо; 0,75) U (2;+оо); б) (-оо; 0,25) U 
и(3;+оо). 26. а) (-оо; 0,125]; б) (-оо; 0,25]. 27. а) (-оо; Ю); б) (-оо; 14). 
28. а) (0,5; 2); б) (0,5; 2). 29. а) [-4; 6); б) [-5; 7). 30. а) (14; 30); б) (10; 26). 
31. а) (6; 16); б) (5; 15). 32. а) (7; 64); б) (9; 125). 33. а) {2} и [3; 4]; 
б){3}и[4;5]. 34. а) {—5}; б) {6}. 35. а) [1; 3); б) (1; 3]. 36. а) [-|;-1] U 

и{1}; б) [-1,5;-1] и {1}. 37. а) {1}; б) {1}. 38. а) (-7;-4]; б) (-7;-2].

Диагностическая работа 11

Вариант 1

I. [—2;+оо). 2. [0,2;1]. 3. (2;+оо). 4. (1;4). 5. (-оо;-1) и +оо).
6. (-оо;-12)U(12;+оо). 7. (-оо;-4]и[1;+оо). 8. {3}. 9. (0,5; 2). 10. (-61; 62].
II. (10; 12). 12. (8; 18).

Вариант 2

I. [-1;+оо)_ 2. [0,5;1]. 3. (2;+оо). 4. (2;5). 5. (-оо;-1) и (' +оо).
6. (—оо; —11) и (11;+оо). 7. (-оо;-4]и[1;+оо). 8. {2}. 9. (0,5; 2). 10. (-49; 50].
II. (14; 16). 12. (7; 17).
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Упражнения к § 7.2

1. а) (0;|]; б) (о;^1. 2. а) (-оо; 1) и (6;+оо); б) (—оо; 3) U (10;+оо). 

3. а) (-оо;-8]и[-5;4,5); б) [-8;-7] U (1,5;+оо). 4. а) (-4; 4); б) (-5; 5). 
5. а) (-2;+оо); 6)f-|; +«>^. 6. а);-со;|; б) +оо). 7. а) [4; 6); 

б) [2; 6). 8. а) [4;+оо); б) [3;+оо). 9. а) (—оо;3]; б) (—со; 4]. 10. а) (2;+оо); 
б) (-2;+оо). 11. а) (3,5; +оо); б) (-со; 2,5). 12. а) [-3; -272] и [2л/2; 3]: 
б) [-4; -715] и [715; 4]. 13. а) (- и [- и [|;+°°);

и ^:2 . 15. а) (-2;-1); б)(2;4). 16. а) (-6;-2) U [2;+оо); б) (-6; 1)и 
и[2;+оо). 17. а) (1; 2] U [4;+оо); б) (1; 4] и [6; +оо). 18. а) (1; 2); б) (0;3). 
19. а) (-со;-2) и (1; 2); б) (-со;-3) и (1; 3). 20. а) [-3;-1]; б) [—3;0]. 
21. а) (-со; 1]; б) (-со; 4]. 22. а) [—2;3]; б) [—3; 1]. 23. а) [—2; 0]; б) [—2; 1].
24. а) [-2; 2]; б)[-2;3]. 25. а) (-0,2; 1) U (2; 6); б) (-0,75; 0) U (1; 2).
26. а) [5; 9]; б) [-4;-3]. 27. а) (-со; 0) и (3;+оо); б) (-со; 0) и (4;+оо).
28. а) (0;5); б) (0;4). 29. а) [0; 2]; б) [—1; 1]. 30. а) (-3; 0] и [2; 3);
б) (-5; 0] и [2; 5). 31. а) (25;+оо); б) (4; +оо). 32. а) (-3;+оо); б)(-1;+со). 
33. а) (0; 0,4]; б) (0; 0,2]. 34. а) (-75; -1] и [1; 75); б) (-713; -2] и [2; 713).
35. а) (-оо;-71^]и{-3;3}и[7ТО;+оо); б) (-oo;-27K]U{-4;4}U[27S;+oo).
36. а) (—оо; —1] и [0;+00); б) (-со;-1] и [0;+оо). 37. а)[—1;0]; б) [-1*0].
38. а) (-оо;2]и{3}и[4;+оо); б) (—оо; 1] и {2} U [3;+оо). 39. а) (-со; 0] и [1; 2]; 
б) (—со; 0] и [1; 2]. 40. а) ( —со; 0] и {1} и [log2 3;+оо); б) (—со; 0] и {1} и
и [log3 5; +оо). 41. а) (-со; 1) и (log2 7; log210); б) (-со; 0) и (log3 2; log3 5).
42. а) (—со; —0,5] и {0} и [log46;+со); б) (—со; log3 0,6] и {0} U [1;+оо).
43. а) [-3; 1); б) [—3; 1). 44. а) (1;3]; б) (-3;-1]. 45. a) (-co;log74)U 
U(l;+oo); 6)(log65;l). 46. а) (—и; 0] U (log6 4; 1); б) (-со; 0] U (log3 2; 1).
47. а) {0} и (1; log2 3); б) {0} и (log3 2; 1). 48. а) (-оо; -73) U (-73; -1] и {0} и 
U [1; 72) U (72; +оо); б) (- со; -73) U (- 73; -1] U{0} U [1; 73) U (73; +оо). 
49. а) (—оо; 0] U (1; log3 5); б) (-со; 0] и (1; log46). 50. а) (-со; 0] и (0,5; 1); 
б) [0; 0,5) U (1;+оо). 51. а) (1; 2) и {4}; б)(1;2)и{3}. 52. а) {1}; б) {1}.
53. а)(0;1); б) (-со; 0) U (1; +оо). 54. а) {1}; б) {1}. 55. а) {1} U (2; log2 7]; 
б) {1} и (3; log2 9]. 56. а) {1} и (3; log2 9]; б) {1} и (2; log2 7]. 57. а){1}и 
U(2;log25]; б) {1} и (4; log217]. 58. а) {-1} и (1; log3 4]; б) {-1} и (1; log3 5]. 
59. а) {-3}; б) {-2}. 60. а) (-оо; 0] и{3}; б) (-со; 0] и {4}. 61. а) [-0,6; 1] и 
U [4; +оо); б) [-1,25; 1]и[3;+00). 62. а) {0}; б) {0}.

Диагностическая работа 12
Вариант 1

1. [log30,7;+со). 2. [3;+оо). 3. (—со;2). 4. {0}и(1;2). 5. [—1;0]. 6.(0; 2].
7. [-2,5;-1] U {1}. 8. (-oo;-l)u{l}U(2,5;+oo). 9. (-со; 1] и [1,5; 2] U (5; +оо).
10. [7;+оо). 11. [1; 17]. 12. {1,5}.
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Вариант 2
1. [logn 2,5;+оо). 2. [3;+оо). 3. (-оо; -2). 4.{1}U(2;3). 5. [-1; 0]. 6-(0;2].
7. {—1}U [1; 3,5]. 8. (—оо; 1) и {3} U (4,5;+оо). 9. (—оо; —1] и [—0,5; 0] U (3;+°о).
10. [8; +оо). 11. [1; 26]. 12. {0,5}.

Глава 8
Упражнения к § 8.1

1. а) (0; 25); б)(0;64). 2. а) (0; 27]; б)(0;32]. 3. а) [0,5;+оо); б) [0,2; +оо). 
4. а) [1;+оо); б) [1;+оо). 5. а) Q); ); б) Q); 6. а) (0; 25];
б) (0; 50]. 7. а) (—1,25; 30); б) (2,5; 43). 8. а) (25;+оо); б) (25; +оо). 
9. а) [3;+оо); б) [0,8; +оо). 10. а) (10; + оо); б) (40; +оо). 11. а) (1,5; 2); 
б) (0,75; 1). 12. а) [5;+оо); б) [6; +оо). 13. а) (—оо; —13) U (13;+оо);
б) (-оо; -13) и (13; -1-00). 14. а) (-10; -6) U (6; 10); б) (-10; -8) U (8; 10). 
15. а) (-5; 5); б) (-8; 8). 16. а) (—оо; —5] U [5;+оо); б) (-оо; -5] и [5; +оо).
17. а) [—2;—1,6) U (1,6; 2]; б) . 18. а) [-6;6]; б) [-12; 12].
19. а) (—29;—20]и[20;29); б) (—26; —10] U [10; 26). 20. а) (-оо;-1)и(5;+оо); 
б) (-оо; — 1)и(6; +оо). 21. а) (—1; 0) U (8; 9); б) (-1; 0) и (3; 4). 22. а)(0;1)и 
и(16;17); б) (0; 1)0(25;26). 23. а) (-оо;-8)и(2;+оо); б) (-оо;-4)и(2;+оо). 
24. а) [-4; -3,2) U (0; 0,8]; б) [-4; -2,2) U (0; 1,8]. 25. а) (0; 1,5] U [4; 5,5);
б) (0; 1,5] U [3; 4,5). 26. а) [-0,8; 0) U (3,2; 4]; б) [-1,2; 0) U (1,8; 3].
27. а) (-»; -8) U (2,5; +оо); б) (-оо; -2) и (7,5; +оо). 28. а) (-6;-4) U (2; 4);
б) (-3; -1) U (5; 7). 29. а) (-оо; -1) и (4,5; +оо); б) (-оо; -1) и (5,5; +<»).
30. а) (—оо; —5,5]U[2;+оо); б) (-оо;-4]и[3,5;+оо). 31. а) [-2;- 1,2)и(2;2,8]; 
б) [-3;-2,2) U (1; 1,8]. 32. а) (1; 2,5] U [4; 5,5); б) (1; 1,5] U [7; 7,5).
33. а) (-оо; -2,2] и [2;+оо); б) (-оо;-1,8] и [3;+оо). 34. а) (-1,4; 2);
б) (-1,2; 1). 35. а) (6,6; 22); б) (4,4; 22). 36. а) (3,25; 15]; б) (3,4; 18].
37. а) [-1;-0,4) и (0,4; 1]; б) [-1;-0,75)и (0,75; 1]. 38. а) (-оо;-5) и (5; 9); 
б) (-оо;-5) U (5; 16). 39. а) (4; 5); б) (6; 9). 40. а) (2,5; 5]; б) (3,5; 7]. 
41. а) [5; 6); б) [5; 8). 42. а) (—оо; —3) и (1; 3] U [4;+оо); б)(-оо;-4]и 
и [-2; — 1)и(6; +оо). 43. а) (10; 12); б) (14; 15). 44. а) (5; 6] и {8}; б)(3;5]и 
U {8}. 45. а) (2; 3] U {6}; б)(3;4]и{7}. 46. а) {-4; 2}; б) {-6; 2}. 
47. а) [|;з]; б)(4,5;5]. 48. а) {-3} U [-1,5;-0,5) U (1; 2]; б) {-4} U 
U [-2,5; —1,5) U (1; 2].

Диагностическая работа 13 

Вариант 1

1. (4;+<»). 2. (0,008;+оо). 3. 4. (0,8; 8]. 5. (-со; -4,5] и [3; +оо).
6. (-25;-7) U (7; 25). 7. (-4; -3) U (0,5; 1,5). 8. (1,25; 8]. 9. (—5; —4] U 
U [—2; — 1). 10. [16; 18]. 11. {-3;3}. 12. {-2} U [2; 3].
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Вариант 2

1.(3;+оо). 2. (0,25;+оо). 3. ! : 4 4. (-1,2; 15]. 5. (—оо; —5] U [2,5;+оо).
6. (-20;-12) U (12; 20). 7. (-3;-2) U (0,2; 1,2). 8. (0,25; 7]. 9. (—5; —3] U 
и[-1;1). 10. [16;32]. 11. {—4;4}. 12. {-3}и [3; 4].

Упражнения к § 8.2
1. а) (-оо;-9); б) (—оо;—8). 2. а) (-6;-3,8); б) (-5; 0,4). 3. а) (18; 19); 
б) (13; 14). 4. а) (0; 2]; б) (6; 9]. 5. а) [-2; -0,5) U (-0,5; 0) U (0; 0,5) U (0,5; 2]; 
б) [-5;-0,2) U (-0,2; 0) U (0; 0,2) U (0,2; 5]. 6. а) (-2,5;-2] U (1; 2]; 
б) (-5,5;-5] U (-2;-1]. 7. а) (-2;-1] U [4; 8); б) (-3;-2] U [3; 7).
8. а) [-2; 5); б) [4; 6). 9. а) [-2; 8) и (8; 9); б) [-4; 2) и (2; 3). 10. а) (4; 5) и 
U (5; 10]; б) (1;2)и (2;3]. 11. а) [-3; 0) U [3; 20); б) [-2; 0) U [2; 15).
12. а) [-1;0) U (0;3]; б) [-1; 0) U (0; 4]. 13. а) [ - U (1; 2];

б) Г-|;-^и(1;3]. 14. а) (0; 1]; б) (0; 1]. 15.а)(1;40]; б) (-0,4; 11,6].
16. а) (-00;-23) U [16;+оо); б) (-оо;-1)и[5;+оо). 17. а) [-7;-5)и(-1; 1]; 
б) [-11; -5) и (1; 7]. 18. а) [-7;-5) и (4; 15]; б) [-10;-2) и (3; 16].
19. а) (-2;-1) U [0,5; 2]; б) (-3;-2) U [0,5; 5]. 20. а) (О;^); 6)[|;lju 
U(l;+oo). 21. а) (—1; 0) U (5; 6]; б) [-5;-4) и (0; 1). 22. а) (1; 2] и [8; +оо); 
б) (—4; —3] U [5;+оо). 23. а) (0; 1) и (1; 3]; б) (1; 2) и (2; 4]. 24.а)(-1;0]и 
и(2;3); б) (—3; —2] U(0; 1). 25. а) (3;3,5]и{4}и(5;6); б) (4;4,5]и{5}и(6; 7). 
26. а) {—1}и[0; 1)и(1;2]; б) {-3} и [-2;-1) и (-1; 0]. 27. а) (-5;-4,5) и 
U{-4}U[-3;-2)U(-2;-l]; б) (3;3,5)U{4}U[5; 6)U(6; 7]. 28. а) [-8; -4)U 
0(1:3); б) [-7;-3) и (2; 4). 29. а) (0; 0,2) и (3; 6) и (8; 16); б) (О; и (2; 4) и 
и(9;18). 30. а) (—1;0)U(0; 1)U{3}; б) (-1;0)и(0; 1)и{5}. 31. а) [-4;-2) U 
U (4; 5] U (И; 12); б) [-7;-5) и (1; 2] и (8; 9). З2.а){|;|); б)(|;|]. 
33. а) (0; 1) U (1; 1,5] U (2; +оо); б) (1; 2) U (2; 2,5] U (3; +оо). 34. а) (-5; -4,3) U 
U (-4,1; -4) U [0; 0,25) U (1; 1,25]; б) (-6; -5,9) U (-5,7; -5) U [0; 0,2) U (1; 1,2].

41. а) (0; 1) U [4;+оо); б) (0; 1) U [6; +оо). 42. а) (-1,4;-1,2) U [2; 6);
б) (-2,4; -2,2) и [1; 5). 43. а) (О; ) и (16; +от); б) (О: и (27; +«).
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44. а) [-5;-0,2] U [0,2; 5]; б) [-2;-0,5] U [0,5; 2]. 45. a) f^; U (8; 128); 

б) (i; | U(l;4). 46. а) (б; ) U [6; +оо); б) (0; 0,5) U [8; +оо). 47. а) (1; 10); 

б) (1; 10). 48. а) (0; 0,1) U {1} U (10; +оо); б) (0; 0,01) U {1} U (100; +»). 
49. а) [0,25; 1) и [2; 16); б) 1) и [3; 27). 50. а) (0; 3] и (9; 27); б)(0;1]и 
и(3;9). 51. а) {3} и (9; 27); б) {2} и (4; 8). 52. а) [-2; 12]; б) [-4; 2].
53. а) (—7; -•742] и {0} и [/42; 7); б) (-27; -18/2] и {0} и [18/2; 27).
54. а) [0,04; 0,2] U [5; 25]; б) — ;~|и[3;27]. 55. а) (0; 2); б) (0; 3).

56. а) (—1; 0) U (3; 4); б) (-1; 0) и (4; 5). 57. a) [|; 1) и [81; + оо); б) [j; 1) и 

U [512;+оо). 58. а) (1; 2] U [512;+оо); б) (1; 5] U [625;+оо). 59. а) — ;“|и 

и[2;32]; б) [^; |] и[3;27]. 60. а) (0,125; 0,5) U (8; 32); б) j(j|; U ( |; 2).

61. а) (0; 0,0001) U (0,0001; 0,001] U {0,01} U [0,1; 1) U (1; +оо); б) Q); ^') U 

и(б?;¥;]и{^}и 62. а) (-1,9;-1) и (-1; 8]; б) (2,2;3)и

и(3;27]. 63. а) (±; и Q;+оо); б) (U Q; +оо). 64. а) (0; 0,1] U 

и(1;10); б) (0; 0,1] U (10; 10000). 65. а) {-0,5}; б) |||. 66. а) (0; 2,5) U 

U (2,5; 2,5 /4) U (5 /2; 5/2) U (5/2; + оо); б) (0; 1) U (1; /4) U (2 /2; 2/2) U 
и (2/2; -ос). 67. а) (0; 0,5] U {1} U [64;+оо); б) {1} и [2; 16]. 68. а){0;4}; 
б) {0; 2}. 69. а) (1,5; 2) U (6;+оо); б) (0,5; 1) U (5; +оо). 70. a) [log2 0,8; 0) U 
U (0; 2) U (2; 4) U [5; + оо); б) [log2 0,1; -3) U (-3; -1) U (-1; 1) U [2; +оо). 
71. а) {0; 2} U [2,5;+оо); б) {-1; 1} U [1,5; +оо). 72. а) {-3; 0} U [1; 2);
б) {-2; 0} и [4; 6). 73. а) {-1} и (6; 7); б) {-6} и (3; 4). 74. а) [-2;-1,2) и {3}; 
б) {1} U (3,3; 4]. 75. а) [2; 4) U (8;+оо); б) [2; 9) U (81; +оо). 76. а){0;3}; 
б){-1;2}. 77. а) (6; 7); б) (-2;-1). 78. а) {-1} U (1; 2); б) {-2} U (2; 2,5].
79. а) (|;2)и{3}; б) (|;з)и{4}. 80. а) {3}и(4;5); б) {2}и(5;8). 

81. a) ] и{0;2}; б) {-1; 0}и ^4; 3 ' 82. а) {-3; 0} и [2; 4);

6){0}U[l;3). 83. а) (15; 16); б) (25; 26). 84. а) (2; 11); б) (3;5). 
85. а) (0,9;2]; б) (0,7;2]. 86. а) {10}; б) {12}. 87. а) {-2}; б) {3}. 
88. а) {-4} и [3,5; 4]; б) {-3} и [2,5; 3].

Диагностическая работа 14
Вариант 1

1.(0;20]. 2.(0,2;25]. 3. 1) U [16;+оо). 4. (0; 2) U (10; 12). 5.(1;2)и

U (2; 2,5] U (3;+оо). 6. Q; 2^ U (12; +оо). 7. |] U [|; +оо). 8.(-6;-5)и

и(-5;-3]. 9.(1; 2). 10. (-1; log3 2] U {3}. 11. [10; 24]. 12. {2}.
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Вариант 2

1.(0; 6]. 2. (0,1; 10]. 3. | |; 1) U [512; +оо). 4. (0; 1) U (6; 7). 5. (0; 1) U 

U (1; 1,5] U (2;+«>). 6. 1) U (14; +оо). 7. (-0,8; 0,6] U [1; +оо). 8. (6; 7) U
и (7; 9]. 9. (2; 3). 10. (2; log2 5] и {4}. 11. [20; 25]. 12. {1}.
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