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Предисловие

Московский центр непрерывного математического образования 
издал пособие [2]. В нём содержится напоминание некоторых тео­
ретических фактов и большой набор задач, к которым приведены 
ответы. Оказалось, что этого недостаточно для успешной подготовки 
к экзамену: нужны ещё и решения подготовительных и тренировоч­
ных задач, поскольку задача 16 — это задача повышенной сложности 
по планиметрии.

Книга, которую вы держите в руках, как раз и содержит эти реше­
ния (для задач на доказательство и вычисление приводятся решения 
только первых вариантов). К ней нельзя относиться лишь как к оче­
редному «решебнику». Геометрические задачи на экзамене решают 
плохо не только потому, что выпускники не знают каких-то фактов, 
но ещё и потому, что они не могут написать текст решения задачи. 
Поднять математическую культуру учащихся и призвана эта книга.

У геометрической задачи может быть несколько различных спосо­
бов решения. В пособии для каждой задачи приведено одно из реше­
ний. При работе с книгой советуем попробовать решить задачу са­
мостоятельно; если не получается, то посмотреть авторское решение; 
после того как решение понято, нужно записать решение на бумаге, 
а потом ещё и попробовать решить задачу другим способом.

На экзамене по математике нет жёстких требований к оформле­
нию решения геометрической задачи, но при этом правильная запись 
решения позволит избежать многих логических и даже вычислитель­
ных ошибок.

Книга будет полезна учащимся старших классов при подготовке 
к Единому государственному экзамену, учащимся средней школы при 
изучении курса геометрии, а также всем любителям геометрии.

И. В. Ященко
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§ 1. Медиана прямоугольного треугольника

Подготовительные задачи

1.1. Гипотенуза прямоугольного треугольника 
//у\ \ равна 4. Найдите радиус описанной окружности. 
/ \ \ Ответ: 2.

£—I---- *-----—*1 Решение. Центр окружности, описанной около
\ / прямоугольного треугольника, совпадает с сере-
\ / диной гипотенузы. Следовательно, радиус окруж-

ности равен половине гипотенузы, т. е. 2.
1.2. Медиана, проведённая к гипотенузе прямоугольного треуголь­

ника, равна т и делит прямой угол в отношении 1: 2. Найдите сторо­
ны треугольника.

Ответ: 2т, т, mV3.
Решение. Пусть СМ — медиана прямоугольного треугольника АВС, 

в котором ZC = 90°. Тогда СМ = АМ = ВМ = т, АВ = 2т.
Пусть АВСМ > /АСМ, тогда

.СВ СМ = ^ААСВ = 60°, /АСМ = 30°,
т 3

поэтому /В = 60° и треугольник ВСМ равносто- 
><  ронний. Следовательно,

с А ВС = СМ = т, АС = ВС tg 60° = mV3.

1.3. Медиана прямоугольного треугольника, проведённая к гипо­
тенузе, разбивает его на два треугольника с периметрами 8 и 9. Най­
дите стороны треугольника.

Ответ: 3; 4; 5.
Решение. Обозначим через а и Ъ (а<Ь) катеты треугольника. По­

скольку медиана прямоугольного треугольника, проведённая из вер­
шины прямого угла, равна половине гипоте- 

< нузы, а две стороны треугольника с перимет-
5 ром 8 соответственно равны двум сторонам

3 треугольника с периметром 9, разность пери-
// метров равна разности третьих сторон. Значит,

х. b - а =9 - 8 =- 1. Гипотенуза данного прямо- 
4 угольного треугольника равна удвоенной меди­

ане, т. е. сумме двух сторон треугольника с пе­
риметром 8, поэтому гипотенуза равна 8 - а.



Подготовительные задачи 5

По теореме Пифагора

а2 + Ь2 = (8 -а)2.

Из системы
b — а = 1, 

а2 + Ъ2 = (8 —а)2

находим, что а = 3, b = 4.
1.4. В треугольнике АВС к стороне АС проведены высота ВК и ме­

диана МВ, причём AM = ВМ. Найдите косинус угла КВМ, если АВ = 1, 
ВС = 2.„ 4Ответ:

Решение. Поскольку ВМ = АМ = МС, то треугольник АВС прямо­
угольный. Поэтому

АС = К АВ2 + ВС2 = /5, АС ■ ВК = АВ ■ ВС,

вк = ^вс=2 ВМ'АС = ^,

Cosz™=f- = |.

1.5. Окружность, построенная на катете прямоугольного треуголь­
ника как на диаметре, делит гипотенузу в отношении 1:3. Найдите
острые углы треугольника.

Ответ: 30°, 60°.
Решение. Пусть окружность, построен­

ная как на диаметре на катете ВС прямо­
угольного треугольника АВС, пересекает 
гипотенузу АВ в точке D, отличной от В, 
причём AD = a, BD = За. Проведём меди­
ану СМ. Тогда AM = СМ = 2а, а так как 
точка D лежит на окружности с диамет­
ром ВС, то /СОВ = 90°.

В прямоугольном треугольнике CDM 
гипотенуза СМ, равная 2а, вдвое больше 
катета DM:

DM = AM — AD = 2a — a = a.

Поэтому /DCM = 30°, a /АМС = 60°. Угол при вершине M равно­
бедренного треугольника АМС равен 60°. Следовательно, треуголь­
ник АМС равносторонний. Поэтому

/ВАС = 60°, /АВС = 90° - /ВАС = 30°.
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1.6. Точка D — середина гипотенузы АВ прямоугольного треуголь­
ника АВС. Окружность, вписанная в треугольник ACD, касается от­
резка CD в его середине. Найдите острые углы треугольника АВС.

Ответ: 30°, 60°.
Решение. Пусть указанная окружность касается отрезка CD в его 

середине М, а отрезков AD и АС — в точках N иК соответственно. По­
скольку медиана прямоугольного треугольника, проведённая из вер­
шины прямого угла, равна половине гипотенузы, то AD = CD. По свой­

ству касательных, проведённых к окружно- 
с сти из одной точки,

АК = AN, СК = СМ,
1 1X • k DN = DM = ±CD = ~AD,

AND В поэтому AN = ^AD. Значит,

AC = АК + CK = AN + CM = у AD + |cD = CD = AD. 

Поэтому треугольник ACD равносторонний. Следовательно,
ABAC = ADAC = 60°, A ABC = 90° - ABAC = 30°.

1.7. В прямоугольном треугольнике ABC из вершины прямого уг­
ла С проведены биссектриса CL и медиана СМ. Найдите площадь тре­
угольника АВС, если LM = а, СМ = Ъ.

„ Ь2(Ъ2-а2)Ответ: —=—т-—.а2 + Ь2
Решение. Заметим, что AM = МВ = Ъ. Обозначим ВС = х, АС = у. 

Пусть х<у. Тогда по свойству биссектрисы треугольника
х _ BL _ Ь — а 
у AL Ь + а'

С другой стороны, по теореме Пифагора
ВС2 + АС2 = АВ2, или х2 + у2 = 4Ь2.

Решив систему уравнений

""''"■'■L ( — — ~ а/ \ \ 1 у ~ ъ+а’
В b-aL аМ b Д I X2 + у2 = 4Ь2,

/ттЬСЬ + а) получим, что х = V2—- = :, у = У2— Следовательно,
Va2+b2 уа2+Ь2

„ _ 1 b2(b2 —а2)
йдавс-2лУ_ а2 + Ь2



Подготовительные задачи 7

1.8. Вне прямоугольного треугольника АВС на его катетах АС и ВС 
построены квадраты ACDE и BCFG. Продолжение медианы СМ тре­
угольника АВС пересекает прямую DF в точке N. Найдите отре­
зок CN, если катеты равны 1 и 4.

„ 4Ответ: -_
су/

Решение. Пусть АС = 4, ВС = 1. Обозначим ABAC = а. Прямоуголь­
ные треугольники АВС и DFC равны по двум катетам, поэтому

DF = АВ = VAC2+BC2 = VT7.

Медиана СМ прямоугольного треугольника АВС, проведённая к гипо­
тенузе АВ, равна половине гипотенузы, поэтому

ANCF = А АСМ = ABAC = а,
ACNF = 180° - ANCF - ACFN = 180° -а- (90° - а) = 90°,

т. е. CN — высота прямоугольного треугольника CDF, проведённая из 
вершины прямого угла С. Поскольку CD ■ CF = DF • CN (удвоенная пло­
щадь треугольника CDF),

1.9. Высота прямоугольного треугольника, проведённая из верши­
ны прямого угла, равна а и образует угол а с медианой, проведённой 
из той же вершины. Найдите катеты треугольника.

Ответ: ____ а____
sin (45° ±2)

ад/2(1 ±sina) 
cos а
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Решение. Пусть СН = а — высота прямоугольного треугольника 
АВС, проведённая из вершины С прямого угла, СМ — медиана этого 
треугольника, причём /МСН = а.

Предположим, что ВС > АС. Тогда точка М лежит между В и 11. 
Медиана прямоугольного треугольника, проведённая из вершины 
прямого угла, равна половине гипотенузы, поэтому ВМ — AM = СМ. 
Угол СМИ — внешний угол равнобедренного треугольника СМВ, 
значит,

Z.MBC = ^/СМН = (90° - а) = 45° - 

Следовательно,
Rr _ сн а

sinZHBC sin(45°-£)’

Аналогично находим, что
АС =_ сн =___1___

sinZHAC sln (45° + ^’

Тренировочные задачи

1.10. Медиана прямоугольного треугольника, проведённая к гипо­
тенузе, разбивает его на два треугольника с периметрами тип. Най­
дите стороны треугольника.

Ответ: V2mn — т, V2тп — п, п + т — V2mn.
Решение. Пусть а и b— катеты треугольника, х— медиана, прове­

дённая к гипотенузе. Тогда гипотенуза равна 2х.
Предположим, что а < Ъ. Тогда по условию задачи 2х + b = т 

и 2х + а =■ п. Отсюда следует, что Ь = а -I- 
+ т - п. Поскольку 2х = Уа2 + Ъ2, то

а/ ( Ъ = а+т — п,
/ х \ -«ч. ■

Z----- i—------- 1 I 2 л/а2 + Ь2 + а + Ъ = т -I- п.
А х м х в

Из этой системы находим, что
а = V2mn — т, 2х = п + т— V2mn.



Тренировочные задачи 9

1.11. В прямоугольном треугольнике АВС (ЕС = 90°) проведены вы­
сота CD и медиана СЕ. Площади треугольников АВС и CDE равны
соответственно 10 и 3. Найдите АВ.

Ответ: 5д/2.
Решение. Заметим, что

DE _ SACDE _
АВ Ваавс 19

Положим DE = Зх, АВ = 10х. Тогда

СЕ = АЕ = BE = 5х,

CD = VCE2 - DE2 = V25x2 - 9х2 = 4х, 

5дсое = ' DE ■ DC = I • Зх•4х = 6х2 = 3.

Поэтому

> АВ = 10х = 5V2.

1.12. В прямоугольном треугольнике АВС катеты АВ и АС равны 
4 и 3 соответственно. Точка D делит гипотенузу ВС пополам. Найдите 
расстояние между центрами окружностей, вписанных в треугольники 
ADC и ABD.

„ 5ЛЗОтвет: ■
Решение. Пусть Ог и О2 — центры окружностей, вписанных в тре­

угольники ADC и ABD соответственно, Р и Q — их точки касания со 
стороной ВС. Обозначим AADB = а.

Из равнобедренного треугольника ADB находим, что

siny = y, cos^ = |, DQ = ^(DB + AD + АВ) - АВ = 
zu J А О tLt Ал
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J COS f 6’ COs(90°-2J

oa2 = do2+do2 = )2 + )2 =

Аналогично находим, что DP = 1. Тогда

nzo __DQ__5 ™ _DP __DP_=5
sin 2 4 ’

25 • 13 
144 '

Следовательно, ОгО2 = 5/13
12 '

1.13. Катет прямоугольного треугольника равен 2, а противолежа­
щий ему угол равен 30+ Найдите расстояние между центрами окруж­
ностей, вписанных в треугольники, на которые данный треугольник
делится медианой, проведённой из вершины прямого угла.

_ „ /22-12-/3
Ответ: 2 у----- .

Решение. Пусть М — середина гипотену­
зы АВ прямоугольного треугольника АВС, 
АА = 30°, ВС = 2, О и 0-2 — центры окружно­
стей, вписанных в треугольники АМС и ВМС 
соответственно, ц и г2— радиусы этих ок­
ружностей. Тогда

АВ = 2ВС = 4, СМ = АМ = ВМ = 2,

АС = ВС АЗ = 2/3.

Треугольник ВСМ равносторонний, по­
этому точка Р касания его вписанной окруж­
ности со стороной ВС — середина ВС, МР — 
средняя линия треугольника АВС,

1 г- 2 2/—
мр = 4ас = /з, МО2 = ^МР = = /3.

Z э о

Треугольник АСМ равнобедренный, поэтому точка Q касания его 
вписанной окружности со стороной АС — середина AC, MQ — сред­
няя линия треугольника АВС,

MQ = -ВС = 1, _ п r S&amc _ AQ-MQ _ у'З • 1 _ о лт _ о
1 г AM I AQ AM+AQ 2 + /3 V ’

MO-L = MQ — O1Q = 1-2/3+3 =4-2/3.

Центр окружности, вписанной в угол, лежит на биссектрисе этого 
угла, поэтому МСу и МО2 — биссектрисы смежных углов АМС и ВМС, 
следовательно, АОгМО2=90°, значит, ОгО2 — гипотенуза прямоуголь-
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ного треугольника ОМО,. По теореме Пифагора находим, что

0^2 = J МСР^МОе =
А1^2+(4“2л/з)2=2У^^

1.14. В четырёхугольнике ABCD диагонали АС и BD перпендику­
лярны и пересекаются в точке Р. Отрезок, соединяющий вершину С 
с серединой М отрезка AD, равен А, АР = 1. Расстояние от точки Р до 

отрезка ВС равно Найдите AD, если известно, что вокруг четырёх­
угольника ABCD можно описать окружность.

„ 3-/6-2Ответ: —-—.
Решение. Пусть прямая МР пересекает отрезок ВС в точке К. Обо­

значим /ADB = РАС В = а. Поскольку РМ — медиана прямоугольного
треугольника APD, проведённая из вер­
шины прямого угла, то

РМ = МА = MD,
ZBPK = /DPM = /ADB = а, 

а так как /СВР = 90° - а, то

ZBKP = 180° - а - (90° - а) = 90°,

т. е. РК АВС. Значит, РК =
Из прямоугольных треугольников 

APD и СКР находим, что
1 1 АР 1 1MP = --AD = 4--Д- = , СК = KPctga = 4 ctga,2 2 sina 2sma ь 2 ь ’

поэтому
1МК = МР+КР = 2 sm а 2

Применяя теорему Пифагора к прямоугольному треугольнику МКС, 
получим уравнение

С 1 , 1'12 , П , А2 25- Ь o' I + I q — Т7,k2sma 27 <2 ° ) 16

1 Зд/6 —2 „из которого находим, что = —.—. Следовательно,

AD = AL = _J_ = 3V6-2 
sin a sin а 4
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1.15. Средняя линия трапеции равна 5, а отрезок, соединяющий 
середины оснований, равен 3. Углы при большем основании трапе­
ции равны 30° и 60°. Найдите основания и меньшую боковую сторону 
трапеции.

Ответ: 8; 2; 3.
Решение. Через середину М меньшего основания ВС трапеции 

ABCD проведём прямую, параллельную боковой стороне АВ, до 
пересечения с основанием AD в точке Р и прямую, параллельную 
боковой стороне CD, до пересечения с прямой AD в точке Q.

Если К — середина AD, то
РК = АК-АР = АК-ВМ = DK - МС = DK-QD = KQ, 

поэтому МК — медиана треугольника PMQ, а так как
ZPMQ = 180° - 60° - 30° = 90°,

то РК = KQ = МК = 3. Значит,
AD-ВС = PQ = 6, AD + ВС = 10,

откуда находим, что AD = 8 и ВС = 2.
Пусть РМ — катет прямоугольного треугольника PMQ, лежащий 

против угла в 30°. Тогда АВ — меньшая боковая сторона трапеции 
АВ CD и

АВ = PM = |PQ = 3.

1.16. Средняя линия трапеции равна 4, углы при одном из осно­
ваний равны 40° и 50°. Найдите основания трапеции, если отрезок, 
соединяющий середины оснований, равен 1.

Ответ: 5 и 3.
Решение. Пусть углы А и D при основании трапеции ABCD равны 

50° и 40° соответственно, М и К — середины оснований ВС и AD.
ВМС

А Р К a D
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Через точку М проведём прямую, параллельную АВ, до пересечения 
с AD в точке Р и прямую, параллельную CD, до пересечения с AD 
в точке Q. Тогда

РК = АК - АР = АК - ВМ = KD-СМ = KD -QD = KQ.

Поскольку
ZPMQ = 180° - 40° - 50° = 90°,

то МК — медиана прямоугольного треугольника PMQ, проведённая 
из вершины прямого угла PMQ. Следовательно, PQ = 2МК = 2.

Поскольку

PQ = AD-AP-QD = AD-BM-МС = AD- ВС,

то AD -ВС = 2. Кроме того, по условию задачи AD + ВС = 8. Из полу­
ченной системы уравнений находим, что AD = 5 и ВС = 3.

1.17. Диагонали трапеции перпендикулярны. Одна из них равна 6. 
Отрезок, соединяющий середины оснований, равен 4,5. Найдите пло­
щадь трапеции.

Ответ: 9д/5.
Решение. Пусть М и К — середины 

оснований ВС и AD трапеции ABCD. 
Через вершину С меньшего основа­
ния ВС проведём прямую, параллель­
ную диагонали BD (BD = 6), до пере­
сечения с прямой AD в точке Р и пря­
мую, параллельную МК, до пересече­
ния с прямой AD в точке Q. Тогда

AQ = АК + KQ = АК + МС = -AD + | ВС = | (AD + DP) = 1-АР.

Поэтому CQ — медиана треугольника АСР, а так как ААСР = 90°, то 
AQ = QP = CQ = МК = 4,5. Поэтому АР = 9. Тогда

АС = VAP2 - СР2 = V81-36 = Зл/5.

Следовательно,

abcd = $ЛАСР = 2^' С? = 2 ' 3= 9а/5-

1.18. Прямая, параллельная гипотенузе АВ прямоугольного тре­
угольника АВС, пересекает катет АС в точке D, а катет ВС — в точке Е, 
причём DE = 2, a BE = 1. На гипотенузе взята такая точка F, что BE = 1. 
Известно также, что KFCB = a. Найдите площадь треугольника АВС.

Ответ: ^(1 + 2cos2а)2 tg2a.
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Решение. Пусть Н — середина DE. 
Тогда НРВЕ — параллелограмм (даже 
ромб), так как НЕ = BF и НЕ || BF. 
Поэтому HF = BE = 1.

Поскольку CH = yDE = 1, треуголь­
ник CHF равнобедренный. Поэтому

ZHCF = /НРС = /FCB = а, /НСВ = 2а.

Тогда

ZB = /DEC = /НСВ = 2а.

Следовательно,

СЕ = DE cos /DEC = 2 cos 2а, ВС = СЕ + ЕВ = 2 cos 2а +1, 
АС = BCtg/ABC = BCtg2a = (2cos2a+1) tg2a.

Таким образом,

ВДАВС = ^ВС-АС = | (2 cos 2a + l)2tg2a.

1.19. Гипотенуза АВ прямоугольного треугольника АВС является 
хордой окружности радиуса 10. Вершина С лежит на диаметре окруж­
ности, который параллелен гипотенузе. Угол САВ равен 75°. Найдите 
площадь треугольника АВС.

Ответ: 40.
Решение. Из центра О данной окружности опустим перпендику­

ляр ОМ на гипотенузу АВ. Тогда М — середина АВ, МС = МА = МВ.
Поэтому

/МСВ = /АВС = 15°,
ZBCO = ZABC = 15°.

Следовательно, /МСО = 30°.
Пусть ОМ = х. Из прямоугольно­

го треугольника МСО находим, что 
МС = 2х. По теореме Пифагора в прямо­

угольном треугольнике МОВ имеем

ОВ2 = ОМ2 + МВ2, или 100 = х2 + 4х2.

Отсюда находим, что х2 = 20. Следовательно,

Вдавс ' хАВ ■ ОМ = 4.V • х = 2х = 40.
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1.20. Гипотенуза КМ прямоугольного треугольника КМР является 
хордой окружности радиуса V7. Вершина Р находится на диаметре, 
который параллелен гипотенузе. Расстояние от центра окружности до 
гипотенузы равно V3. Найдите острые углы треугольника КМР.

Ответ: 30°, 60°.
Решение. Пусть О—центр данной окружности, ОА — перпендику­

ляр к гипотенузе. Тогда А — середина гипотенузы. Из прямоугольного 
треугольника ОМА по теореме Пифагора находим, что

AM2 = ОМ2 -ОА2 = 7-3 = 4.

Значит, АР = АК = AM = 2.
Пусть РВ — высота треугольника 

КМР. Тогда РВ = ОА = V3. Поэтому

• /T7AD РВ v3 sinZKAP = — =
/\.г Л

Следовательно, АКАР = 60°, т. е. треугольник КАР равносторонний, 
поэтому /МКР = 60®.

1.21. В треугольнике АВС известно, что АВ = с, AC = b (b>c), AD — 
биссектриса. Через точку D проведена прямая, перпендикулярная AD 
и пересекающая АС в точке Е. Найдите АЕ.

_ 2ЬсОтвет: -г—.b + с
Решение. Пусть М — середина отрезка АЕ. 

Тогда DM — медиана прямоугольного тре­
угольника ADE, проведённая из вершины пря­
мого угла. Если DM = х, то AM = ME = DM = х, 
/ADM = /DAM = /BAD. Значит, DM || AB 
и треугольник MDC подобен треугольнику
. MD CM x Ъ—хABC, поэтому -r= = -т-т, или - = —;—, откуда находим, что х = т—./\.d АС С О О ~г С

2,ЪсСледовательно, АЕ = 2х = .

1.22. Точка Е лежит на стороне АС правильного треугольника АВС' 
точка К — середина отрезка АЕ. Прямая, проходящая через точку Е 
перпендикулярно прямой АВ, и прямая, проходящая через точку С 
перпендикулярно прямой ВС, пересекаются в точке D. Найдите углы 
треугольника BKD.

Ответ: 90°, 30°, 60s»
Решение. Пусть Р— основание перпендикуляра, опущенного из 

точки Е на АВ. Тогда FK — медиана прямоугольного треугольни­
ка AFE. Поэтому /АКР = 60° и FK || ВС.
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Опишем окружность около равнобедрен­
ной трапеции BFKC. Точка D принадлежит 
этой окружности, так как /BFD + ZBCD = 
= 180°; BD—диаметр этой окружности, так 
как ZBCD = 90°, Следовательно,

ZBKD = 90°, ZBDK = ZBCK = 60°, 
ZKBD = 30°.

1.23. В трапеции ABCD точка К — середина основания АВ, М— 
середина основания CD. Найдите площадь трапеции, если известно, 
что DK — биссектриса угла D, ВМ — биссектриса угла В, наибольший 
из углов при основании АВ равен 60°, а периметр трапеции равен 30.

Ответ: 15л/3.
Решение. Пусть К — середина боль-

JL-—#----- ------- н----- ♦ шего основания АВ трапеции ABCD.
\ / Предположим, что ZDAB = 60° (см. ри-

/ \ \ / сунок слева). Поскольку
/\°° , 60Г\___ ZADK = ZKDC = ZAKD,

А К В
то треугольник ADK равносторонний, 

DK = AK = KB. Поэтому ZADB = 90°, aZDBA = 30°. Но

ZDBA < ZMBA = ^ZABC,

поэтому ZABC > 60°, что невозможно. Следовательно, ZABC = 60° 
(см. рисунок ниже).

Обозначим ВС = МС = MD = х, AD = АК = КВ = у. Тогда х + у = 10. 
Проведём через вершину С прямую, параллельную AD, до пересече­
ния с основанием АВ в точке Р. В треугольнике ВСР известно, что

ВС = х, CP = AD=y, ВР = АВ — АР = АВ— DC = 2{у— х), ZCBP = 60°.

По теореме косинусов

у2 = х2 + 4(у-х)2-2х(у-х).
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Из полученной системы
f х + у = 10,
| у2 = х2 + 4(у - х)2 - 2х(у - х)

Зд/З находим, что х = 3, у = 7. Тогда высота трапеции равна х sin 60° = ——. 
Следовательно, _

5л/;(;„ = (х + у).^=15УЗ.

1.24. В треугольнике АВС известны углы: ZA = 45°, АВ = 15°. 
На продолжении стороны АС за точку С взята точка М, причём 
СМ = 2 АС. Найдите угол AM В.

Ответ: 75°.
Решение. Пусть Р — середина отрезка СМ. Тогда АС = СР = РМ. От­

метим на стороне СВ точку К так, чтобы СК = СА. По теореме о внеш­
нем угле треугольника
А.РСК = АСАВ + ААВС = 45° + 15° = 60°.
Поэтому треугольник СРК равносторон­
ний. Значит, РС = РК = РМ. Следователь­
но, треугольник СКМ прямоугольный 
и ААМК = 90° - 60° = 30°. Поскольку 
АСАК = АСКА = 30°, треугольник АКМ 
равнобедренный, а так как АКАВ = 
= АКВА = 15°, то треугольник АКВ также 
равнобедренный. Следовательно, МК = АК = КВ и треугольник МКВ 
равнобедренный.

Поскольку АМКВ = А МКС = 90°, то АКМВ = 45% Следовательно,
А AM В = ААМК - АКМВ = 30° + 45° = 75й,

1.25. В треугольнике АВС известно, что АВ = АС и угол ВАС тупой. 
Пусть BD — биссектриса треугольника АВС, М — основание перпен­
дикуляра, опущенного из точки А на сторону ВС, Е — основание пер­
пендикуляра, опущенного из точки D на сторону ВС. Через точку D 
проведён также перпендикуляр к BD до пересечения со стороной ВС 
в точке F. Известно, что ME = FC а. Найдите площадь треугольни­
ка АВС.

„ 25а2 /7Ответ: ——■
Решение. Обозначим EF = x, ААСВ = ААВС = 2а. Пусть К — сере­

дина отрезка BF. Тогда DK — медиана прямоугольного треугольни­
ка BDF. Значит,

ВК = KD = KF, ADKC = 2ADBK = 2а = ААСВ.
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Поэтому треугольник CDK равнобедренный. Его высота DE является 
медианой, значит,

KM + ME = EF + FC, или КМ + а = х + а.

Следовательно, КМ = х. Тогда

BK = KF = 1х + а, ВМ --ВК + КМ = (2х • а) -1-х = Зх + а, 
МС = ME + EF + FC = а + х + а = 1а + х,

а так как ВМ=МС, то Зх+а=1а+х. Отсюда находим, что х='^. Тогда 

CD = DK = ВК = 2х + а = а + а = 1а.

Из прямоугольного треугольника CED находим, что
За

„ СЕ х + а 2 3cos2a = — = —:— = — = - CD 2а 2а 4
Тогда

, / 1 7 Дб 7 v'7tg2а = \ —77---- 1 = \ -3- - 1 =° V cos2 2а V 9 3

AM = MCtg2a = (2а +х) tg2a = — .

Следовательно,

S - МС ЛМ - 5<; 5а25а2 
ьллвс —лм — 2 6 ~ 12

1.26. Острый угол при вершине А ромба ABCD равен 40°. Через 
вершину А и середину М стороны CD проведена прямая, на которую 
опущен перпендикуляр ВН из вершины В. Найдите угол AHD.

Ответ: 110°.
Решение. Продолжим сторону ВС до пересечения с прямой AM 

в точке К. Тогда СК = AD = ВС, т. е. НС — медиана прямоугольного 
треугольника ВНК, проведённая из вершины прямого угла. Поэтому
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НС ВС = CD. Обозначим через а и /3 углы при основаниях ВН и DH 
равнобедренных треугольников ВСН и CDH соответственно. Тогда

ABHD = а +13 = 90° - ~/ВСН + 90° - jzDCH =

= 180°-|(ZBCH + ZDCH) = 180°-|zBCD = 180о-20°= 160°.

Следовательно,

ZAHD = 360° - ZAHB - ZBHD = 360° - 90° - 160° = 110°.

Задачи на доказательство и вычисление

1.27.1. В трапеции ABCD с основаниями AD и ВС известно, что
AB = BC = CD= 5AD.

а) Докажите, что АС 1 CD.
б) Найдите углы трапеции.
Ответ: 60°, 60°, 120°, 120°.
Решение, а) Пусть М— середина AD. 

Тогда AM = - AD = ВС и AM || ВС, поэто­
му четырёхугольник АВСМ — параллело­
грамм. Значит, СМ = АВ = |aD. Медиа­
на СМ треугольника ACD равна половине 
стороны AD. Следовательно, /ACD 90°.

б) Поскольку CD = АВ = СМ — A-AD = DM, 
треугольник CMD равносторонний. Следо­
вательно,

/ADC /М1)С 60°, /BAD /ADC - 60°, 
ZBCD = ZABC = 180° - ABAD = 120°,
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1.28.1. Точка М— середина гипотенузы АВ прямоугольного тре­
угольника АВС с углом 30° при вершине А. Окружность, вписанная 
в треугольник ВМС, касается его сторон ВС и ВМ в точках Р и Q.

а) Докажите, что PQ || СМ.
б) Найдите PQ, если АВ = 8.

Ответ: 2.
Решение, а) Медиана СМ прямоугольно­

го треугольника АВС, проведённая из вер­
шины С прямого угла, равна половине ги­
потенузы, поэтому СМ = ВМ = ~АВ = ВС. 
Значит, треугольник ВМС равносторон­
ний. Поэтому точки Р и Q — середины 
ВС и ВМ, a PQ — средняя линия треуголь­
ника ВМС. Следовательно, PQ || СМ.

б) Средняя линия треугольника ВМС 
равна половине стороны СМ, поэтому

PQ = |см = | = 2.

1.29.1. На катетах АС и ВС прямоугольного треугольника АВС вне 
треугольника построены квадраты ACDE и BFKC. Точка М — середи­
на гипотенузы АВ, Н — точка пересечения прямых СМ и DK.

а) Докажите, что СМ 1DK.
б) Найдите МН, если катеты 
Ответ: 49.
Решение, а) Прямоугольные

треугольника АВС равны 30 и 40.

треугольники DCK и АСВ равны по 
двум катетам. Обозначим ACDK = 
= АСАВ = а. Отрезок СМ — медиана 
прямоугольного треугольника АВС, 
проведённая из вершины прямого 
угла, поэтому AM = -нВ = СМ. Зна­
чит,

ААСМ = АСАМ = а,
ADCH = АВСМ = 90° - а.

Следовательно,

ACHD = 180° - ACDH - ADCH =180°-а- (90° - а) = 90°.

б) Пусть АС = 30, ВС = 40. По теореме Пифагора находим, что 
АВ = 50. Тогда СМ = ~АВ = 25. Отрезок СН — высота прямоугольно­
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го треугольника DKC, равного тре­
угольнику АВС, проведённая из вер­
шины прямого угла, поэтому

.... , CD СК АС ВС 30-40
~ ВК ~ АВ ~ 50 “

Следовательно,

МН = СМ + СИ = 25 + 24 = 49.

1.30.1. Из вершины С тупого угла треугольника АВС проведена вы­
сота СН. Точку И соединили с серединами М и N сторон АС и ВС.

а) Докажите, что в четырёхугольник CMHN можно вписать окруж­
ность.

б) Найдите её радиус, если сумма сторон АС и ВС равна 20, а пло­
щадь треугольника АВС равна 24.

Ответ: 1,2.
Решение, а) Медиана НМ прямоуголь­

ного треугольника АСН равна половине 
его гипотенузы АС, т. е. НМ = ^АС. Ана­

логично HN = ^ВС. Поэтому

НМ + HN = рАС + |ВС = СМ + CN.

Суммы противоположных сторон четы­
рёхугольника CMHN равны, следова­
тельно, в этот четырёхугольник можно 
вписать окружность.

б) Пусть S — площадь четырёхуголь­
ника CMHN, р — его полупериметр, г — 
радиус вписанной окружности. Тогда

■5 — -Здсмн + ^дсмн — 2^дасн+ 2^д/;<77 — — 12,

р = НМ +HN = рАС+ - ВС = тНАСрВС) = 10.

Следовательно,

1.31.1. Точка Е расположена вне квадрата ABCD с центром О, 
причём треугольник ВЕС прямоугольный (ZE = 90°) и неравнобед­
ренный. Точка М — середина стороны ВС.

а) Докажите, что треугольник ОМЕ равнобедренный.
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б) Прямая ЕО пересекает сторону AD квадрата в точке К. Найдите
отношение АК :KD, если известно, что ЛСВЕ = 30°.

Ответ: а/3 :3.
Решение, а) Отрезок ЕМ — медиана прямо­

угольного треугольника ВЕС, проведённая из 
вершины прямого угла, поэтому ЕМ = ^ВС = 

1 2
= ^АВ. Отрезок ОМ — средняя линия треуголь- 

2 1ника АВС, поэтому МО = -АВ. Значит, ЕМ = 
= МО. Следовательно, треугольник ОМЕ равно­
бедренный.

б) Из точек Е и О отрезок ВС виден под пря­
мым углом, значит, эти точки лежат на окруж­
ности с диаметром ВС. Вписанные в эту окруж­
ность углы ВЕО и СЕО опираются на равные 
хорды ОВ и ОС, поэтому ЕО — биссектриса уг­
ла ВЕС.

Пусть L—точка пересечения отрезков 
ЕО и ВС. Тогда EL — биссектриса треугольни­
ка ВЕС. По свойству биссектрисы треугольника

LB = BE = 1%ЛСВЕ = ^30 = уу

Треугольник AOK равен треугольнику COL
по стороне и прилежащим к ней углам, поэтому

АК = CL. Аналогично KD = LB. Следовательно,
АК CL 1 а/З
KD ~ LB “ уз ” 3 '

1.32.1. Две стороны треугольника равны 1 и 5, площадь треуголь­
ника равна 2. Медиана, проведённая к его третьей стороне, меньше 
её половины.

а) Докажите, что треугольник тупоугольный.
б) Найдите радиус окружности, описанной около этого треуголь­

ника.
Ответ: —=.

V2
Решение, а) Пусть АВ = с, АС = Ъ, ВС = а, /.В = . АС = у, КА = а, 

AM — медиана треугольника АВС. В треугольнике АМВ против боль­
А

В а/2 М а/2 С
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шей стороны ВМ лежит больший угол, поэтому ./ВАМ > ААВМ = /3. 
Аналогично АСАМ > у. Поэтому

а = /ВАМ + АСАМ > [3+у = 180° - а.

Следовательно, а >90°.
б) Пусть S — площадь треугольника, с = 1, Ъ = 5. Тогда

S = 9 be sin а = - • 5 • 1 ■ sin а,

2S 4откуда sin а = — = $, а так как а > 90°, то

cosa = — д/1 — sin2 а = - |.

По теореме косинусов

а2 = b2+c2 — 2bccosa = 25 + 1+2-5-1-1 = 32,

поэтому а = 4/2. Если R — радиус описанной окружности данного 
треугольника, то

1.33.1. Высоты ААг и BBj остроугольного треугольника АВС пе­
ресекаются в точке Н. Точки М и N — середины отрезков АВ и СН 
соответственно.

а) Докажите, что треугольники А МВ, и Л А'В: равнобедренные.
б) Найдите площадь четырёхугольника A1MB1N, если А-1В1 = 6 и 

MN = 4.
Ответ: 12.
Решение, а) Медианы A^N и BN прямоугольных треугольников 

А^СН и В1СН, проведённые из вершин прямых углов, равны поло-
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вине общей гипотенузы СН. Поэтому A3N = -СН = B3N. Аналогично 
А1М = В1М.

б) Каждая из точек М и N равноудалена от концов отрезка AiBi- 
Значит, MN— серединный перпендикуляр к отрезку AjB-j. Диагона­
ли А1В1 и MN четырёхугольника A1MB-lN перпендикулярны, поэто­
му его площадь равна половине произведения диагоналей. Следова­
тельно,

■SajMBjN = 2 ’ 6 ’ 4 = 12.

1.34.1. Дан треугольник АВС. Точки Мъ М2, М3 — середины сторон 
АВ, ВС и АС, а точки Н1г Н2, Н3 — основания высот, лежащие на тех 
же сторонах.

а) Докажите, что из отрезков Н3М2, Н2М3 и Н3М3 можно постро­
ить треугольник.

б) Найдите его периметр, если периметр треугольника АВС ра­
вен а.„ аОтвет:

Решение, а) Указанные отрезки равны половинам сторон треуголь­
ника АВС (например, медиана Н1М2 прямоугольного треугольника 
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BH-jC равна половине гипотенузы ВС). Поэтому из них можно постро­
ить треугольник, стороны которого вдвое меньше соответствующих 
сторон треугольника АВС, т. е. треугольник, равный треугольнику
М -М ̂ М>.

б) Стороны треугольника равны половинам соответству­
ющих сторон треугольника АВС, следовательно, его периметр равен 
половине периметра треугольника АВС, т. е. %

1,35.1. Высота АН и медиана AM треугольника АВС делят угол ВАС 
треугольника АВС на три равные части, причём точка Н лежит между 
В и М. Из точки М опущен перпендикуляр МК на сторону АС.

а) Докажите, что МК = ВН.
б) Найдите углы треугольника АВС.
Ответ: 30°, 60°, 90э.
Решение, а) Прямоугольные треуголь­

ники АКМ и АНМ равны по гипотенузе 
и острому углу, поэтому МК = МН. Высо­
та АН треугольника ВАМ является его бис­
сектрисой, поэтому треугольник ВАМ рав­
нобедренный. Значит, АН — его медиана, 
т. е. МН = ВН. Следовательно, МК = ВН.

б) Поскольку МК = ВН = ВМ = ^МС, 

в прямоугольном треугольнике МКС ка­
тет МК равен половине гипотенузы МС. 
Значит, АМСК= 30°. Тогда

С 2а м а н а В

АСАН = 90° - АМСК = 60°, АКАМ = jzCAH = 30°, 

КВАС = ЗАКАМ = 90°, ААВС = 90° - 30° = 60°.

1.36.1. Медианы AM и BN треугольника АВС перпендикулярны 
и пересекаются в точке Р.

а) Докажите, что СР = АВ.
б) Найдите площадь треугольника АВС, если 

АС = 3 иВС = 4.
Ответ: уТТ.
Решение, а) Медиана СК треугольника АВС про­

ходит через точку Р и делится ею в отношении 
СР : РК = 2:1, поэтому СР = 2РК. В то же время 
отрезок РК — медиана прямоугольного треугольни­
ка АРВ, проведённая из вершины прямого угла, зна­
чит, АВ = 2РК. Следовательно, СР = АВ.
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б) Обозначим РМ = х, PN = у. Тогда АР = 2х, ВР = 2у. По теореме 
Пифагора из прямоугольных треугольников ANP и BMP получаем

4х2 + у2 = |

X2 -I- 4у2 = 4.

,, ■; 1Из полученной системы находим, что х = —=,
/тт гг 1/3

у = —-=. Поэтому
2v 3

Saapn = ^AP-PN= |-2х-у = ху= 

а так как медианы разбивают треугольник на шесть равновеликих 
треугольников (см. [2], с. 65), то

$ЛАВС ~ ^^AAPN — 6 ’ £ — а/ТТ-
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Подготовительные задачи

2.1. Медиана AM треугольника АВС равна т и образует со сторо­
нами АВ и АС углы а и /3 соответственно. Найдите эти стороны.

2т sinр 2m sin аОтвет: — —. ■ . — тт-sin(a + p)’ sin(a + /3)
Решение. На продолжении медианы AM за точку М отложим 

отрезок МК, равный AM. Тогда четырёхугольник АВКС — паралле­
лограмм, поэтому КАКС = ZBAM = а. Рассмотрим треугольник АСК. 
По теореме синусов

С кСК _ АК ------------ _. п
sin/3 — sin(180°-a-/3)’ / /

откуда /

лв = ск = = вsm(a + /3) sin(a + p)
Аналогично

А/, _ АК sin а _ 2т sin а
sin(a + /3) — sin(a + /3)’

УЗ
2.2. В треугольнике АВС известно, что BD — медиана, BD=AB-—, 

а KDBC = 90°. Найдите угол ABD.
Ответ: 30°.
Решение. Пусть М—точка на продолжении медианы BD за точ­

ку D, причём BD = DM. Тогда АВСМ — параллелограмм,
Уз

МС = АВ, ВМ = 2.BD = АВ-~. В

Из прямоугольного треугольника МВС на- ><’4
ХОДИМ, ЧТО <1--

вм V3 АВ /Зcos ЛВМС = -т-. = ----гв = ~в~-МС 2 АВ 2 /у
Следовательно,

ЛВМС = 30°, AABD = ЛВМС = 30°.

2.3. Найдите площадь треугольника, если две его стороны равны 
27 и 29, а медиана, проведённая к третьей, равна 26.

Ответ: 270.
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/ D Решение. Пусть стороны АВ и ВС
/V м"/7* треугольника АВС равны соответ- 

-/ УЛм'' / ственно 27 и 29, а его медиана ВМ рав- 
//27 на 26. На продолжении медианы ВМ

\z за точку М отложим отрезок MD,
В 29 с равный ВМ. Из равенства треуголь­

ников АВМ и CDM следует равенство 
площадей треугольников АВС и BCD. В треугольнике BCD известно, 
что

ВС = 29, BD = 2ВМ = 52, DC = АВ = 27.
По формуле Герона

SABCD = ,/54(54-52) (54-29) (54-27) = V54-2-25-27 = 27-2-5 = 270. 
Следовательно,

■5давс — -5 abcd = 270.
2.4. Стороны треугольника равны 11, 13 и 12. Найдите медиану, 

проведённую к большей стороне.
„ 19Ответ: —.
Решение. Пусть AM —медиана треугольника АВС, в котором АВ = 

= 12, АС =11, ВС = 13. На продолжении меди- 
д---------- —* аны AM за точку М отложим отрезок МК, рав-
/ НЬ™ AM- Тогда АВКС — параллелограмм. По тео-

11 / реме о сумме квадратов диагоналей параллело-
/ \ / грамма

7“—~2-----д АК2 + ВС2 = 2АВ2 + 2АС2,
откуда

АК2 = 2АВ2 + 2АС2 — ВС2 = 288 + 242-169 = 361 = 192. 
1 19Следовательно, AM = .-АК = - ; .

2.5. В треугольнике две стороны равны 11 и 23, а медиана, прове­
дённая к третьей, равна 10. Найдите третью сторону.

Ответ: 30.
Решение. Первый способ. Пусть СМ — медиана треугольника АВС, 

в котором АС = 11, ВС = 23, СМ = 10. 
Тогда

А 23 D т
V--. /-'а СМ2 = 2(2АС2 + 2ВС2 - АВ2), или

100 = |(2-121+2-529-АВ2).

С 23 в Отсюда находим, что АВ2 = 900, АВ = 30.
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Второй способ. Пусть СМ — медиана треугольника АВС, в котором 
АС = 11, ВС = 23, СМ = 10. На продолжении медианы СМ за точку М 
отложим отрезок MD, равный СМ. Тогда ACBD — параллелограмм, 
CD = 20, DB = 11. По теореме косинусов найдём cos /CD В из треуголь­
ника CDB, а затем — отрезок ВМ из треугольника BDM.

2.6. В равнобедренном треугольнике с боковой стороной, рав­
ной 4, проведена медиана к боковой стороне. Найдите основание 
треугольника, если медиана равна 3.

Ответ: +Т0.
Решение. Обозначим через х основание ВС равнобедренного тре­

угольника АВС. На продолжении медианы ВМ за 
точку М отложим отрезок DM, равный ВМ. Тогда 
BADC— параллелограмм. Поэтому

AC2 + BD2 = 2(ЛВ2 +ВС2\ или

16 + 36 = 2-16 + 2х2.

Отсюда находим, что х2 = 10.
2.7. Основание равнобедренного треугольника равно 4/2, а меди­

ана, проведённая к боковой стороне, равна 5. Найдите боковые сто­
роны.

Ответ: 6.
Решение. Обозначим через х боковую сторону АВ равнобедренно­

го треугольника АВС (ВС = 4л/2). На продол­
жении медианы ВМ за точку М отложим от­
резок DM, равный ВМ. Тогда BADC — парал­
лелограмм. Поэтому

AC2 + BD2 = 2(АВ2 + ВС2'), или 

х2 + 102 = 2(4/2)2 + 2х2.

Отсюда находим, что х2 = 36.
2.8. В треугольнике АВС известны стороны АВ — 2 и АС = 4 и ме­

диана AM = V7. Найдите угол ВАС.
Ответ: 60°.
Решение. На продолжении медианы AM данного треугольника АВС 

со сторонами АВ = 2 и АС = 4 отложим отрезок MD, равный отрез­
ку AM. Тогда четырёхугольник ABDC — параллелограмм, поэтому 
CD = АВ = 2. Применяя теорему косинусов, из треугольника ACD 
находим, что

AC2+CD2-AD2 16 + 4-4-7 1
cosZACD - 2-AC-CD ~ 2-4-2 “ 2’
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поэтому KACD = 120°. Следовательно,
КВАС = 180° - KACD = 180° - 120° = 60°.

2.9. В треугольнике АВС отрезок AD — медиана, AD = т, АВ = а, 
АС = Ъ. Найдите угол ВАС.

~ 4т2 — а2 — Ь2Ответ: arccos1----- ------- .2аЬ
Решение. На продолжении медианы AD за точку D отложим от­

резок DK, равный AD. Диагонали ВС и АК четырёхугольника АСКВ 
делятся точкой пересечения D пополам, зна­
чит, АСКВ — параллелограмм. Поэтому СК = 
= АВ = а.

Применив теорему косинусов к треугольни­
ку АСК, находим, что

АС2 + СК2 -АК2 Ь2 + а2-4т2cosKACK = 2^(,K =----- .

Так как КВАС = 180° - К АСК, то
4т2 —а2 —Ъ2 cos КВАС = -cos КАСК = ---- —;------- .2аЪ

Следовательно, КВАС = arccos 4m ——.

Тренировочные задачи

2.10. Две стороны треугольника равны 10 и 12, а медиана, прове­
дённая к третьей, равна 5. Найдите площадь треугольника.

Ответ: 48.
Решение. Пусть AM — медиана треугольника АВС, причём AM = 5, 

АВ = 10, АС = 12. На продолжении медианы AM за точку М отложим 
отрезок MD, равный AM. Тогда ABDC — параллелограмм с диагона­
лями ВС и AD, а площадь треугольника АВС равна площади равно-
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бедренного треугольника ABD, в котором 
АВ = AD = 10, BD = 12. Высоту АН тре­
угольника ABD находим по теореме Пи­
фагора из прямоугольного треугольника 
АВН:

АН = VAB2-BH2 = 7100-36 = 8.

Следовательно,

■5давс — S^abd — 2 В® ' АН ~ 2 ’ ~ 4®'

2.11. Найдите площадь треугольника, медианы которого равны 3, 
4 и 5.

Ответ: 8.
Решение. Пусть Вг—середина стороны АС треугольника АВС, 

М— точка пересечения его медиан. На продолжении медианы ВВ 
за точку отложим отрезок BLK, рав­
ный МВ |. Тогда АМСК— параллелограмм, 
СК = АМ.

Стороны треугольника КМС со став ля- 
2 ют соответствующих медиан треугольни­

ка АВС. Поэтому треугольник КМС подо- 
2 

бен с коэффициентом - треугольнику, сто­
роны которого равны медианам треуголь-

4 
ника АВС. Тогда площадь треугольника КМС составляет площади

4 8
треугольника со сторонами 3, 4, 5, т. е. • 6= . Следовательно,

■5давс — 65Д/.|МС — о - 2^акмс - 8-

2.12. Найдите площадь треугольника, медианы которого равны 10, 
10 и 16.

Ответ: 64.
Решение. Пусть В — середина основания АС треугольника АВС, 

М — точка пересечения его медиан. На продолжении медианы ВВ^ за 
точку Вх отложим отрезок BLK, равный МВ]. Тогда АМСК — паралле­
лограмм, СК AM.

2
Стороны треугольника КМС составляют соответствующих ме­

диан треугольника АВС. Поэтому треугольник КМС подобен с коэф-
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, 2фициентом g треугольнику, стороны которого рав­
ны медианам треугольника АВС. Тогда площадь тре-

4 
угольника КМС составляет - площади равнобедрен­
ного треугольника со сторонами 10, 10, 16, т. е.

с 4 до 64
ь&кмс — 9 ’ т-° — з •

Следовательно,

1 64
бдлвс = 68ДВ1МС = 6• 2^акмс = ’ ’ ~ = 64

2.13. Найдите площадь треугольника, медианы которого равны 12, 
15 и 21.

Ответ: 48-/б.
Решение. Пусть площадь треугольника АВС равна S. Докажем, что 

площадь треугольника, стороны которого равны медианам треуголь- 
3 

ника АВС, равна ф8.
Пусть М — точка пересечения ме­

диан треугольника ABC, BL— середина 
стороны АС. Отложим на продолжении 
медианы ВВ1 за точку Вх отрезок ВгК, 
равный ВгМ. Поскольку АМСК — па­
раллелограмм, КС = AM. Поэтому сто- 

2 
роны треугольника МСК равны | сто­

рон треугольника, составленного из медиан треугольника АВС.
Следовательно, искомый треугольник подобен треугольнику МСК 

3 9с коэффициентом а его площадь равна - площади треугольни­
ка МСК, г. е.

9 1 3S1 = 2.2.|s = |s.
Площадь Sx треугольника со сторонами 12,15 и 21 найдём по фор­

муле Герона:
Sx = V24-12-9-3 = 36^6.

Следовательно,

44г- /—
SAABC = s = |Si = | ■ 36л/6 = 48^/6.
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2.14. Медиана AD и высота СЕ равнобедренного треугольника АВС 
(АВ = ВС) пересекаются в точке Р. Найдите площадь треугольни­
ка АВС, если СР = 5, РЕ = 2.

245Ответ: —т—.
О

Решение. На продолжении медианы AD за точку D отложим отре­
зок DK, равный AD. Тогда четырёхугольник АВКС — параллелограмм, 
так как его диагонали АК и ВС делятся точ­
кой пересечения D пополам. к В

Пусть АВ = ВС = 2х. Тогда СК = АВ = 2.x.
Треугольник АРЕ подобен треугольнику \ \
КРС (по двум углам), поэтому \ \

\ т\ г\Е
АЕ = СК • | • 2х = \ f ^Р\\

ВЕ = АВ-АЕ = 2х-^х=^х. С А

По теореме Пифагора ВС2 = BE2 + СЕ2, или 4х2 = ||х2 + 49, откуда 

35 „находим, что х = -z-. Следовательно,
О

1 35 245Saabc = ±AB-CE = x-7=^-7 = ^.

2.15. Медиана AM и биссектриса CD прямоугольного треуголь­
ника АВС (/.В = 90°) пересекаются в точке О. Найдите площадь 
треугольника АВС, если СО = 9, OD = 5.

„ 1323Ответ: .
Решение. На продолжении медианы AM за точку М отложим отре­

зок МК, равный AM. Тогда четырёхугольник АВКС параллелограмм,
так как его диагонали ВС и АК делятся точ­
кой пересечения М пополам. Положим АВ = 
= За. Треугольник AOD подобен треугольни­
ку КОС (по двум углам), значит,

OD , OD л о 5 „5 5AD = КС ■ — = АВ • —• = АВ • з = За^ = ̂ а,
V/Vj 171/ 7 7 О

5 4BD = AB — AD = 3а-|а = ja.

По свойству биссектрисы треугольника

ВС BD за 4
AC ~ AD |а ~ 5’ 
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а так как АВ — За, то АС = 5а и ВС = 4а. По теореме Пифагора

BC2 + BD2 = CD2, 16а2 + (|а)2 = 142, 

2 49 • 9 „откуда находим, что а = 4 10- Следовательно,

С _ 1 ОГ Л D 1 Л О _ Л 2 _ г 49 ■ 9 _ 1323
аавс 2^^ * АВ 2 ' ^’4-10 20 *

2.16. Внутри прямоугольного треугольника АВС с прямым углом 
при вершине С отмечена точка О, причём ОА = ОВ = Ъ. Известно так­
же, что CD — высота треугольника АВС, точка Е — середина отрез­
ка ОС, DE а. Найдите СЕ.

Ответ: хУ2Ь2 —4а2.
Решение. Докажем сначала следующее утверждение. Сумма квад­

ратов расстояний от произвольной точки плоскости до двух противо­
положных вершин прямоугольника равна сумме квадратов расстоя­

ний от этой точки до двух других вер­
шин прямоугольника.

Введём декартову прямоугольную 
систему координат. Поместим начало 
координат в вершину Р прямоугольни­
ка PQRS, а оси координат направим по 
лучам PQ и PS. Пусть PQ = т, PS = п. 
Тогда вершины прямоугольника будут 
иметь следующие координаты:
Р(0;0), Q(m;0), R(m; п), S(0;n).

Пусть Т(х;у)— произвольная точка плоскости. По формуле для 
квадрата расстояния между двумя точками

TP2 + TR2 = (x2+y2) + ((x-m)2 + (y-n)2), 

TQ2 + TS2 = ((x-m)2 + y2) + (x2 + (y-n)2).
Из полученных равенств следует, что

TP2 + TR2 = TQ2 + TS2.
Утверждение доказано.

Пусть М и N — проекции точек соответственно О и Е на гипотену­
зу АВ. Заметим, что М — середина АВ.

Поскольку EN || ОМ || CD и Е — середина ОС, то EN — средняя ли­
ния трапеции COMD, поэтому N — середина отрезка MD. Высота EN 
треугольника DEM является его медианой, поэтому треугольник DEM 
равнобедренный. Следовательно, ЕМ = ED = а.
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На продолжении отрезка СМ за точку М отложим отрезок MF, 
равный СМ. Тогда ACBF — прямоугольник, ЕМ — средняя линия тре­
угольника СОР, OF = 2 • ЕМ = 2а.

Таким образом, нам известны расстояния от точки О до трёх 
вершин прямоугольника ACBF. По доказанному утверждению ОС2 + 
+ OF2 = ОД2 + ОВ2, поэтому

ОС2 = ОА2 + OB2 - OF2 = b2 + b2- 4а2 = 2Ь2 - 4а2.

Следовательно, СЕ = - V2b2 - 4а2.

Задачи на доказательство и вычисление

2.17.1. Медиана AM треугольника АВС продолжена за точку М на 
расстояние MD = AM.

а) Докажите, что CD = AB.
б) Найдите площадь треугольника АВС, если АВ = 10, АС = 12, 

AM = 5.
Ответ: 48.
Решение, а) Диагонали AD и ВС четырёх­

угольника ABDC точкой пересечения делят­
ся пополам, значит, ABDC — параллелограмм. 
Противоположные стороны параллелограмма 
равны, поэтому CD = AB.

б) Поскольку AD = 10 = АВ, треугольник 
ABD равнобедренный. Его высота АН являет­
ся медианой, поэтому

АН = VAB2-BH2 = V100-36 = 8.

Следовательно,

■5ддвс = Saabd = 2^^ ' АН = 2’12•8 = 48.
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Dx С

Значит, CD : AD =1:4.

2.18.1. В треугольнике АВС высота BD равна 6, медиана СЕ рав­
на 5, расстояние от точки пересечения отрезков BD и СЕ до сторо­
ны АС равно 1.

а) Докажите, что CD : AD = 1:4.
б) Найдите площадь треугольника АЕС.

Ответ: 10.
Решение, а) На продолжении медианы СЕ 

за точку Е отложим отрезок ЕР = СЕ. Тогда 
АСВР — параллелограмм. Поэтому ВР = АС 
иВР||АС.

Пусть К — точка пересечения отрезков 
BD и СЕ. Из подобия треугольников РКВ 
и CKD следует, что

DC = ±ВР = 1-АС.

б) Из подобия треугольников РКВ и CKD также следует, что
СК = ^РК, поэтому

СК = |ср = 7-10 = |. 
6 6 3

Из прямоугольного треугольника KDC на­
ходим, что

DC = VKC2-KD2 = = |-

20 Поэтому АС = 5 DC = ~, а так как высота
треугольника АЕС, опущенная на основание АС, вдвое меньше высо­
ты BD треугольника АВС, опущенной на то же основание, то

SAAEC=|-|BD-AC=|-6-f = 10.

2.19.1. Дан треугольник АВС со сторонами АВ = 3, АС = /73 и ме­
дианой AM = 4.

а) Докажите, что медиана AM перпендикулярна стороне АВ.
б) Найдите высоту треугольника АВС, проведённую из верши­

ны А.
Ответ: 2,4.
Решение, а) На продолжении медианы AM за точку М отложим 

отрезок MD = AM = 4. Тогда ABDC — параллелограмм. Поэтому CD = 
= АВ = 3 и CD || АВ. Треугольник ACD прямоугольный с прямым углом
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при вершине D, так как АС2 = 73 = 64 + 9 = AD2 + CD2. Следовательно, 
/ВАМ = ZADC = 90°,

б) Пусть АН — высота треугольника АВС. Из прямоугольного тре­
угольника АМВ находим, что ВМ = 5. Следовательно,

АВ'АМ 3-4 12
’ ВМ 5 5 ’

2.20.1. На сторонах АС и ВС треугольника АВС вне треугольника 
построены квадраты ACDE и BFKC. Точка М — середина стороны АВ.

а) Докажите, что СМ = -DK.
б) Найдите расстояния от точки М до центров квадратов, если 

АС = 6, ВС = 10 и ZACB = 30s»
Ответ: 7.
Решение, а) Обозначим ZACB = а. Отложим на продолжении меди­

аны СМ за точку М отрезок ML = СМ. Тогда четырёхугольник ACBL — 
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параллелограмм, поэтому

CD = АС = BL, СК = ВС, /CBL = 180° - ААСВ = 180° - а, 
ЛОСК = 360° - 90° - 90° - а = 180° - а = /CBL,

значит, треугольники DCK и LBC равны по двум сторонам и углу меж­
ду ними. Поэтому CL = DK. Следовательно, CM =- -CL = ^DK.

б) Пусть Р и Q — центры квадратов ACDE и ВРКС соответственно, 
N — середина стороны ВС. В треугольнике MNQ известно, что

NM = -АС = 3, NQ = |сК = 5, AMNQ = 90° + 30° = 120°.

По теореме косинусов

MQ = ^NM2 + NQ2 - 2NM ■ NQ cos 120° = ^9 + 25 + 2 • 3 • 5 • | = 7.

Аналогично находим, что МР = 7.

2.21.1. В трапеции ABCD основания ВС и AD относятся как 1:2. 
Пусть К — середина диагонали АС. Прямая DK пересекает сторону АВ 
в точке L.

а) Докажите, что AL = 2BL.
б) Найдите площадь четырёхугольника BCKL, если известно, что 

площадь трапеции ABCD равна 9.
Ответ: 2.
а) Отложим на продолжении отрезка DK за точку К отрезок 

KE = DK. Тогда четырёхугольник ADCE — параллелограмм, поэтому
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BE || AD. Значит, точка В лежит на отрезке СЕ. 
Поскольку СЕ = AD = 2ВС, точка В — середина 
стороны СЕ треугольника АСЕ, a L — точка пе­
ресечения медиан этого треугольника. Следо­
вательно, AL = 2BL.

б) Заметим, что площадь треугольника ACD 
2составляет - площади трапеции, значит, 

■5 ДАСО = 6.
Поскольку третья медиана треугольника 

АСЕ проходит через точку L, а медианы тре­
угольника разбивают его на 6 равновеликих 
треугольников, то

$BCKL = SДВСЬ +SДКСЬ = 3 ЛАСЕ = 3 $ ЛАСО = 3 ’ 6 = 2.

2.22.1. Медианы ААЪ BB t и СС треугольника АВС пересекаются 
в точке М. Известно, что АС = ЗМВ.

а) Докажите, что треугольник АВС прямоугольный.
б) Найдите сумму квадратов медиан ААг и ССЪ если АС = 30.
Ответ: 1125.
Решение, а) Медианы треугольника делятся в

точкой их пересечения в отношении 2 :1, счи­
тая от вершины треугольника, поэтому

3 3 1 1BBj = |МВ = | • ±АС = ±АС.

Медиана ВВг треугольника АВС равна поло­
вине стороны АС, значит, треугольник АВС 
прямоугольный с прямым углом при вер­
шине В.

б) Обозначим ВС = а, АС = Ь, АВ = с. По 
формуле для медианы треугольника (см. [2], 
с. 16) находим, что

AA.Z = (2Ь2 + 2с2 — а2), СС2 = (2Ь2 + 2а2 — с2),

поэтому

АЛ2; + СС2 = - (2b2 -I- 2с‘ - а2 + 2Ь2 + 2а" — с2) =-

= |(а2 + с2 + 4Ь2) = |(b2 + 4b2) = |b2 = | - 900 = 1125.



40 § 2. Удвоение медианы

2.23.1. Медиана AM и высота СН равнобедренного треугольни­
ка АВС (АВ = ВС) пересекаются в точке К. Известно, что СК = 5, 
КН=1.

а) Докажите, что АН: ВН = 1:4.
б) Найдите площадь треугольника АВС.
Ответ: 30.
Решение, а) Отложим на продолжении медианы AM за точку М 

отрезок MD = AM. Тогда четырёхугольник ABDC — параллелограмм, 
поэтому CD || AD и CD = АВ. Треугольник АКН подобен треугольни­
ку DKC с коэффициентом поэтому АН = jCD = 4 АВ. Следователь- 

АН 1
но’ ВН ~ 4’

1 4б) Обозначим АВ = ВС = х. Тогда АН = -х, ВН = $х. По теореме 

Пифагора СН1 2 * 4 + ВН2 = ВС2, или 36 + :-.5х2 = х2. Отсюда находим, что 
х = 10. Следовательно,

5ддвс = тАВ • СН = | • 10 • 6 = 30.

2.24.1. В треугольнике АВС биссектриса BE и медиана AD перпен­
дикулярны.

а) Докажите, что СЕ = 2АЕ.
С б) Найдите стороны треугольника АВС, если BE =
К =AD = 8.
I \ Ответ: 2-/73, 4л/13, 6-/5.

2x1 \ Решение, а) Пусть Р — точка пересечения отрезков
Л BE и AD. Треугольник ABD равнобедренный, так как

--7 \ его биссектриса ВР является высотой. Значит, ВС = 
х = 2BD = 2АВ. По свойству биссектрисы треугольника
4 В = Ат; = 2. Следовательно, СЕ = 2АЕ.

Аг, Ап
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б) Отложим на продолжении медианы AD за 
точку D отрезок DK = AD. Тогда четырёхугольник 
АВКС — параллелограмм, поэтому ВК || АС и ВК = 
= АС = ЗАЕ.

Из подобия треугольников АРЕ и КРВ следует, что

РЕ АЕ 1
ВР ~ ВК ~ 3'

Поэтому РЕ = 2 и ВР = 6. Следовательно,

АВ = VAP2+BP2 = 716 + 36 = 2713, ВС = ЗАВ = 47'13, 

АЕ = VAP2 + EP2 = 716 + 4 = 275, АС = ЗАЕ = 675.

А 2СТЗ В



§ 3. Параллелограмм. Средняя линия треугольника

Подготовительные задачи

3.1. Расстояние между серединами взаимно перпендикулярных 
хорд АС и ВС некоторой окружности равно 10. 
Найдите диаметр окружности.

Ответ: 20.
Решение. Пусть М nN — середины данных 

хорд АС и ВС. Поскольку MN — средняя линия 
треугольника АВС, то АВ = 2MN = 20, а так как 
отрезок АВ виден из точки С под прямым углом, 
то АВ — диаметр окружности.

3.2. Диагональ параллелограмма делит его угол на части в 30° 
и 45°. Найдите отношение сторон параллелограмма.

Ответ: V2.
Решение. Пусть диагональ АС параллелограмма ABCD делит угол 

при вершине А на два угла: ABAC = 30° и ADAC = 45°. Тогда
ААСВ = ADAC = 45°.

Применяя теорему синусов к треугольнику АВС, 
найдём, что

АВ _ sin ААСВ _ sin 45° _ р-.
ВС ' sinZBAC “ sin30°

3.3. Вершины М и N квадрата KLMN лежат на гипотенузе АВ пря­
моугольного треугольника ABC (N между В и М), а вершины К и L — 
на катетах ВС и АС соответственно. Известно, что AM = а и BN = Ь. 
Найдите площадь квадрата.

Ответ: аЪ.
А Решение. Первый способ. Через точку L прове-
А дём прямую, параллельную ВС, до пересечения
\ а с гипотенузой АВ в точке Р. Из равенства прямо-

V угольных треугольников BNK и PML следует, что
PM = BN = b.'

Сторона LM указанного квадрата есть высота 
/ \п прямоугольного треугольника APL, проведённая 
\~ 'VV из вершины прямого утла. Поэтому

LM2 = РМ ■ AM = ab.
СК В Следовательно, площадь квадрата KLMN равна аЪ.
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Второй способ. Обозначим ABAC = а. Тогда 
ABKN = а. Из прямоугольных треугольников ALM 
и NKB находим, что

ML 
tg“" AM’

поэтому
ML BN BN
AM ~ KN ' ML’

tga= KN,

ML2 = AM -BN.

Следовательно,
SKLMN = ML2 = AM-BN = ab.

3.4. Сторона ВС параллелограмма ABCD вдвое больше сторо­
ны АВ. Биссектрисы углов А и В пересекают прямую CD в точках 
М и N, причём MN = 12. Найдите стороны параллелограмма.

Ответ: 4, 8, 4, 8.
Решение. Пусть биссектриса угла А пересекает сторону ВС в точ­

ке Р, а прямую CD — в точке М. Обозначим АВ = CD = а. Тогда ВС = 
= AD = За. Поскольку АВРА = ADAP = АВАР, треугольник АВР рав­
нобедренный. Поэтому

ВР = АВ = а, PC = ВС-ВР = 2а-а = а.

Треугольники РМС и РАВ равны по сто­
роне и прилежащим к ней углам, поэтому 
МС = АВ = а. Аналогично докажем, что 
DN = a. Следовательно,

MN = MC + CD +DN = а + а+а = За = 12, 

откуда находим, что а = 4.
3.5. Найдите расстояние от центра ромба до его стороны, если ост­

рый угол ромба равен 30°, а сторона равна 4.
Ответ: 1.
Решение. Пусть О — центр ромба ABCD, в котором ABAD = 30°. 

Опустим перпендикуляр ОМ из точки О на сторону АВ и продолжим 
его до пересечения со стороной CD в точке N. Тогда MN 1 CD.
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Пусть DK — перпендикуляр, опущенный из вершины D на сторо­
ну АВ. В прямоугольном треугольнике AKD сторона DK — катет, ле­
жащий против угла в 30°. Поэтому DK = AD = 2. Следовательно,

ОМ = ~MN = -DK = 1.

3.6. В четырёхугольнике ABCD известны углы: ADAB = 90°, ADBC = 
= 90°. Кроме того, DB = a, DC h. Найдите расстояние между центра­
ми двух окружностей, одна из которых проходит через точки D, А, В,
а другая — через точки В, С, D.

y/b2-a2
Ответ: ----- .

Решение. Центр окружности, проходящей 
через точки D, А и В, есть середина М от­
резка DB; центр окружности, проходящей 
через точки В, С и D, — середина N от­
резка DC; MN — средняя линия треугольни­
ка DBC. Следовательно,

1 y/DC2-DB2 y/b2-a2
MN = ±ВС = - -----,,------= — —

3.7. На сторонах АВ и CD прямоугольника ABCD взяты точки 
К и М так, что АКСМ — ромб. Диагональ АС образует со стороной АВ 
угол 30°. Найдите сторону ромба, если наибольшая сторона прямо­
угольника ABCD равна 3.

Ответ: 2.
Решение. В прямоугольном треугольнике АВС катет АВ лежит про­

тив угла в 60°, поэтому АВ >ВС,т. е. АВ и DC — большие стороны пря­
моугольника ABCD. В равнобедренном треугольнике АКС углы при 

основании АС равны, поэтому
ЛВСК = ААСВ - САСК = 60° - 30° = 30°.

Обозначим ВК х. Тогда
АК = СК = 2ВК = 2х, АВ = АК- ВК = Зх = 3, 
откуда х = 1. Следовательно,

АК = КС = МС = AM = 2.

Тренировочные задачи

3.8. В треугольник, две из трёх сторон которого равны 9 и 15, впи­
сан параллелограмм так, что одна из его сторон, равная 6, лежит на 
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третьей стороне треугольника, а диагонали параллелограмма парал­
лельны двум данным сторонам треугольника. Найдите другую сторо­
ну параллелограмма и третью сторону треугольника.

Ответ: 4л/2, 18.
Решение. Пусть вершины М и N параллелограмма MNQP находят­

ся на стороне АС треугольника АВС, а вершины Р и Q — на сторонах 
АВ и ВС (АВ = 9, ВС = 15).

Поскольку АРОМ и NPQC — параллелограммы,

AM = PQ = NC = 6, АС = 18.

Из подобия треугольников CMQ и САВ сле­
дует, что

2 
QM = ~АВ = 6,

а из подобия треугольников APN и АВС — что

2PN = ^ВС = 10.

Рассмотрим параллелограмм MNQP. По теореме о сумме квадратов 
диагоналей параллелограмма

PN* + MQ2 = 2PQ2 + 2РМ2.

Следовательно,

РМ2 = | (PN2 + MQ2 - 2PQ2) = 4(100 + 36 - 72) = 32.

3.9. Стороны параллелограмма равны а и Ь (а Ь). Найдите диа­
гонали четырёхугольника, образованного пересечениями биссектрис 
углов параллелограмма.

Ответ: |а — Ь|.
Решение. Пусть биссектрисы углов при вершинах В и С параллело­

грамма ABCD пересекаются в точке М, биссектрисы углов при верши­
нах С и D —в точке N, углов при вершинах А и D — в точке К, углов
при вершинах А и В — в точке L.

Поскольку биссектрисы внутренних 
односторонних углов при параллельных 
прямых и секущей перпендикулярны, 
MLKN — прямоугольник.

Предположим, что ВС = а, АВ = b 
и а > Ъ.
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Если луч AL пересекает прямую ВС в точке Т, то

/.ВТА = Z.TAD = ZTAB,

значит, треугольник АВТ равнобедренный. Поэтому ВТ = АВ = Ь, сле­
довательно, точка Т лежит между точками В и С и СТ = ВС - ВТ =

■ а — Ь.
Поскольку BL — высота равнобедренного треугольника АВТ, опу­

щенная на основание, то L — середина АТ. Аналогично докажем, что 
если S — точка пересечения луча CN со стороной AD, то N — сере­
дина CS. Точки LuN —середины противоположных сторон паралле­
лограмма ATCS, следовательно, LN = СТ = а - Ь, а так как диагонали 
прямоугольника равны, то КМ = LNа Ь.

Если же а < Ь, то аналогично получим, что искомые диагонали рав­
ны Ь — а.

3.10. Отрезки, соединяющие середины противоположных сторон 
выпуклого четырёхугольника, взаимно перпендикулярны и равны 
2 и 7. Найдите площадь четырёхугольника.

Ответ: 14.
Решение. Пусть К, L, М и N — середины сторон соответственно АВ, 

ВС, CD и AD выпуклого четырёхугольника ABCD, LN = 2, КМ = 7.

Отрезки KL и MN — средние линии треугольников АВС и ADC, по­
этому KL || AC, KL = РАС, MN || AC, MN = С АС, значит, четырёхуголь­
ник KLMN — параллелограмм, а так как его диагонали КМ и LN пер­
пендикулярны, это ромб. Площадь ромба равна половине произведе­
ния его диагоналей, т. е. SKLMN = | • 2 ■ 7 = 7.

Поскольку KL — средняя линия треугольника АВС, площадь тре­
угольника KBL равна четверти площади треугольника АВС. Аналогич­
но площадь треугольника MDN равна четверти площади треугольни­
ка ADC, поэтому

$ЛКВ1 + ^AMDN = 4$1\лвс+ 4$i\ADC = 4 ААВС + даос) = ^Sabcd-
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Аналогично SAKAN + SAMCL = -;SABCD. Следовательно,

$KLMN = SABCD — $AKBL ~ $ AMDN ~ $AKAN ~ $ AMCL =

= SabCD ~ ^^ABCD ~ 4 $ ABCD = В ABCD ~ 2$ABCD ~ 2^ABCD’ 

В ABCD = 2$KLMN = 2-7=14.
3.11. Отрезки, соединяющие середины противоположных сторон 

выпуклого четырёхугольника, равны между собой. Найдите площадь 
четырёхугольника, если его диагонали равны 8 и 12.

Ответ: 48.
Решение. Пусть К, L, М и N — середины сторон соответственно 

АВ, ВС, CD и AD данного выпуклого четырёхугольника ABCD. По­
скольку KL и MN — средние линии треугольников АВС и ADC, то 
KL || MN и KL = MN, значит, четырёхугольник KLMN— параллело­
грамм, а так как его диагонали КМ и LN 
равны, то KLMN — прямоугольник. Стороны 
прямоугольника KLMN параллельны диаго­
налям АС и BD четырёхугольника ABCD, 
поэтому диагонали четырёхугольника ABCD 
взаимно перпендикулярны. Следовательно,

Sabcd = ^AC-BD = j-8-12 = 48.

3.12. Дан выпуклый четырёхугольник, диагонали которого перпен­
дикулярны и равны а и Ь. Найдите площадь четырёхугольника с вер­
шинами в серединах сторон данного.

„ abОтвет:
Решение. Пусть К, L, М и N — середины сторон соответственно 

АВ, ВС, CD и AD выпуклого четырёхугольника ABCD с диагоналями 
АС = а и BD = Ъ, причём АС 1BD.

Отрезки KL и MN— средние линии треугольников АВС и ADC, 
поэтому KL || AC, KL = ^АС, MN || AC, MN = т-АС. Две противополож­
ные стороны четырёхугольника KLMN равны 
и параллельны, значит, это параллелограмм, 
а так как его стороны соответственно парал­
лельны диагоналям четырёхугольника ABCD, 
то KLMN — прямоугольник. Его площадь равна 
произведению соседних сторон, причём KL = 
= ^АС = и LM = IjBD = jb. Следовательно,

В klmn ~ KL ' ЬМ = те АС • ее BD = те U ' ее Ь ~ ~7вЬ.Л Л I
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3.13. Диагонали трапеции взаимно перпендикулярны, а средняя 
линия равна 5. Найдите отрезок, соединяющий середины оснований.

Ответ: 5.
Решение. Пусть L и М — середины оснований соответственно 

ВС и AD трапеции ABCD, а К nN — середины боковых сторон АВ и CD 
соответственно. Тогда KL и MN — средние линии треугольников 

АВС и ADC с общей стороной АС, поэтому 
KL = MN и KL || MN, значит, четырёхугольник 
KLNM — параллелограмм. Его стороны KL и LN 
соответственно параллельны взаимно перпен­
дикулярным диагоналям АС и BD трапеции 
ABCD, значит, KLNM — прямоугольник. Диа­
гонали прямоугольника равны, следовательно, 
LM = KN=5.

3.14. Диагонали выпуклого четырёхугольника равны а и Ь, а отрез­
ки, соединяющие середины противоположных сторон, равны между 
собой. Найдите площадь четырёхугольника.

„ abОтвет: —.
Решение. Середины сторон любого че­

тырёхугольника являются вершинами па­
раллелограмма. В данном случае этот па­
раллелограмм— прямоугольник, так как 
его диагонали равны между собой. Диа­
гонали данного четырёхугольника парал­

лельны сторонам этого прямоугольника. Поэтому они взаимно пер­

пендикулярны. Следовательно, искомая площадь равна

3.15. Диагонали выпуклого четырёхугольника равны с и d и пе­
ресекаются под углом 45°. Найдите отрезки, соединяющие середины 
противоположных сторон четырёхугольника.

Ответ: c2 + d2±cdV2.
Решение. Пусть диагонали АС и BD выпуклого четырёхуголь­

ника ABCD равны end соответственно, пересекаются в точке О 
и АЛОВ = 45°. Если К, Р, М и N — середины сторон соответственно 
АВ, CD, ВС п AD, то КМ и KN — средние линии треугольников 
АВС и BAD, поэтому

КМ \\ АС, КМ =ЬАС=^с, KN\\BD, KN = ^BD = |d, 

AMKN = АЛОВ = 45°, АКМР = 180° - AMKN = 135°.-
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Из треугольников KMN и КРМ по теореме косинусов находим, что

М№ = КМ2 + KN2 - 2КМ ■ KN cos 45° = |с2 + |d2 - |cd V2 =

= | (с2 + d2 -cdV2), 

KP2 = MK2+ MP2 2МК-MP COS135 = 42 + |d2 + cdv2 =

= | (с2 +d2 + cdV2). 

Следовательно,

MN = I; \Jс2 + d2 — cd 42, KP = d 'Jc2 + d2 + cd 42.

3.16. В четырёхугольнике ABCD диагонали AC и BD относятся как 
1:4, а угол между ними равен 60°. Чему равен больший из отрез­
ков, соединяющих середины противоположных сторон четырёхуголь­
ника ABCD, если меньший равен /26?

Ответ: /42.
Решение. Пусть К, L, М и N — середины сторон соответственно 

АВ, ВС, CD и AD данного четырёхугольника ABCD. Тогда KL и MN — 
средние линии треугольников АВС и ADC с общей стороной АС, 
поэтому KL = MN и KL || MN, значит, четырёхугольник KLMN — па­
раллелограмм. Его соседние стороны соответственно параллельны 
диагоналям данного четырёхугольника, значит, острый угол парал­
лелограмма равен 60°. Кроме того, так как KL = ^АС и LM = ^BD, то 
KL АС 1 
LM ~ BD ~ 4"
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Предположим, что КМ < LN. Тогда КМ = /26, а так как в парал­
лелограмме меньшая диагональ лежит против меньшего угла, то 
ЛК1М = 60°.

Положим KL =х, LM = 4х. По теореме косинусов

КМ2 = KL2 + LM2 - 2KL • LM cos 60°,

или 26 = х2 + 16х2 - 4х2, откуда находим, что х2 = 2. Следовательно,

LN = VKL2 + KN2 - 2KL ■ KN cos 120° = VKL2 + LM2 + KL ■ LM =

= /х2 + 16x2 + 4x2 = •/21x2 = /2Ъ2 = /42.

3.17. Окружность, построенная на стороне AD параллелограмма 
ABCD как на диаметре, проходит через вершину В и середину сторо­
ны ВС. Найдите углы параллелограмма.

Ответ: 60°, 120°.
Решение. Пусть О — середина стороны AD, 

М — середина стороны ВС. Окружность с цен­
тром О проходит через точки А, В и М, а так­
же ВМ = АО и ВМ || АО, поэтому АВ = ОМ = 
= ОВ = ОА. Значит, треугольник АВО равно­
сторонний. Следовательно,

ABAD = 60°, ЛАВС = 120°.

3.18. Из вершины А треугольника АВС опущены перпендикуляры 
AM и АР на биссектрисы внешних углов В и С. Известно, что пери­
метр треугольника АВС равен 10. Найдите РМ.

Ответ: 5.
Решение. Пусть прямые AM и АР пересекают прямую ВС в точ­

ках К и L соответственно. Поскольку высоты ВМ и СР треугольников 
АВК и ACL являются их биссектрисами, эти треугольники равнобед­
ренные, поэтому ВК = АВ и CL = АС. Значит, отрезок KL равен пери­
метру треугольника АВС, т. е. KL = 10.

Высоты ВМ и СР равнобедренных треугольников АВК и ACL 
являются их медианами, поэтому точки М и Р — середины отрезков 
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АК и AL. Значит, МР — средняя линия треугольника AKL. Следова­
тельно, MP = -KL = |-10 = 5.

3.19. Прямая имеет с параллелограммом ABCD единственную об­
щую точку В. Вершины А и С удалены от этой прямой на расстояния, 
равные а и Ь. На какое расстояние удалена от этой прямой верши­
на D?

Ответ: а + Ь.
Решение. Пусть Р, М и Q — проекции точек соответственно A, D 

и С на указанную прямую. Если прямая, проходящая через точку Q 
параллельно CD, пересекает отрезок DM 
в точке К, то CDKQ — параллелограмм.
Поэтому

KQ = CD = АВ, KQ || CD || АВ, 

значит, ABQK также параллелограмм. 
Прямоугольные треугольники АРВ и 
KMQ равны по гипотенузе и острому уг­
лу, поэтому МК=АР=а. Следовательно,

DM = MK + DK = АР+ CQ = а + Ь.

3.20. Гипотенуза прямоугольного треугольника служит стороной 
квадрата, расположенного вне треугольника. Найдите расстояние от 
вершины прямого угла треугольника до центра квадрата, если катеты 
треугольника равны а и Ь.

Ответ: ° .
Л

Решение. Пусть квадрат АКМВ расположен вне прямоугольного 
треугольника АВС с гипотенузой АВ и катетами ВС = а, АС = Ь. 
Достроим квадрат АКМВ до квадрата CPQR со стороной а + Ъ. В сбор­
нике [2] доказано, что если вершины одного 
параллелограмма лежат по одной на сторонах 
другого, то центры параллелограммов совпа­
дают (с. 26, пример 3), значит, центр О квад­
рата АКМВ совпадает с центром достроенного 
квадрата CPQR. Поэтому СО — половина диа­
гонали квадрата CPQR, следовательно,

СО = ^CQ = |сЯ-л/2 = |(а + Ь)л/2 =

3.21. В выпуклом четырёхугольнике ABCD отрезок, соединяющий 
середины диагоналей, равен отрезку, соединяющему середины сто­
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рон AD и ВС. Найдите угол, образованный продолжениями сторон 
АВ и CD.

Ответ: 90°.
Решение. Пусть М и N — середины диагоналей соответственно 

АС и BD данного четырёхугольника ABCD, Р и Q — середины сторон 
AD и ВС соответственно, MN =PQ.

Отрезки MQ и PN — средние линии треугольников АВС и ABD. 
поэтому MQ || АВ, MQ = -АВ, PN || АВ, PN = АВ. значит, MQ || PN 

и MQ = PN. Следовательно, четырёх- 
А. угольник MPNQ— параллелограмм, а

в / так как его Диагонали MN и PQ равны,
то это прямоугольник.

Отрезок NQ — средняя линия тре- 
// угольника CBD, поэтому NQ || CD. Пря-
А Р D мые MQ и NQ перпендикулярны, значит,

перпендикулярны и соответственно па­
раллельные им прямые АВ и CD, следовательно, угол, образованный 
продолжениями сторон АВ и CD, равен 90°.

3.22. Дан параллелограмм со сторонами 1 и 2 и острым углом 60°. 
На двух его противоположных сторонах как на основаниях построены 
вне параллелограмма равнобедренные треугольники с углами 120° 
при вершинах. Найдите расстояние между этими вершинами.

Решение. Пусть угол при вершине А параллелограмма ABCD ра­
вен 60°, АВ = 1, ВС = 2. В равнобедренных треугольниках ADE и BCF 
известно, что

AAED = ABFC = 120°, АЕ = DE = BF = FC = = ^=.
Аз 7з

F
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Заметим, что четырёхугольник BEDF — параллелограмм, так как 
его противоположные стороны BF и DE равны и параллельны. Значит, 
его диагональ EF проходит через середину О диагонали BD, т. е. через 
центр параллелограмма ABCD.

В треугольнике ABD сторона АВ вдвое меньше стороны AD, а 
/BAD = 60°, поэтому /ABD = 90°. Тогда

1 л/?BD = AB-tg60'= 1-л/З = V3, ВО В!)

ACBD = /АВС - /ABD = 120° - 90° = 30°, 
/DBF = /CBD + /CBF = 30° + 30° = 60°.

Из треугольника OBF по теореме косинусов находим, что

OF = -J ВО2 + BF2 - 2ВО • BP cos 60° = С | - 2 • У ■ ^=. • | J’Ц.
у 4 3 2 у/з 2 V 12

Следовательно,
Ef = 2OF = 2yS=\/S.

Рассмотрим теперь равнобедренные треугольники ALB и CKD с уг­
лами 120° при вершинах Ln К. Рассуждая аналогично, докажем, что 
О — середина KL. Из треугольника OKD по теореме косинусов най­
дём, что

ОК = /DO2 + DK2 - 2DO ■ DK cos 120° = ч/т +1 + 2 • ' 4= 4 = V Т7 •
V 4 3 2 уз 2 V 12

Следовательно,
KL = 2OK = 2\/f =у®.

3.23. Четырёхугольник ABCD, диагонали которого взаимно пер­
пендикулярны, вписан в окружность с центром О. Найдите расстоя­
ние от точки О до стороны АВ, если извест­
но, что CD = 8.

Ответ: 4.
Решение. Проведём диаметр DDr Пусть 

К и К, —проекции точки О на хорды АВ 
и CD} соответственно. Поскольку BD1 и АС 
перпендикулярны DB, то BD1 параллель­
но АС. Поэтому £)1С = АВ и ОКг = ОК (рав­
ные хорды равноудалены от центра окруж­
ности).
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Поскольку ОК1 — средняя линия прямоугольного треугольника 
DD1C, то

ОК = OKt = ±DC = 4.

3.24. Точки М, К, N и L — середины сторон соответственно АВ, ВС, 
CD и DE пятиугольника ABODE, Р и Q — середины отрезков MN и KL 
соответственно. Известно, что PQ = 1. Найдите сторону АЕ.

Ответ: 4.
3 Решение. Первый способ. Пусть F —

середина AD. Тогда четырёхугольник 
Туг—~~у\ к MKNF — параллелограмм. Его диагональ

А р/уК KF ПРОХ°ДИТ через середину Р его другой
Ду диагонали MN. Отрезок PQ — средняя

\ \\ / линия треугольника KFL, а отрезок FL —
\ F —у/У средняя линия треугольника AED. Следа- 
\ цц У в а т е л ь н о,
f L ° AE = 2FL = 2- 2PQ = 4PQ = 4.

Второй способ. Точки Р и Q — середины отрезков MN и KL, поэ­
тому

PQ = ^(MK + NL) = ■-(MB + BK + ND+DL') =

= U^AB + ^BC+^CD + ^De} = ^(AB + BC + CD + DE) = =АЕ.
Ел \ С-1 С-1 Ел Е J I I

Следовательно, АЕ = 4PQ = 4.

Задачи на доказательство и вычисление

3.25.1. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность с центром О. 
Диагонали четырёхугольника перпендикулярны, пересекаются в точ­
ке Р, отличной от О, и не проходят через точку О. Точки М и N — 
середины диагоналей АС и BD соответственно.

а) Докажите, что прямая ОР проходит через середину отрезка MN.
б) Найдите площадь четырёхугольника OMPN, если АС = BD, а 

MN= 10.
Ответ: 50.
Решение, а) Диаметр, проходящий через середину хорды, не яв­

ляющейся диаметром, перпендикулярен этой хорде, поэтому четы­
рёхугольник OMPN — прямоугольник. Диагонали прямоугольника 
точкой пересечения делятся пополам, следовательно, прямая ОР 
проходит через середину MN.
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б) Равные хорды равноудалены от центра окружности, поэтому 
прямоугольник OMPN — квадрат. Его диагонали равны 10. Следова­
тельно, его площадь равна 50.

3.26.1. Дан четырёхугольник ABCD.
а) Докажите, что отрезки LN и КМ, соединяющие середины его 

противоположных сторон, делят друг друга пополам.
б) Найдите площадь четырёхугольника ABCD, если LM = За/З, 

КМ = бл/3, KKML = 60°.
Ответ: 54л/3.
Решение, а) Пусть К, L, М и N — середины сторон соответственно 

АВ, ВС, CD и AD четырёхугольника ABCD. Тогда KL и MN — сред­
ние линии треугольников АВС и ADC. Значит, KL — -АС = MN и 
KL || АС || MN, поэтому KLMN — параллелограмм. Его диагонали КМ 
и LN делят друг друга пополам.

б) Сторона LM треугольника KLM вдвое меньше стороны КМ, 
а угол между этими сторонами равен 60®, значит, треугольник KLM 
прямоугольный с прямым углом при вершине L. Тогда

KL = LMtg60° = Зл/З-д/З = 9.
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Четырёхугольник KLMN — прямоугольник, поэтому

SKLMN = KL-LM = 9 • 3 а/3 = 27-/3.

Пусть искомая площадь четырёхугольника ABCD равна S. Посколь­
ку KL — средняя линия треугольника АВС, то SAKBL = ^SAABC. Анало­

гично SAMDN = УААВс- Значит,

SaKBL + S&MDN = 4^ДАВС + Д^ДАДС = 4 (^ДАВС + ^ДАДс) = 4^-

Аналогично SACML+SAAKN = ^S. Поэтому

Ski.mn = $_ 4S~ 4S = 2S-

Следовательно,

S = 2SKLMN = 2 • 27 v'/3 = 54д/3.

3.27.1. В параллелограмме лежат две окружности, касающиеся 
друг друга и трёх сторон параллелограмма каждая.

а) Докажите, что одна из сторон параллелограмма видна из центра 
одной из окружностей под прямым углом.

б) Найдите площадь параллелограмма, если радиус одной из 
окружностей равен 2, а один из отрезков стороны параллелограмма 
от вершины до точки касания с одной из окружностей равен 4.

Ответ: 36.
Решение, а) Пусть окружность с цен­

тром Ог касается сторон AD, АВ и ВС 
параллелограмма ABCD, а окружность 
с центром О2 — сторон AD, CD и ВС. 
Центр окружности, вписанной в угол, 
лежит на его биссектрисе, поэтому 
АО, и ВО! — биссектрисы углов, сумма 
которых равна 180°. Следовательно, 
эти биссектрисы пересекаются под пря­
мым углом, т. е. ZAO] В = 90е.

б) Каждая из окружностей касается 
параллельных прямых AD и ВС, значит, 
окружности равны. Расстояние между 
точками их касания с большей сторо­

ной параллелограмма равно сумме их радиусов, т. е. 4. Пусть окруж­
ность с центром OL касается стороны АВ в точке М, стороны ВС —

A D
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в точке К, а AM — 4. Поскольку радиус ОгМ — высота прямоугольного 
треугольника AOtB, проведённая из вершины прямого угла, то

ВК = ВМ = Qi М2 _ 4 _
AM 4

Если окружность с центром 02 касается сторон CD и ВС в точках N и L 
соответственно, то CL = CN = AM = 4. Тогда ВС = 1 + 4+ 4=9, а так как 
высота параллелограмма, опущенная на сторону ВС, равна диаметру 
окружности, т.е. 4, то 5ЛВСВ = 9-4 = 36.

3.28.1. Отрезок, соединяющий вершину А ромба ABCD с середи­
ной стороны ВС, равен стороне ромба.

а) Докажите, что высота ромба, проведённая из вершины С, делит 
сторону AD на отрезки, один из которых втрое больше другого.

б) Найдите диагональ АС ромба, если сторона ромба равна л/б.
Ответ: 3.
Решение, а) Пусть М — середина сторо­

ны ВС ромба, АН — высота ромба, опущен­
ная на сторону ВС. Поскольку треуголь­
ник АВМ равнобедренный (ДМ = АВ), точ­
ка Н — середина отрезка ВМ. Обозначим 
ВС = а. Тогда

AM = АВ = а, ВН = ^ВМ = | • jBC =

Значит, CH = ЗВН.
Пусть СР — высота ромба, опущенная на 

сторону AD. Прямоугольные треугольники 
CPD и АНВ равны, поэтому DP = ВН. Значит, 
DP ВН 1 „ , г, ■, п-тт- = 777 = 7. Следовательно, АР = 3DP.
Аг Сп о

б) Обозначим /АВС = а. Из прямо­
угольного треугольника АНВ находим, что 

ВН 1 _cosa= =77 = -г. Следовательно,
Ап 4

АС = /АВ2 + ВС2 - 2 АВ • ВС cos а =

= */б + 6-2л/б-/б-i = л/9 = 3.

3.29.1. Окружность, построенная на стороне AD параллелограм­
ма ABCD как на диаметре, проходит через точку пересечения диаго­
налей параллелограмма.

а) Докажите, что ABCD —ромб.
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б) Эта окружность пересекает сторону АВ в точке М, причём 
AM: МВ = 2:1. Найдите диагональ АС, если AD = д/б.

Ответ: 2л/5.
В_____ _____ £ Решение, а) Пусть Р — точка пересече-

7\" ния диагоналей параллелограмма ABCD.
7 Точка Р лежит на окружности с диамет-

/ Ром AD, значит, AAPD = 90°, т. е. АС 1BD.
Ан——»-i----- Параллелограмм, диагонали которого пер-
\ j пендикулярны, есть ромб.

б) Точка М также лежит на окружно- 
В л/б С сти с диаметром AD, значит, AAMD = 90°.

_а При этом AM = ^АВ = ^АВ. Обозначим
ABAD = а. Из прямоугольного треугольни- 

р/, . р. AM 2 гр
. 1Ла wi ка AMD находим, что cos а = =-= = ч • ТогдаАг" *------ -Ю AD 3V7 2A cosZABC = cos(180°-a) =-cosa =-д.

Следовательно,

АС = у/АВ2 + ВС2 - 2АВ - ВС cos ААВС = 6 + 6 + 2 • 6 ■ = V20 = 2д/5.

3.30.1. В треугольнике АВС проведены биссектрисы ААг и СС, 
точки К и М — основания перпендикуляров, опущенных из точки В 
на прямые ААг и С(А.

а) Докажите, что МК || АС.
б) Найдите площадь треугольника КВМ, если АС = 10, ВС = 6, 

АВ = 8.
Ответ: 2,4.
Решение, а) Пусть К и М — основания перпендикуляров, опущен­

ных из вершины В на прямые ААХ и CQ соответственно, D — точка 
в пересечения прямых ВМ и АС, Е — точка
а. пересечения прямых ВК и АС. Треугольник

C/V \\ А BCD равнобедренный, так как его биссек- 
/ 1 триса СМ является высотой. Значит, М —

середина BD. Аналогично К — середина BE, 
------ 'и » поэтому МК — средняя линия треугольни­

ка DBE, МК || DE. Следовательно, МК || АС.
б) Треугольник АВС прямоугольный, так как АС2 = 100 = 64+ 36 = 

= АВ2+ВС2. Поэтому

5давс = |аВ-ВС = |-8-6 = 24.



Задачи на доказательство и вычисление 59

Поскольку АЕ = АВ = 8 и CD = ВС = 6, 
то АС = АЕ + CD - DE, поэтому DE = 
= АЕ + CD — AC = 8 + 6-10 = 4. У треуголь­
ников АВС и DBE общая высота, проведён­
ная из вершины В, значит.

S — -Чс — -—•24— —^ADBE дС^ДАВС iq 5 •

Следовательно,

„ _ 1„ _ 1 48
АКВМ — j.'-’ADBE -4’5

12
5 = 2,4.

3.31.1. В равнобедренном треугольнике АВС с углом 120° при вер­
шине А проведена биссектриса BD. В треугольник АВС вписан пря­
моугольник DEFH так, что сторона НЕ лежит на отрезке ВС, а верши­
на Е — на отрезке АВ.

а) Докажите, что ЕН = 2DH.
б) Найдите площадь прямоугольника DEFH, если АВ = 4.
Ответ: 12(2— АЁ).
Решение, а) Пусть Р — проекция точки D на прямую АВ. Точка D 

лежит на биссектрисе угла РВС, значит, DP = DH. Отрезок DP — ка­
тет прямоугольного треугольника DEP, лежащий против угла в 30°, 
следовательно, FH = DE = 2DP = 2DH.

б) Положим DH = х, DE = 2х. Тогда

CD = 2DH = 2х, AD = -A^ = л/3 уТ

а так как CD + AD = AC = АВ = 4, то 2х + —= = 4. Отсюда находим, что 
v 3

х= /3(д/3 - 1). Следовательно,

SDEFH = DE-DH = 2х2 = 2• ЗСл/З - I)2 = 12(2--/3).
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3.32.1. Дан параллелограмм ABCD. Окружности, вписанные в тре­
угольники ABD и BDC, касаются диагонали BD в точках М и N со­
ответственно. Окружности, вписанные в треугольники АВС и ADC, 
касаются диагонали АС в точках К и L соответственно.

а) Докажите, что MKNL— прямоугольник.
б) Найдите его площадь, если известно, что ВС - АВ = 4, а угол 

между диагоналями параллелограмма ABCD равен 30°.
Ответ: 4.
Решение, а) Пусть ABCD — параллелограмм, в котором АВ<ВС, 

М и N — точки касания с диагональю BD вписанных окружностей 
равных треугольников ABD и BDC соответственно, К и L — точки ка­
сания с диагональю АС вписанных окружностей равных треугольни­
ков АВС и ADC соответственно, О — точка пересечения диагоналей 
параллелограмма.

Точка О — центр симметрии параллелограмма, поэтому ОМ = ON 
и ОК = OL, значит, MKNL — параллелограмм.

Докажем, что MN = KL. Действительно, для вписанной окружности
,г, AB+BD- AD , .... . ....треугольника ABD известно, что ВМ = — — (см. [2], с. 109),

а так как DN = ВМ, то

MN = BD - 2ВМ = BD - (АВ + BD - AD) = AD - АВ.

Аналогично KL = AD - АВ.
Таким образом, диагонали параллелограмма MKNL равны, следо­

вательно, это прямоугольник.

б) Диагонали прямоугольника MKNL равны AD — АВ = ВС - АВ = 4, 
а угол между ними равен 30°, следовательно,

SMKNL = ■ KL sin 30° = j • 16 • | = 4.
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Подготовительные задачи

4.1. Найдите площадь трапеции, параллельные стороны которой 
равны 16 и 44, а непараллельные —17 и 25.

Ответ: 450.
Решение. Через вершину С трапеции ABCD (ВС = 16, AD = 44, 

АВ = 17, CD = 25) проведём прямую, параллельную стороне АВ, до 
пересечения с основанием AD в точке К.

В треугольнике CKD известно, что

СК = АВ = 17, CD = 25, 
KD = AD - АК = AD-ВС = 44- 16 = 28.

По формуле Герона

SACKD = 735-7-10-18 = 5 • 7 • 6 = 210.

Если СМ — высота этого треугольника, то

СМ = ZSackd
KD

2-210
28

Следовательно,

- ■++ 450.

4.2. Найдите площадь трапеции с основаниями 11 и 4 и диагона­
лями 9 и 12.

Ответ: 54.
Решение. Через вершину С меньшего основания ВС трапеции 

ABCD (ВС = 4, AD =11, АС = 9, BD = 12) проведём прямую, парал­
лельную диагонали BD, до пересечения с пря­
мой AD в точке К. В треугольнике АСК извест­
но, что

АС = 9, СК = BD = 12, 
АК = AD+DK = AD + BC = 11+4= 15.

Поскольку АК2 = АС2 + СК2, треугольник АСК прямоугольный. Его 
площадь равна половине произведения катетов, т. е.

ОС =54.
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Площадь трапеции ABCD равна площади этого треугольника, так как 
равновелики треугольники АВС и CDK {ВС = DK, а высоты, опущен­
ные на эти стороны, равны высоте трапеции).

4.3. В равнобедренной трапеции основания равны 40 и 24, а её 
диагонали взаимно перпендикулярны. Найдите площадь трапеции.

Ответ: 1024.
Решение. Пусть основания AD и ВС равнобедренной трапеции 

ABCD равны 40 и 24 соответственно, а диагонали АС и BD пер­
пендикулярны. Через вершину С проведём прямую, параллельную 

диагонали BD. Пусть эта прямая пере­
секается с продолжением основания AD 
в точке К. Тогда АСК — равнобедренный 
прямоугольный треугольник с основани­
ем АК = AD + DK = 64 и высотой, равной 
половине АК. Следовательно,

^abcd = S&ack =2’64-32 = 322 = 1024.

4.4. Диагонали равнобедренной трапеции перпендикулярны. Най­
дите площадь трапеции, если её средняя линия равна 5.

Ответ: 25.
Решение. Первый способ. Пусть СН — перпендикуляр, опущенный 

из вершины С меньшего основания ВС данной трапеции ABCD, на 
большее основание AD. Тогда

АН = ^2 + ВС = 5,

а так как /CAD = /В1)Л = 45°, то СН = 
= АН = 5. Следовательно,

SABCD = AD+BC -сн = АН-СН = 5-5 = 25.

Второй способ. Через вершину С меньшего основания ВС данной 
трапеции ABCD проведём прямую, параллельную диагонали BD, до 
пересечения с продолжением основания AD в точке К. Тогда

DK = ВС, ЛАСК = 90°, СК = BD = АС, ЛСКА = ЛСАК = 45°, 
АК = AD + DK = AD +ВС = 10.

Пусть СН = h — высота трапеции. Тогда

h = AH = тсАК, SABCD = AD + BC . h = ъАК ■ h = ^АК2 = | • 100 = 25.
2 2 2 4 4
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4.5. Трапеция с основаниями 14 и 40 вписана в окружность ради­
уса 25. Найдите высоту трапеции.

Ответ: 39 или 9.
Решение. Расстояния от центра окружности до данных хорд равны

V252 —202 = 15, V252 - 72 = 24.

Если хорды расположены по разные стороны от центра (см. рисунок 
слева), то расстояние между ними равно 24 + 15 = 39, а если по одну 
(см. рисунок справа), то 24- 15 = 9.

4.6. Диагональ равнобедренной трапеции равна 10 и образует 
угол 60° с основанием трапеции. Найдите среднюю линию трапеции.

Ответ: 5.
Решение. Из вершины С меньшего основа­

ния ВС равнобедренной трапеции ABCD опустим 
перпендикуляр СК на большее основание. Тогда от­
резок АК равен полусумме оснований трапеции. 
В прямоугольном треугольнике АКС катет АК ле­
жит против угла в 30°, поэтому АК = - АС = 5. По­
скольку средняя линия MN трапеции также равна 
полусумме оснований, MN = АК = 5.

4.7. Окружность с центром О вписана в трапецию с боковой сто­
роной АВ. Найдите угол АОВ.

Ответ: 90°.
Решение. Центр окружности, вписанной 

в угол, лежит на биссектрисе угла, поэтому 
ОА и ОВ — биссектрисы углов при боковой сто­
роне трапеции. Сумма этих углов равна 180°, 
сумма их половин равна 90°. Следовательно, 
ЛАОВ = 90°.
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4.8. Меньшая боковая сторона прямоугольной трапеции равна 3, 
а большая образует угол 30° с одним из оснований. Найдите это ос­
нование, если на нём лежит точка пересечения биссектрис углов при 
другом основании.

Ответ: 9.
Решение. Пусть ВС и AD — основания прямоугольной трапеции 

ABCD, АВ и CD — боковые стороны (АВ < CD), AADC = 30°, К — точка 
пересечения биссектрис углов трапеции при вершинах В и С.

Поскольку /ВКА = /КВС = АКВА, треугольник АВК равнобедрен­
ный, поэтому АК = АВ = 3. Аналогично DK = CD.

Пусть СМ — высота трапеции. Тогда СМ = АВ = 3. Из прямоуголь­
ного треугольника CMD находим, что CD = 2СМ = 2АВ = 6. Следова­
тельно,

AD = АК + KD = АК + CD = 3 + 6 = 9.

4.9. Основания трапеции равны 1 и 6, а диагонали — 3 и 5. Под 
каким углом видны основания из точки пересечения диагоналей?

Ответ: 120°.
Решение. Пусть диагонали АС и BD трапеции ABCD пересекаются 

в точке О и равны соответственно 3 и 5, а основания ВС и AD рав­
ны соответственно 1 и 6. Через вершину В проведём прямую, парал­
лельную диагонали АС. Пусть эта прямая пересекается с прямой AD 
в точке К. Тогда АКВС — параллелограмм, значит,

ВК = АС = 3, AAOD = /KBD, АК = ВС = 1,
DK = AK+AD = 1 + 6 = 7.
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По теореме косинусов

cos /KBD = BK2 + BD2-DK2 
2BKBD

9 + 25-49
2-3-5

1
2'

Следовательно,
/LAOD = /KBD = 120°.

4.10. Основания трапеции равны а и b (а>Ь). Найдите длину от­
резка, соединяющего середины диагоналей трапеции.

Ответ: 112 .
Решение. Пусть М и N — середины диагоналей АС и BD трапе­

ции ABCD, в которой AD = а и ВС = Ь.
Соединим точку М с серединой К’ боковой стороны CD. По теореме 

о средней линии треугольника МК || AD || ВС. Аналогично докажем, 
что NK\\BC.

Поскольку через точку, не лежащую на пря- в b С 
мой, можно провести не более одной прямой, Гх. 
параллельной данной, то точки М, N иК лежат / \/С
на одной прямой. Эта прямая параллельна ос- / '’хХ
нованиям трапеции. k—------------- —\

Таким образом, A a D

MN = МК- KN = ^ AD - -ВС =

4.11. Основания равнобедренной трапеции равны а и b (а > Ь), ост­
рый угол равен 45°. Найдите площадь трапеции.

_ а2 — Ь2Ответ: ——.
Решение. Из вершины В меньшего ос­

нования ВС равнобедренной трапеции 
ABCD опустим перпендикуляр ВН на её 
большее основание AD. Тогда

1 п _ Ь А д-b н а+ь D
ВН = АН = НЛ1) ВС) = 2 2

Следовательно,

Sabcd = ^AD+ВСУВН =

Тренировочные задачи

4.12. В трапеции ABCD углы А и D при основании AD соответ­
ственно равны 60° и 90+ Точка N лежит на основании ВС, причём 
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BN: ВС = 2:3. Точка М лежит на основании AD, прямая MN парал­
лельна боковой стороне АВ и делит площадь трапеции пополам. Най­
дите АВ :ВС.

Ответ: 4:3.
Решение. Обозначим NC = а, АВ = х. То­

гда BN = 2а, AM = BN = 2а. Если NK — высота 
трапеции, то

DK = NC а, МК = -М\ = ^АВ = у.

Из равенства площадей параллелограмма 
ABNM и трапеции MNCD следует равенство

2АМ = NC + MD, или 4а = а + а 4 .

Отсюда находим, что х = 4а. Следовательно,
АВ х 4а 4
ВС ~ За — За ~ 3 ’

4.13. Площадь равнобедренной трапеции, описанной около окруж­
ности, равна S. Найдите среднюю линию трапеции, если острый угол
при её основании равен а.

Ответ: S 
sin а'

Решение. Пусть средняя линия данной тра­
пеции равна х. Тогда боковая сторона также
равна х, а высота трапеции равна xsina. Из 

с 2 ■ О-уравнения S = х sm а находим, что х = у .

4.14. Окружность, вписанная в трапецию, касается одной из боко­
вых сторон в точке, делящей её на отрезки, равные а и Ь. Найдите
радиус окружности.

Ответ: Vab.
Решение. Радиус, проведённый из центра О 

окружности в точку К касания окружности с бо­
ковой стороной АВ, есть высота прямоугольно­
го треугольника АОВ, опущенная на гипотенузу. 
Следовательно,

ОК? = АК-ВК = ab.

4.15. В прямоугольную трапецию вписана окружность радиуса R. 
4 

Найдите стороны трапеции, если её меньшее основание равно -R.
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Ответ: ~^-R, 4Я, 2R.
Решение. Пусть К — точка касания вписанной окружности (с цен­

тром О) с большей боковой стороной АВ трапеции ABCD, М и N — 
точки касания с меньшим и большим основаниями AD и ВС соответ­
ственно.

Тогда

АК = АМ= %R-R= АК-ВК = ОК2, BK-^R R2.

Отсюда находим, что

ВК = 3R, ВС = CN+ NB = R + 3R = 4R, АВ = '.R + 3R =--R.

4.16. Боковая сторона равнобедренной трапеции равна а, средняя 
линия равна Ъ, а углы при большем основании равны 30°. Найдите 
радиус окружности, описанной около трапеции.

/ ~
Ответ: уЬ2 + ^_-
Решение. Пусть F — проекция вершины С меньшего основания ВС 

равнобедренной трапеции ABCD на большее основание AD.

Тогда отрезок AF равен средней линии трапеции, а так как в прямо­
угольном треугольнике CFD угол D равен 30°, то CF = --CD = 3,а. Из 
прямоугольного треугольника ACF находим, что

АС = -J AF2 + CF2 = ^Ь2 + ^.
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Если R — радиус окружности, описанной около треугольника ACD, то 

о _ АС _ /,2 , а2R ~ 2 sin./7) ” V Ь + 4 ’
Осталось заметить, что окружность, описанная около треугольни­
ка ACD, совпадает с окружностью, описанной около трапеции ABCD.

4.17. Основания трапеции равны 4 и 16. Найдите радиусы окруж­
ностей, вписанной в трапецию и описанной около неё, если известно, 
что эти окружности существуют.

„ Л 5^Т
Ответ: 4; —у—.
Решение. Поскольку трапеция вписанная, то она равнобедренная. 

Пусть г и R — радиусы вписанной и описанной окружностей.
Точка касания вписанной окружности делит боковую сторону на 

отрезки 2 и 8. Поэтому г = л/2 • 8 = 4.

Диагональ трапеции — гипотенуза прямоугольного треугольника 
с катетами 8 (высота трапеции, опущенная из вершины меньшего ос­
нования на большее) и 10 (проекция диагонали на большее основа­
ние равнобедренной трапеции, равная, как известно, длине средней 
линии). Эта диагональ видна из вершины большего основания тра- 
пеции под углом а, синус которого равен = (угол боковой стороны 
с основанием). Следовательно,

/82 + 102 2л/41 5д/41
К 2sm« “ s - 4 •

5

4.18. Окружность вписана в равнобедренную трапецию с основа­
ниями а и Ь. Найдите диагональ трапеции.

Ответ: d V а2 + 6аЬ + Ь2.
Решение. Пусть окружность с центром О, вписанная в равнобед­

ренную трапецию ABCD, касается боковой стороны АВ в точке М, 
а оснований ВС и AD — в точках N и L соответственно.
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Поскольку ОМ — высота прямоугольного 
треугольника АОВ, опущенная из вершины 
прямого угла, то

ОМ = VMA-MB = VAL-BN = у |-| =

Опустим перпендикуляр ВН на AD. Тогда

_ „ ВС + AD а + Ь 
DH ~---- 2---- --- ~ ВН = 20 М = yfab.

Из прямоугольного треугольника BHD находим, что

BD = \/BH2 + DH2 = у' аЪ + ( У = | \/а2 + 6аЬ-|-Ь2.

4.19. Известно, что высота трапеции равна 15, а её диагонали рав­
ны 17 и 113. Чему равна площадь трапеции?

Ответ: 900 или 780.
Решение. Через вершину С меньшего основания трапеции ABCD 

(АС —-17, BD = 113) проведём прямую, параллельную диагонали BD. 
Пусть К — точка пересечения этой прямой с прямой AD. Тогда данная 
трапеция равновелика треугольнику АСК. Известны стороны АС = 17, 
СК =113 и высота СМ = 15 этого треугольника. Из прямоугольных 
треугольников АСМ и КСМ находим, что

AM = VAC2 - CM2 = 7172-152 = /(17-15) (17+ 15) = 764 = 8, 

КМ = С КС2 - CM2 = 71132 —152 = -/(113 — 15) (113 +15) =

= 798-128 = 749-256 = 7-16 = 112.

Если точка M лежит между точками А и К, то

SABCV = S^akc -АК-( М - (AM + КМ) • СМ = 60 • 15 = 900.
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Если же точка А лежит между точками М и К, то

Sabcd = 5ллкс = :АК 'см = | (км ~ AMJ'см = 52 • 15 = 780.

4.20. Боковые стороны трапеции лежат на перпендикулярных пря­
мых. Найдите площадь четырёхугольника с вершинами в серединах 
диагоналей и в серединах оснований трапеции, если её боковые сто­
роны равны а и Ъ.

„ abОтвет: —.
Решение. Пусть К и М — середины диагоналей соответственно 

АС и BD трапеции ABCD, а L и N — середины оснований соответ­
ственно ВС и AD, причём АВ 1 CD, 
АВ = а и CD = b.

Отрезки KL и MN — средние ли­
нии треугольников АВС и ABD с об­
щим основанием АВ, поэтому KL || АВ, 
KL = ~AB=^a, MN\\AB, MN=-AB = 

= |а. Аналогично KN=LM = ±-CD = r,b.

Противоположные стороны четырёхугольника KLMN попарно равны, 
значит, это параллелограмм, а так как его стороны соответственно па­
раллельны перпендикулярным прямым АВ и CD, то KLMN — прямо­
угольник. Его площадь равна произведению соседних сторон, причём 
KL = а: а и LM = |b, следовательно,

$klmn — KL-LM - -^а- -b — ^аЬ.

4.21. Найдите диагональ и боковую сторону равнобедренной тра­
пеции с основаниями 20 и 12, если известно, что центр её описанной 
окружности лежит на большем основании.

Ответ : 8 у 5, 4-/5.
Решение. Пусть AD—диаметр окружности, описанной около рав­

нобедренной трапеции ABCD с основаниями AD = 20 и ВС = 12, СН —
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перпендикуляр, опущенный из вершины С на 
основание AD. Тогда

АН = AD + BC = 16, DH = AD~BC = 4.

Точка С лежит на окружности с диаметром AD, 
значит, AACD = 90°, поэтому СН — высота пря­
моугольного треугольника ACD, проведённая 
из вершины прямого угла. Следовательно,

CD2 = DH-AD = 4-20, AC2 = АН • AD = 16 • 20.

Таким образом, АВ = CD = 4/5, АС = 8/5.
4.22. Трапеция с высотой h вписана в окружность. Боковая сторо­

на трапеции видна из центра окружности под углом 120°. Найдите 
среднюю линию трапеции.

_ hОтвет: — .
/3

Решение. Пусть О — центр окружно­
сти, описанной около трапеции ABCD 
с основаниями AD > ВС. Трапеция 
ABCD равнобедренная, поэтому

ACAD = ABDA = ^АВОА = 60°.

Пусть СК — высота трапеции, тогда 

АК = hctg60° = ,

а так как трапеция равнобедренная, то 
отрезок АК равен её средней линии.

4.23. Площадь равнобедренной трапеции равна /3. Угол между 
диагональю и основанием на 20° больше угла между диагональю и бо­
ковой стороной. Найдите острый угол трапеции, если её диагональ 
равна 2.

Ответ: 40° или 80°.
Решение. Пусть AD — большее основание равнобедренной трапе­

ции ABCD. Тогда угол BAD острый. Если СН — высота трапеции, то 

DH = АР ВС
2

АН =AD-DH =AD-AD ВС AD-[-ВС
2

поэтому
SABCD = ADABC -СН = АН- CH = /3.
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Обозначим ABAC = а. Тогда АСАН = а + 20°. Из прямоугольного тре­
угольника АНС находим, что

АН = AC cos АСАН = 2 cos (а + 20°),
СН = AC sin АСАН = 2sin(a + 20°),

поэтому

АН-СН = 2cos(a + 20°)-2sm(a + 20°) = 2sin(2a + 40°) = J3.

Значит, 2a + 40° = 60° или 2a + 40° = 120°. Отсюда находим, что 
а = 10° или а = 40°, а ABAD = 2a + 20° = 40° или ABAD = 100°. По­
скольку угол BAD острый, условию задачи удовлетворяет только 40е*.

Если AD — меньшее основание, то аналогично находим, что 
ААВС = 80°.

4.24. Биссектрисы тупых углов при основании трапеции пересе­
каются на другом её основании. Найдите стороны трапеции, если её 
высота равна 12, а длины биссектрис равны 15 и 13.

Ответ: 14; 12,5; 29,4; 16,9.
Решение. Пусть биссектрисы тупых углов В и С пересекаются в точ­

ке Р, принадлежащей большему основанию AD трапеции ABCD. То­
гда ААРВ = АРВС = АРВА, значит, треугольник АВР равнобедренный. 
Аналогично треугольник PCD также равнобедренный.
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Обозначим CD = DP = х, АВ = АР — у, 
и пусть М и N — основания перпендикуля­
ров, опущенных из вершин соответственно 
В и С на AD. Тогда

PN = V152 —122 = 9, РМ = У132 —122 = 5.

В с

А у Р х D

Следовательно, ВС = MN = РМ + PN = 5 + 9 = 14.
По теореме Пифагора

PC2 - PN2 = CD2 - DN2, 152 - 92 = x2 - (x - 9)2.

Отсюда находим, что x= 12,5. Аналогично

PB2-PM2 = АВ2-AM2, 132 — 52 = у2 — (у — 5)2.

Отсюда находим, что у = 16,9. Следовательно,

АВ = у = 16,9, CD = х = 12,5, AD = AP+PD = у + х = 29,4.

4.25. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность с центром О, 
/ВОЛ = ACOD = 60°. Перпендикуляр ВК, опущенный из вершины В 
на сторону AD, равен 6; ВС в три раза меньше AD. Найдите площадь 
треугольника COD.

„ 63V3Ответ: — .
Решение. Поскольку меньшие дуги АВ и CD равны, ВС || AD. Поэто­

му ABCD —равнобедренная трапеция. По теореме о вписанном угле

ABDA = ±КАОВ = 30°.

Из прямоугольного треугольника BKD находим, что

KD = BKctg30° = 6л/3.

С другой стороны,
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Из равенства 2ВС = 6-/3 следует, что ВС = 3-/3. Тогда

AD = 9-/3, АК = ±(AD- ВС) = Зл/З,

а так как

ОВ = ОА = АВ = VBK2+AK2 = V36 + 27 = Зу7,

то

■Здсоо = saaob = | ОА-ОВ sin АЛОВ = | ■ (Зд/7)2 sin 60° =

4.26. Дана трапеция ABCD с основаниями AD = 3-/39 и ВС = /39. 
Кроме того, дано, что угол BAD равен 30°, а угол ADC равен 60°. Через 
точку D проходит прямая, делящая трапецию на две равновеликие 
фигуры. Найдите длину отрезка этой прямой, находящегося внутри 
трапеции.

Ответ: 13.
Решение. Поскольку SAABD — 9S&BCO, указанная прямая пересекает 

отрезок АВ. Пусть К — точка пересечения. Тогда

„ 1.. 1 AD + BC, , ,"qq
b aakd — 2^abcd ~ 2 ’ 2 П ~

где h — высота трапеции ABCD. С другой стороны,

S — -AD-hJAAKD ‘ 2 1 ‘ 2 ’

, лглгч-п hl 2 АК 2где h1 —высота треугольника AKD. Поэтому -т- = и = -.

Проведём через вершину В прямую, параллельную стороне CD, до 
пересечения с основанием AD в точке Р. Тогда

АР = AD - DP = AD - ВС = 2^/39.

Из прямоугольного треугольника АВР находим, что 

АВ = АР cos 30° З/ТЗ.



Тренировочные задачи 75

2
Поэтому АК = ~АВ = 2-/13. По теореме косинусов из треугольни­
ка AKD находим, что

DK2 = АК2 + AD2 - 1АК ■ AD cos 30° =

2
угол ADC острый и cosAADC = у. Опустим перпендикуляр СН на ос-

= 4-13 + 9-39-2-2Л/13-3Л/39-^ = 169.

Следовательно, DK = 13.
4.27. Отрезок, соединяющий середины оснований трапеции, ра­

вен 3. Углы при большем основании трапеции равны 30° и 60°. Най­
дите высоту трапеции.

„ зузОтвет: — -
Решение. Через середину М меньшего основания ВС трапеции 

ABCD проведём прямую, параллельную боковой стороне АВ, до 
пересечения с основанием AD в точке Р и прямую, параллельную 
боковой стороне CD, до пересечения с прямой AD в точке Q. Если 
К — середина AD, то

РК = АК-АР = АК-ВМ = DK- МС = DK-QD = KQ.

Поэтому МК — медиана треугольника PMQ, а так как

ZPMQ = 180° - 60° - 30° = 90°,

то PK = KQ = MK = 3.

Если ZA = 60°, то АМРК = 60°. Поэтому треугольник РМК равно­

сторонний и его высота равна Следовательно, высота трапеции 
Зл/5 равна ——.

4.28. В трапеции ABCD известны боковые стороны АВ = 27, CD = 
2

= 28, основание ВС = 5 и cos ABCD = ~~- Найдите диагональ АС.
Ответ: 28, 2/181.

2
Решение. Поскольку cos ABCD = - у < 0, угол BCD тупой, поэтому 
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нование AD. Тогда
2

DH = CD cos +ADC = 28-у = 8,

CH = CD sinZADC 28^/1' 1275-

Через вершину С проведём прямую, параллельную боковой сто­
роне АВ, до пересечения с прямой AD в точке Р. Тогда

PH = VCP2-CH2 = VAB2 - СН2 = \/272 - (12л/5)2 = 3.

Если точка Р лежит между А и Н (см. рисунок слева), то

АН = АР + PH = 5+3 = 8.

В этом случае

АС = VAH2 + CH2 = 764+144-5 = 28.

Если точка Р лежит между D и Н (см. рисунок справа), то

АН = АР-PH = 5-3 = 2.

В этом случае

АС = +АН--СН2 = 74+144-5 = 27181.

4.29. Основание АВ трапеции ABCD вдвое больше основания CD 
и вдвое больше боковой стороны AD. Диагональ АС равна а, а боко­
вая сторона ВС равна Ь. Найдите площадь трапеции.

Ответ: ^ab.

Решение. Через вершину D проведём пря­
мую, параллельную ВС. Пусть К — точка пе­
ресечения проведённой прямой с основанием 
АВ. Тогда ADCK — ромб, a DCBK — параллело­
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грамм. Поэтому

DK = BC = b, SADCK = pDK ■ AC = ±ab,

S^kcb — Здлкс — 2^adck = 4a^’
3 

Следовательно, o<^-b.

4.30. Трапеция ABCD разделена прямой, параллельной её основа­
ниям AD и ВС, на две равновеликие трапеции. Найдите отрезок этой 
прямой, заключённый между боковыми сторонами, если основания 
трапеции равны а и Ь.

~г — т----  По-п2 Ь — х

I а2+Ь2
Ответ: \ —г—,
Решение. Первый способ. Пусть точки М и N расположены на 

боковых сторонах АВ и CD трапеции ABCD, Р — точка пересечения 
с MN прямой, проходящей через точку С параллельно АВ, Q — точка 
пересечения с AD прямой, проходящей 
через точку N параллельно АВ. Обозна­
чим MN = х, и пусть Ьр и h2 — высоты 
подобных треугольников PCN и QND.

Пусть ВС = а и AD = Ъ (Ь > а). Из 
равенства площадей трапеций BMNC 
и MADN следует, что

(x + cQbp = (b + x)h2,
fti b+x откуда т- = —. 
/t2 -с I ci

Из подобия треугольников CPN и NQD следует, что тр- = 
этому

а2 + Ъ2
2Из этого уравнения находим, что х =

Второй способ. Пусть О — точка пересечения 
продолжений боковых сторон АВ и DC, S — пло­
щадь треугольника ВОС, MN = х— искомый от­
резок. Тогда SAMNO — S = SAAOD — SAMNO, или

X2 e _ Ь2 с X2 p

<-ч Cj kJ ““ kJ q kJ •a2 a2 a2
a2 + b2 Отсюда находим, что x2 = ——.
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4.31. В трапеции ABCD (AD || ВС) угол ADB в два раза меньше уг­
ла АСВ. Известно, что ВС = АС = 5 и AD = 6. Найдите площадь трапе­
ции.

Ответ: 22.
Решение. Построим окружность с центром в точке С и радиусом 

СВ = СА = 5. Поскольку KADB = IzACB, точка D принадлежит этой 
окружности, значит, CD = СА = 5. “

Пусть СК — высота равнобедренного треугольника ACD. Тогда 

ск = Vac2 - ак2 = V25-9 = 4.

Поскольку СК — высота трапеции ABCD, то 

„ AD+BC „„ 6 + 5 ,
23abcd — 2 ’~ 2 ' —

4.32. Дана трапеция ABCD, диагонали АС и BD которой пересе­
каются под прямым углом, а продолжения боковых сторон АВ и DC 
пересекаются в точке К под углом 30°. Известно, что КВАС = KCDB, 
а площадь трапеции равна S. Найдите площадь треугольника AKD.

3 1Ответ: -S или ?S.
Решение. Пусть AD > ВС. Тогда точки К и А лежат по разные сто­

роны от прямой ВС. Поскольку КВАС = KCDB, около 
О трапеции ABCD можно описать окружность. Поэто-
/ \ му трапеция равнобедренная. Следовательно, тре- 

р0°\ угольники AKD и ВКС также равнобедренные.
/ \ Поскольку

В L---Дс
КВАС = KBAD - KCAD-- 75° -45Q = 30°,

| /7\\ | то треугольник АСК равнобедренный, СК = АС. 
\[/ Тогда

Л SABKC = ±СК2 sin30° = |с№,
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а так как
S = SABCD = -АС-BD = ';АС2 = |сК2,

т° 5ДЖС = -S. Следовательно,

1 3
S&AKD = = 2^’

Если AD < ВС, то точки К и А лежат по одну сто­
рону от прямой ВС. В этом случае, рассуждая анало­
гично, получим, что

■5 /\AKD = 2^'

4.33. Окружность, построенная на основании AD трапеции ABCD 
как на диаметре, проходит через середины боковых сторон АВ и CD 
трапеции и касается основания ВС. Найдите углы трапеции.

Ответ: 75°, 75°, 105°, 105°.
Решение. Пусть М nN — середины боковых сторон соответственно

АВ и CD трапеции ABCD. Тогда MN || AD.
Пусть О — центр окружности, К — 

точка касания с основанием ВС,Р — точ­
ка пересечения радиуса ОК со средней 
линией MN. Тогда

OP =^ОК = -ON.

Из прямоугольного треугольника PNO 
находим, что APNO = 30°. Тогда

Z.NOD = KPNO = 30°, KCDA = ANDO = ■ ^'2 = 75°.

Аналогично находим, что ABAD = 75°.
4.34. Окружность, построенная на основании ВС трапеции ABCD 

как на диаметре, проходит через середины диагоналей АС и BD тра­
пеции и касается основания AD. Найдите углы трапеции.

Ответ: 30°, 30°, 150°, 150*
Решение. Обозначим через R радиус окружности. Пусть О — её 

центр, М и N — середины диагоналей АС и BD соответственно, К — 
точка касания окружности с основанием AD, Р — проекция верши­
ны В на основание AD. Тогда OM = R — средняя линия треугольни­
ка АВС. Поэтому

АВ = 2ОМ = 2R, BP = ОК = R.
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Из прямоугольного треугольника ВАР находим, что АВАР = 30й. Ана­
логично ACDA = 30°.

4.35. Диагональ BD трапеции ABCD равна т, а боковая сторо­
на AD равна п. Найдите основание CD, если известно, что основание, 
диагональ и боковая сторона трапеции, выходящие из вершины С, 
равны между собой.

Ответ: -.:Vm2 + n2.
Решение. Поскольку CD = СА = СВ, то точки D, А и В лежат на 

окружности с центром в точке С и радиусом CD.
Пусть К — вторая точка пересечения прямой CD с этой окружно­

стью. Тогда DK —диаметр, AB\\DK. Поэтому ВК=AD = п, a ZDBK=90°.
По теореме Пифагора

4.36. Дана равнобедренная трапеция, в которую вписана окруж­
ность и около которой описана окружность. Отношение высоты тра­

пеции к радиусу описанной окружности равно у |. Найдите углы тра­
пеции.

Ответ: 45°, 135°.
Решение. Пусть a — острый угол трапеции ABCD, h —высота тра­

пеции, R — радиус описанной окружности, М — проекция вершины С 
меньшего основания ВС на большее основание AD. Тогда

AM = :В( ■ AD', = |(АВ + С£>) = -2CD = CD,

AC = 2Rsina, AM CD - - AM2 + MC2 = AC2,’ sin a sin a
ИЛИ

—-----и h2 = 4Д2 sin2 a,
snr a siir a

2
= 4 sin2 a.R J
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2 Л 1 Л 9 4 9х —5— + 1 = 4sin а, или 6 sin' a-sin а- 1 = 0.
3 к sin a J

9 1Отсюда находим, что sin а ■ ■ Следовательно,

sin а = -7=, а = 45°.
л/2

4.37. На боковых сторонах АВ и CD трапеции ABCD взяты точки 
Р и Q соответственно, причём АР : РВ = 2:3. Отрезок PQ разбивает 
трапецию на части, одна из которых по площади втрое больше другой. 
Найдите отношение CQ: QD, если AD = 2ВС.

Ответ: 3:29.
Решение. Пусть продолжения боковых сторон АВ и CD трапеции 

пересекаются в точке Е. Тогда ВС — средняя линия треугольника AED, 
так как ВС = ±AD и ВС || AD. Поэтому

ЕР ЕВ + ВР 1ЕА+1АВ 2ЕА+1'2ЕА 8 4
ЕЛ ЕА ЕА ЕЛ :10 5’

Обозначим через S площадь трапеции ABCD. Тогда площадь треуголь-
ника ВЕС равна |s.

Предположим, что площадь четырёхуголь­
ника APQD в три раза меньше площади четы­
рёхугольника PBCQ. Тогда

4 3
S AAED = epbcq = 4Е’

1 3 13Sapeq = |S + ^S= gs,

а так как
„ _ЕР EQ
^APEQ ед *
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то
13 = 4 EQ 4 
12й 5 ’ ED ' 3й’

откуда находим, что ’' ? > 1. т. е. EQ > II), что невозможно, так
как точка Q должна лежать на отрезке CD.

Пусть теперь площадь четырёхугольника PBCQ в три раза меньше 
площади четырёхугольника APQD. Тогда

откуда находим, что Следовательно,

EQ 35 CQ 35-32 3
QD “ 29’ QD “ 29 “ 29’

4.38. Около окружности описана трапеция ABCD, боковая сторо­
на АВ перпендикулярна основаниям, М— точка пересечения диаго­
налей трапеции. Площадь треугольника CMD равна S. Найдите ради­
ус окружности.

Ответ: Vs,
Решение. Первый способ. Поскольку треугольники ВАС и В DC 

равновелики, а треугольник ВМС — их общая часть, то площадь 
треугольника АМВ также равна S.

Пусть О — центр окружности; R — её радиус; Р, F и Q — точки ка­
сания со сторонами ВС, CD и AD соответственно; К — проекция точ­
ки М на сторону АВ. Тогда

CF = СР = ВС - ВР = ВС — R, DF = DQ = AD - AQ = AD - R.

Отрезок OF — высота прямоугольного треугольника COD, проведён­
ная из вершины прямого угла, поэтому

Л2 = OF2 = CF-DF = (ВС R)(AD R).
„ _ AD-ВСОтсюда находим, что R = лин-ьс
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С другой стороны, из подобия треугольников АКМ и АВС следу­
ет, что КМ = ВСА^М, а из подобия треугольников AMD и СМВ — что 
AM AD ВС ■ AD п
АС = ADTBC’ П0ЭТ0МУ КМ = А1МГВС = R-

Поскольку АВ = 2R, то

S = SAAMB = -АВ-КМ = ~ 2R-R = R2.

Следовательно, R= V~S.
Второй способ. Пусть О —центр окружности; R — её радиус; Р, F, 

Q и Т — точки касания со сторонами ВС, CD, AD и АВ соответственно. 
Обозначим CF = СР = a, DF = DQ = Ь. Тогда

ВС = ВР + СР = R +a, AD = AQ + DQ = R + b, .

Отрезок OF — высота прямоугольного треугольника COD, проведён­
ная из вершины прямого угла, поэтому R = OF= CF ■ DF = Vab, зна­
чит,

CM _ R + a _ Vab + a _ •/a _ a _ a _ CP
MA R + b у a 5 -|_ 5 ,/T +++ R AQ ’

а так как ZMCP = ZMAQ, то треугольники MPC и MQA подобны no 
двум сторонам и углу между ними. Тогда /СМР = ZAMQ, значит, точ­
ки Р, М и Q лежат на одной прямой, а так как OP 1 АС, то на этой 
прямой лежит и точка О. Следовательно, ОМ || АВ и SAAOB = S^AMB = 
= Мемо = S, а так как SAAOB = ^АВ -ОТ =R-R = R2, то S = R2. Отсюда 

находим, что R = Vs.

Задачи на доказательство и вычисление

4.39.1. Окружность с центром О вписана в равнобедренную трапе­
цию ABCD с боковой стороной АВ.
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а) Докажите, что треугольник АОВ прямоугольный.
б) Найдите площадь трапеции, если радиус окружности равен 2, 

а точка касания делит боковую сторону трапеции в отношении 1:4.
Ответ: 20.
Решение, а) Центр окружности, вписанной 

в угол, лежит на его биссектрисе, поэтому 
АО и ВО — биссектрисы углов трапеции при 
боковой стороне АВ. Сумма этих углов рав­
на 180°, значит, сумма их половин равна 90°. 
Следовательно, АЛОВ = 90°.

б) Пусть М — точка касания окружности, 
вписанной в трапецию, с боковой сторо­
ной АВ. Тогда ОМ — высота прямоугольно­
го треугольника АОВ, проведённая из верши­
ны прямого угла. Положим MD=x, МА = 4х. 
Тогда ОМ2 = MD ■ МА, или 4 = 4х2. Значит, 

х=1 и CD = АВ = 5х = 5.
Сумма боковых сторон трапеции ABCD равна сумме оснований, 

а так как боковые стороны равны, то сумма оснований равна 10. Тогда 
средняя линия трапеции равна 5. Высота трапеции равна диаметру 
вписанной окружности, т. е. 4. Следовательно, площадь трапеции рав­
на 5-4=20.

4.40.1. Через вершину В трапеции ABCD с основаниями AD и ВС 
проведена прямая, параллельная диагонали АС. Пусть эта прямая пе­
ресекается с продолжением основания AD в точке Е.

а) Докажите, что треугольник DBE равновелик трапеции ABCD.
б) Найдите площадь трапеции, диагонали которой равны 10 и 24, 

а средняя линия равна 13.
Ответ: 120.

Решение, а) Противоположные сто­
роны четырёхугольника АСВЕ попарно 
параллельны, значит, это параллело­
грамм. Поэтому АЕ = ВС. Треугольники 
ВАЕ и DBC равновелики, так как у них 
равны высоты, опущенные из вершин

В и D, и равны стороны АЕ и ВС. Треугольник ABD — общая часть 
трапеции ABCD и треугольника DBE, следовательно, SABCD = SADBE.

б) Пусть АС = 10, BD = 24, а средняя линия трапеции ABCD равна I. 
Тогда

I = ^(BC + AD) = ±(AE + AD) = ±DE.
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Отсюда находим, что DE = 21 = 26. Треуголь­
ник DBE прямоугольный, так как DE2 = 
= 676 = 100 + 576 = BE2 + BD2, поэтому

S\hcd = S&BDB = qBE'BD ~ 2 'Ю-24 = 120.

4.41.1. Боковая сторона CD трапеции ABCD равна основанию AD.
а) Докажите, что С А — биссектриса угла BCD.
б) Прямая, проходящая через вершину С перпендикулярно CD, 

пересекает боковую сторону АВ в точке М. Найдите отношение 
ВМ: AM, если известно, что AD = CD = 2ВС и AADC = 60”.

Ответ: 1:2.
Решение, а) Треугольник ADC равнобедренный, 

поэтому AACD = ACAD = ААСВ. Следовательно, 
СА — биссектриса угла BCD.

б) Обозначим ВС = а. Тогда AD = CD = 2а. Тре­
угольник ADC равносторонний, поэтому АС = 2а. 
СМ — биссектриса треугольника АВС, так как 

АВСМ = ABCD - AMCD = 120° - 90° = 30° = |ZACB.

По свойству биссектрисы треугольника

ВМ ВС а 1
AM ~ АС “ 2а = 2 ’

4.42.1. Прямая, параллельная основаниям ВС и AD трапеции ABCD, 
пересекает боковые стороны АВ и CD в точках М и N соответствен­
но, а диагонали АС и BD — в точках К и L соответственно, причём 
точка К лежит между М и L.

а) Докажите, что МК = NL.
б) Найдите MN, если ВС = a, AD = Ъ и МК: KL: LN = 1:2:1.
„ 4аЬОтвет: ---- г.За +Ь
Решение, а) Треугольник АМК подобен треугольнику АВС по двум 

углам, причём коэффициент подобия равен 
Треугольник DNL подобен треугольнику DCB с ко- 
эффициентом угг, а так какMN || ВС, то = , = -г=-.
Значит,

МК = ВС • = ВС • = NL.Ab DL.
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MBL и ABD 
чим, что

б) Пусть диагонали трапеции пересекаются 
в точке О. Заметим, что точка К не может лежать 
между О и С, так как в этом случае МК > KL, что 
не соответствует условию задачи (МК:KL = 1:2).

Следовательно, точка К лежит между А и О. 
Обозначим МК = NL = x. Тогда KL = 2х, ML = Зх.

Из подобия треугольников AM К и АВС следу- 
х МК AM .. -ет, что - = . = —■. Из подооия треугольников

Зх ML ВМ „следует, что — = Сложив эти равенства, полу-

х | Зх 
а b

AM ВМ АМ+ВМ АВ
АВ + АВ ~ АВ ~ АВ

Из уравнения
4аЬ

х Зх- + = 1 находим, что х = ab „ ,3 . Следовательно, MN =

= 4х = „ . ,. За +Ь
4.43.1. В равнобедренную трапецию ABCD с основаниями AD и ВС 

вписана окружность, СН — высота трапеции.
а) Докажите, что центр окружности, вписанной в трапецию, лежит 

на отрезке ВН.
б) Найдите диагональ АС, если средняя линия трапеции равна 

2хП, a AAOD = 120°, где О — центр окружности, вписанной в трапе­
цию, a AD — большее основание.

Ответ: 7.
Решение, а) Поскольку трапеция рав­

нобедренная, Al I . ! Л1) ■ ВС : (см. п. 5 
приложения 2), а так как суммы про­
тивоположных сторон описанного че­
тырёхугольника равны, то AD + ВС = 
= АВ + CD = 2АВ = 2CD. Значит,

АВ = ^(AD+BC) = АН.

Треугольник АВН равнобедренный, поэтому углы при его основа­
нии ВН равны. Тогда АСВН = ЛАНВ = КАВН, значит, ВН — биссек­
триса угла АВС. Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его 
биссектрисе, следовательно, центр О окружности, вписанной в тра­
пецию ABCD, лежит на ВН.

б) Точка О лежит на биссектрисе угла ADC, поэтому

ЛАОС = 2ZADO = 2(60° - 30°) = 60°.
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Средняя линия трапеции равна полусумме оснований, поэтому АН = 
= АВ = CD = | (AD + ВС) = 2v'7. Из прямоугольно­
го треугольника CDH находим, что

_ ./з ._
СН = CD sin 60° = 2у7- = V21.

Следовательно,
АС = V АН2 + СИ2 = V28 + 21 = 7.

4.44.1. Точки LhN — середины оснований ВС и AD трапеции ABCD 
соответственно, а точки К и М — середины диагоналей АС и BD 
соответственно. Известно, что KM = LN.

а) Докажите, что сумма углов при одном из оснований трапеции 
равна 90°.

б) Найдите высоту трапеции, если площадь четырёхугольника 
KLMN равна 12, а разность оснований трапеции равна 10.

Ответ: 4,8.
Решение, а) Предположим, что ВС <AD. Отрезки KL и MN — сред­

ние линии треугольников АВС и ABD, поэтому KL =MN и KL || MN. 
Значит, KLMN — параллелограмм, а так как его диагонали КМ и LN 
равны, то это прямоугольник. Поскольку АВ || KL, CD || LM и KL 1LM, 
то АВ 1 CD. Следовательно, /BAI) + KCDA = 90°.

б) Через вершину С проведём прямую, параллельную АВ. Пусть 
эта прямая пересекает основание AD в точке Р. Четырёхугольник 
АВСР — параллелограмм, поэтому АР = ВС. Тогда DP = AD — АР = 
= AD — ВС = 10. Поскольку АВ 1 CD, то СР 1 CD. Значит, треуголь­
ник DCP прямоугольный.

Пусть СН — высота трапеции. Тогда СН — высота прямоугольного 
треугольника DCP, проведённая из вершины прямого угла. Следова­
тельно,

_ Cl)-СР _ CD-АВ _ 2LM-2KL _ . LM-KL __ Л $KLMN . л 12 л о4- рд - - 4- —г - 4- — - 4,8.

В L С

А N Р Н ТО D
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4.45.1. Окружность, проходящая через вершины А, В и С трапе­
ции ABCD с основаниями AD и ВС, вторично пересекает прямую AD 
в точке М.

а) Докажите, что АС=ВМ.
б) Найдите АС, если AD = 16, CD = 8/3 и А AM В = 60°.

Ответ: 8.
Решение, а) Трапеция АВСМ вписана 

в окружность, поэтому она равнобедренная. 
Диагонали равнобедренной трапеции рав­
ны, следовательно, АС = ВМ.

б) Диагонали равнобедренной трапеции 
образуют равные углы с основанием, поэто­
му АСАМ — ААМВ = 60°. Обозначим АС = х. 
Применяя теорему косинусов к треугольни­
ку ACD, получим уравнение

(8л/3)2 = х2 + 162-16х,
из которого находим, что х = 8.

4.46.1. Дана трапеция, в которую можно вписать окружность 
и около которой можно описать окружность.

а) Докажите, что проекция диагонали этой трапеции на большее 
основание равна боковой стороне.

б) Найдите расстояние между центрами вписанной и описанной 
окружностей, если основания трапеции равны 3 и 27.

Ответ: 10.
Решение, а) Трапеция, вписанная в окружность, равнобедренная. 

Пусть AD > ВС — её основания, СН — высота. Тогда АН — проекция 
диагонали АС на большее основание. Известно, что АН = l;(AD +ВС} 

(см. п. 5 приложения 2), а так как в трапецию вписана окружность, 
то сумма оснований равна сумме боковых сторон, т. е. AD + ВС = 
= АВ + CD = 2АВ. Следовательно, АН = АВ.

б) Пусть О и Q — центры вписанной и описанной окружностей 
трапеции ABCD с основаниями AD = а и ВС = b (а > b), Р — точка 
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касания вписанной окружности с боковой стороной CD, F — середи­
на CD.

Прямая OQ — серединный перпендикуляр отрезков ВС и AD, пря­
мая QF — серединный перпендикуляр к отрезку CD, отрезок OF — по­
ловина средней линии трапеции ABCD. Треугольники OPF и FOQ по­
добны по двум углам. Поэтому

OQ _ PF _ 1 1 , , ,, а-1-b
OF OP’ 2’2(-а + °'' 4 ’

PF = CF - CP = CF - |BC = ~^ =

Пусть радиус вписанной в трапецию окружности равен г. Треуголь­
ник COD прямоугольный, а ОР — его высота, опущенная на гипоте­
нузу, поэтому

OP = г = VCP-PD =

Следовательно,

- ПР PF = = а2-Ъ2 = 27'2-32 _ 720
4 '^-0Р - 8УЖ - - 8v.^3 8.9

4.47.1. Диагональ BD трапеции ABCD (AD || ВС) разбивает её на 
два равнобедренных треугольника с основаниями AD и DC.

а) Докажите, что луч АС — биссектриса угла BAD.
б) Найдите CD, если известны диагонали трапеции: BD = 5 и 

АС = 8.
Ответ: 6.
Решение, а) Имеем /ВАС = /АСВ = ACAD, следовательно, АС — 

биссектриса угла BAD.
б) Поскольку BA = BD = ВС = 5, точки A, D и С лежат на окруж­

ности радиуса 5 с центром В. Продолжим основание ВС за точку В 
до пересечения с этой окружностью в точке С;. Тогда СС- —диа­
метр окружности, a ADCC1—равнобедренная трапеция. Поэтому
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ДС2 = CD, а так как точка А лежит на окружности с диаметром 
то ZCAC1 = 90°. Из прямоугольного треугольника АСС1 находим, что

АС1 = ^CCj-AC2 = 7100-64 = 6.

Следовательно, CD = АСг — 6.
4.48.1, Окружность с центром О, вписана в прямоугольную трапе­

цию ABCD с прямым углом при вершине А. Окружность с центром 
О2 касается большей боковой стороны CD и продолжений оснований 
трапеции.

а) Докажите, что OLCO2D— прямоугольник.
б) Найдите площадь этого прямоугольника, если точка касания М 

вписанной в трапецию окружности делит меньшее основание на от­
резки ВМ = 6 и СМ = 4.

Ответ: 78.
Решение, а) Пусть окружность с центром О2 касается продолжения 

основания ВС в точке N. Центр окружности, вписанной в угол, лежит 
на его биссектрисе, поэтому

ADCO2 = l;ADCN = ^AADC = /СА)О}.

Значит, CO2 UDOp Аналогично £>O2 || COX, следовательно, OXCO2D — 
параллелограмм, а так как ZCO, D = 90° (как угол между биссектриса­
ми внутренних односторонних углов при параллельных прямых и се­
кущей), то это прямоугольник.
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б) Пусть окружность с центром О касается стороны АВ в точке Е. 
Тогда ВЕО^М — квадрат, поэтому ОгМ = ВМ = 6, т. е. радиус обеих 
окружностей равен 6.

Пусть окружность с центром €>■ касается стороны CD в точке Р. 
Тогда СР = СМ — 4, а так как радиус ОгР — высота прямоугольного 
треугольника CO^D, проведённая из вершины прямого угла, то

DP =
ОгР2

СР
36-9
4 у

Тогда
CD = CP + DP = 4 + 9 = 13.

Следовательно,

^OjCOjD = 25дсо1л = 2 • -CD • О}Р = 13 • 6 = 78.

4.49.1. В окружность вписаны две трапеции. Основания и боковые 
стороны одной из них соответственно параллельны основаниям и бо­
ковым сторонам другой.

а) Докажите, что диагонали одной трапеции равны диагоналям 
другой.

б) Найдите отношение площадей этих трапеций, если известно, 
что боковая сторона одной из них равна радиусу окружности, а бо­
ковая сторона другой в два раза меньше.

Ответ: 4: л/5.
Решение, а) Обе трапеции равнобедренные, так как они вписаны 

в окружность. Пусть трапеция ABCD с основаниями AD и ВС и трапе­
ция KLMN с основаниями KN и LM вписаны в окружность радиуса R, 
причём AD || KN, АВ || MN и CD || KL. Тогда /ADC = /LKN как углы 
с соответственно сонаправленными сторонами. По теореме синусов 
AC = 2Rsin /Л1)С и LN = 2jRsin /LKN. Следовательно, AC = LN.
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б) Обозначим /ADC = /LKN = а. Пусть KL = R, АВ = Проведём 
высоту LP трапеции KLMN и высоту ВН трапеции ABCD. Тогда от­
резки NP и DH равны средним линиям соответствующих трапеций 
(см. п. 5 приложения 2). Из прямоугольных треугольников KPL и АНВ 
находим, что

д
LP = KL sin а = R sin а, ВН = sin а,

а из прямоугольных треугольников LPN и BHD — что

NP = VLN2-LP2 = \/ 4R2 sin2 а - R2 sin2 а = RV3 sin a,

DH = HID" /ill" = ^4R2sin2a- ‘ ' sin2 a = |WT5sina.

Проекция диагонали равнобедренной трапеции на основание равна 
KN + LM .тп AD + BC „ полусумме основании, т. е.---- ------= NP и----- ----- = DH. Значит,

SKLMN = NP LP = R л/3 sin a • R sin a = R2 sin2 a,

Sabcd = DH ■ ВН = /15 sin a- |jRsina — 15 sin2 a.

Следовательно,
Sklmn _ R2 /3 sin2 a _ 4
SABCD Ж/15 sin2 a v'5

4
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Подготовительные задачи

5.1. Катет и гипотенуза прямоугольного треугольника равны 12 
и 20 соответственно. Найдите высоту, проведённую из вершины пря­
мого угла.

Ответ: 9,6.
Решение. Пусть АВС — прямоугольный треугольник с катетом 

ВС = 12 и гипотенузой АВ = 20, СН — его высота. По теореме Пи­
фагора

АС = JAB2-BC2 = л/202 —122 = д/С20 — 12) (20 + 12) = /8732 =16.

С одной стороны,

S&ABC = АВ ■ СН = | • 20 • СН = 10СН, 

с другой —

5давс = уВС-АС = |-12-16 = 96.

Из равенства 10СН = 96 находим, что СН = 9,6.

5.2. Найдите высоту прямоугольного треугольника, опущенную на 
гипотенузу, если известно, что основание этой высоты делит гипоте­
нузу на отрезки, равные 1 и 4.

Ответ: 2.
Решение. Пусть АВС — прямоугольный треугольник 

с гипотенузой АВ, СН — его высота, ВН = 1, АН = 4.
По теореме о высоте прямоугольного треугольника, 

проведённой из вершины прямого угла,

СН‘-=ВН-АН = 1-4 = 4.

Следовательно, СН = 2.

5.3. Высота равнобедренного треугольника, опущенная на боко­
вую сторону, разбивает её на отрезки, равные 2 и 1, считая от вер­
шины треугольника. Найдите эту высоту.

Ответ: -/5.
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4 Решение. Пусть СН — высота равнобедренного
Л треугольника АВС, опущенная на боковую сторо- 

/V нуАВ, АН = 2,ВН=1. Тогда АС = АВ = 3.
у \ По теореме Пифагора из прямоугольного тре-
/ угольника АСН находим, что

СН2 = АС2 -АН2 = 9- 4 =5.
L В

Следовательно, СН = /5.
5.4. Стороны треугольника равны 10, 17 и 21. Найдите высоту тре­

угольника, проведённую из вершины наибольшего угла.
Ответ: 8.
Решение.
Пусть стороны АС, АВ и ВС треугольника АВС равны 10, 17 и 21 

соответственно, АН — высота, опущенная на сторону ВС.
Первый способ. Поскольку ВС — наибольшая сторона треугольни­

ка, основание Н высоты, опущенной на эту сторону, лежит на отрез­
ке ВС. Обозначим СН х. Тогда ВН = ВС - СН = 21 ■ х.

Выражая по теореме Пифагора из прямо-
А угольных треугольников АСН и АВН квадрат об-

щего катета АН, получим уравнение

/ п Ю2-х2= 172 — (21 — х)2,
С х Н 21-х В

из которого найдём, что х = 6. Следовательно, 

ah = Vac2 - сн2 = Vwo-x2 = лоо-зб = 8.

Второй способ. Пусть р— полупериметр треугольника АВС, р = 
10 + 17 + 21 q л т-г 1 р------ ?------ = 24. По формуле Герона 

^ДАВС — 7р(р-АС)(р-АВ)(р-ВС) =

= ^24(24-10) (24 -17) (24 - 21) = Л4-14-7-3 = 3 • 7 • 4 =84.

С другой стороны, 

] 1 215давс = ^ВС-АН = j-21-АН = ^-АН.

21Из равенства — АН = 84 находим, что АН = 8.
Третий способ. По теореме косинусов

,.пТ, АС2 + ВС2-АВ2 100 + 441-289 3
C0S ЛАСВ = -----2 АС-ВС = 2.10-21 • = 5-
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4
Тогда sin ААСВ = Из прямоугольного треугольника АСН находим, 
что

4
АН = AC sin А АС В = 10 - = 8.

5.5. В треугольнике АВС известно, что АВ = а, АС = b, ABAC = 120я, 
Найдите биссектрису AM.

abОтвет: ——г.а + Ъ
Решение. Поскольку SAABC = SAABM + 5ДАСМ, то

АВ -AC sin ABAC = '■ АВ-AM sin АВАМ + = AM • AC sin АСАМ, 

или
^ab sin 120° = ia • AM sin 60° 4- |b • AM sin 60°,

iab • -тД = ia ■ AM ■ 4- ib • AM ■ ab = AM(a 4- b).
Ал Ал Ал Ал Ал Ал

г-. л, г а.ЬСледовательно, AM =

5.6. Катеты прямоугольного треугольника равны а и Ь. Найдите 
биссектрису, проведённую из вершины прямого угла.

_ аЬл/2Ответ: ——г.а+Ь
Решение. Пусть х— искомая биссектриса. Сумма площадей тре­

угольников, на которые биссектриса разбивает данный треугольник, 
равна площади данного треугольника, т. е.

±ах sin 45° 4- bx sin 45° = .

„ abi/2Отсюда находим, что х= д .

5.7. В треугольнике АВС известно, что АВ = 8, АС = 6, ABAC = 60?.
Найдите биссектрису AM.

„ 24^3Ответ: ——.
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Решение. Поскольку SAABC — ^аавм + Saacm, то 

Ь\В- AC sin ABAC =

= ±АВ ■ AM sin АВАМ + ^АМ-AC sin АСАМ, 

или
4 8-6sin60° = 1 • 8-AM sin30° 4 | • 6-AM sin30°.

г- 1 24д/3или 12V3 = . ■ ■ 7AM. Следовательно, AM = —у—.

5.8. Найдите высоту трапеции, боковые стороны которой равны 
6 и 8, а основания равны 4 и 14.

24Ответ: —.
Решение. Через вершину меньшего основания трапеции проведём 

прямую, параллельную боковой стороне. Эта прямая отсекает от тра­
пеции треугольник со сторонами 6, 8 и 10. 
Этот треугольник прямоугольный. Его высо- 

, 64 24та п = -7-~ = — является также высотой тра­
пеции.

Тренировочные задачи

5.9. Найдите высоты треугольника, если его площадь равна S, а ут­
лы равны а, /3 и у.

2Ssinasin/3 sin у у/ 2.S sin a sin /3 sin у у/ 2.S sin a sin /3 sin у
Ответ : ---------- :----- ■----- ------------- г——----- ,------------------ '■-----sm а ’ sin р sm у
Решение. Пусть высоты, опущенные на стороны ВС = а, АС -- Ъ, 

АВ = с, равны х, у и z соответственно. Тогда

х х 1 yx2sina
b = -.—, с = ——д, S = ~:bc sin а = . а .— sm у ’ sm р ’ 2 sm р sm у

Отсюда находим, что
, 2S sin Р sin г 

X = ----- :--------.sma
Следовательно,

у/2Ssinasin/3 sin у 
х = ■ ------ . ---- 'sin a

Аналогично найдём у и г.
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5.10. Расстояния от точки М, лежащей внутри треугольника АВС, 
до его сторон АС и ВС соответственно равны 2 и 4. Найдите расстоя­
ние от точки М до прямой АВ, если АВ= 10, ВС= 17, АС = 21.

29Ответ: — .
Решение. По формуле Герона

SAABC = i/24-3-7-14 = 7-3-4 = 84.
Пусть Р и Q — проекции точки М на стороны ВС и АС, а Т — на сто­
рону АВ. Тогда

$ДАВС = $ДВМС + $ДАМС + $ДАМВ =

= ^ВС-МР+ ^АС ■ MQ + |АВ • МТ =

= 17-4+1-21-2+ 4-Ю-МТ = 34 + 21 + 5МТ.

Отсюда находим, что
SAASC -34-21 _ 84-34-21 _ 29

5 5 5 '

5.11. К окружности радиуса 7 проведены две касательные из одной 
точки, удалённой от центра на расстояние, равное 25. Найдите рас­
стояние между точками касания.

Ответ: 13,44.
Решение. Пусть прямые, проходящие через точку М, касаются дан­

ной окружности в точках А и В, О — центр окружности, К — середи­
на АВ. Тогда

МА = МВ = VOM2 - ОА2 = V252 - 72 = 24.



98 § 5. Как находить высоты и биссектрисы треугольника

Поскольку ОМ-АК=АМ-АО (удвоенная площадь треугольника ОАМ), 
то

AM-АО 24-7 168
АК ~ ОМ ~ 25 ” 25 ’ 

Следовательно,
АВ = 2АК 13,44.

5.12. Найдите площадь равнобедренного треугольника, если высо­
та, опущенная на основание, равна 10, а высота, опущенная на боко­
вую сторону, равна 12.

Ответ'. 75.
Решение. Пусть ВК и СМ — высоты равнобедренного треугольни­

ка АВС (АВ ВС, ВК = 10, СМ =12). Обозначим АК КС х. Тогда

АВ2 = ВК2+АК2 = 100 + х2,
Sxabc = аАС-ВК = ^АВ-СМ.

Поэтому

AC-BK -—AB-СМ, или 2х-10= V100+x2-12.
С х К х А
тл 15 сИз этого уравнения находим, что х . Следовательно,

Saabc=-2AC-BK = 75.

5.13. На катете ВС прямоугольного треугольника АВС как на 
диаметре построена окружность, которая пересекает гипотенузу АВ 
в точке К. Найдите площадь треугольника СКВ, если катет ВС равен а, 
а катет АС равен Ъ.

..Ответ: 2(а2-|-Ь2)
Решение. По теореме Пифагора

АВ = у/ВС2 + AC2 = Va2 + b2.
Точка К лежит на окружности с диаметром ВС, поэтому ЛВКС = 90°.
Треугольник СВК подобен треугольнику АВС по двум углам, причём

коэффициент подобия равен А = , 
АВ /а2+Ь2

Поскольку площадь треугольника СВК равна 
площади треугольника АВС, умноженной на 
квадрат коэффициента подобия, то

■5дсвх —
1 , а3Ъ

' 2аЬ = 2(а2 + Ь2)’
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5.14. На высоте CD, опущенной из вершины С прямоугольного 
треугольника АВС на гипотенузу АВ, как на диаметре построена 
окружность, которая пересекает катет АС в точке Е, а катет ВС 
в точке F. Найдите площадь четырёхугольника CEDE, если катет АС 
равен Ъ, а катет ВС равен а.

_ а3Ъ3Ответ: , .
(а2 +Ь2)2

Решение. Поскольку 25ДАВС = АВ ■ CD = АС • ВС, то
АС

CD = BC.-B = ab 
у/а2+ Ъ2

Поскольку DF — высота прямоугольного 
дённая из вершины прямого угла, то

_ CD2 ab2
ВС а2+Ъ2'

Аналогично находим, что СЕ = д2а_Д2.
Поскольку CFDE—прямоугольник, то

Scfde = CF-CE= ^+ьъ2у.

треугольника CDB, прове-

5.15. В равнобедренном треугольнике основание и боковая сторо­
на равны соответственно 5 и 20. Найдите биссектрису треугольника, 
проведённую из вершины угла при основании.

Ответ: 6.
Решение. Пусть ВК — биссектриса равнобедренного 

треугольника АВС (АВ = АС = 20, ВС = 5), М — середи­
на ВС.

Из прямоугольного треугольника АМС находим, что
_ МС _ 1 cosZC АС 8.

По свойству биссектрисы треугольника
АК АВ
КС - ВС ~г‘

Поэтому КС = =АС = 4. По теореме косинусов из треуголь­
ника В КС находим, что ВМС

ВК2 = ВС2 + КС2 - 2ВС ■ КС cos КС = .25 +16-2-5-4-1 = 36.
О

5.16. В равнобедренном треугольнике BCD с основанием BD про­
ведена биссектриса BE. Известно, что СЕ = с и DE = d. Найдите BE.

Ответ: d\/2+ -.V с
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Решение. Первый способ. По свойству биссектрисы
ВС СЕ треугольника ' 77 откуда находим, что

BCDE (c + d)d
BD ~ ~сЁ~ -

Пусть СМ — высота треугольника BCD. Тогда

DM =±BD = (c+d)d 
2с

Из прямоугольного треугольника CMD находим, что
(c+dld

/PIW DM 2с dcos EBDC = -г:- =---- r =CD c + d 2c

По теореме косинусов из треугольника BDE находим, что

BE2 = BD2 + DE2 - 2BD -DE cos /ВВС =

(£±^y+d2_2.(£±10d.d d =d2(2+d
cl c 2c \ c

Следовательно, BE = d у 2 + у.
„ .. с- ,, , ВС CEВторой способ. По свойству оиссектрисы треугольника 

откуда находим, что

BCDE (c+d)d
BD ~ М ~ ~Г~

По формуле для квадрата биссектрисы

BE2 = ВС • BD — СЕ ■ DE = А ■ d, cd d" [ 2 ■

Следовательно, BE = d у/ 2 + у.

5.17. В треугольнике АВС на стороне АС как на диаметре постро­
ена окружность, которая пересекает сторону АВ в точке М, а сторо­
ну ВС — в точке N. Известно, что АС = 2, АВ = 3, AM : МВ = 2:3. Най­
дите AN.

24
Ответ: —=

•Л45
Решение. Поскольку точки М и N лежат на окружности с диамет­

ром АС, то
А АМС = A AN С = 90°.
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По теореме Пифагора

МС2 = АС2 - AM2 = 22 - • З) 2 =

ВС = VMC2+BM2 = +
у Zu О \ О у о

Поскольку

AB-CM=BC-AN, то AN = АВр^М = *-^=.
ВС V145

5.18. В прямоугольном треугольнике АВС проведена биссектри­
са CD из вершины прямого угла С. Известно, что AD = т, BD = п. 
Найдите высоту, опущенную из вершины С.

,, mn(m+n)Ответ: т2 + п2
Решение. Биссектриса треугольника делит его сторону на отрезки,

AC AD т р. пропорциональные двум другим сторонам, поэтому — = — = — - По­
ложим АС = тх, ВС = пх. По теореме Пифагора

АВ2 = АС2 + ВС2, Ст + п)2 = т2х2 + п2х2,
2 (т + п)2 

откуда находим, что х = ^2.
Пусть СН — искомая высота. Выражая пло­

щадь треугольника АВС двумя способами, по­
лучим, что

АВ-СИ = х.ВС-АС,
следовательно,

ВС -АС __ хп ■ хт _ 2 пт _ (m I п)2 тп _ тп(т+п) 
АВ т + п ' т + п т2+п2 т + п т2 + п2

5.19. В треугольнике АВС угол С равен 60°, а биссектриса CD рав­
на 5-/3. Длины сторон АС и ВС относятся как 5 :2. Найдите тангенс 
угла А и сторону ВС.

ГУ Л ПОтвет: —; 7.
Решение. Положим ВС = 2t, АС = St. Тогда

5давс = | - ВС-ACsin60° = |t2V3,

^давс = S&bcd +$&acd = 2 ' sin 30 + 2 'АС • CD sin 30 =

= |-21-5^/3-^-|.^-5г-5у/3-| = |-7(-5л/3-| = -^-Сл/З.
ZU ZU 4UI 4UI tLi I
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Из уравнения г V3 ^1л/3 находим, 
7 35что t =-. Тогда ВС = 2t = 7, АС = 5t = .

Пусть Е — проекция точки D па пря­
мую АС. Поскольку ВС < АС, то ADAC = 
= ABAC < 90е, поэтому точка Е лежит 
на стороне АС, а не на её продолжении. 
Тогда из прямоугольных треугольников

CED и AED находим, что

DE = CDsin30° = -CD = СЕ = CDcos30° = 5л/3-^ = у,

5а/335 15 DF “Г л/ЗАЕ = АС —СЕ = = 10, tgZDAE =
Ал Ал / \ _L I

5.20. В треугольнике ABC на сторонах AB и ВС отмечены точки 
М и N соответственно, причём ВМ = BN. Через точку М проведена 
прямая, перпендикулярная ВС, а через точку N —прямая, перпенди­
кулярная АВ. Эти прямые пересекаются в точке О. Продолжение от­
резка ВО пересекает сторону АС в точке Р и делит её на отрезки АР = 5 
и PC = 4. Найдите ВР, если известно, что ВС = 6.

Ответ: 5.
Решение. Высоты треугольника BMN, проведённые из вершин 

М и N, пересекаются в точке О, значит, его высота, проведённая из 
вершины В, также проходит через точ­
ку О, а так как треугольник BMN рав­
нобедренный, то луч ВО — биссектри­
са угла MBN. Тогда ВР — биссектриса 
треугольника АВС. По свойству бис- 

АВ АР 5 сектрисы треугольника — = — 4,
откуда находим, что

Л» = »С'ЕГ=6'? = Т-

AB AP 5

По формуле для биссектрисы треугольника
„ 15ВР2 = ВС-АВ —СР-АР = б-у--4-5 = 45-20 = 25.

Следовательно, ВР = 5.
5.21. Окружность касается сторон АВ и ВС треугольника АВС 

в точках D и Е соответственно. Найдите высоту треугольника АВС, 
опущенную из вершины А, если АВ = 5, АС = 2, а точки A, D, Е, С 
лежат на одной окружности.
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„ 4-66Ответ: ——.
Решение. По свойству вписанного четырёхугольника ADAC180°- 

- ACED = ABED. Аналогично А АСЕ = ABDE, а так как BD = BE как 
отрезки касательных, проведённых к окружности из 
одной точки, то ABDE = ABED. Значит, ABAC = АВСА, 
треугольник АВС равнобедренный, АВ = ВС = 5.

Пусть h — высота треугольника АВС, опущенная 
из вершины В. Тогда

h = ^AB2-(Jy)2 = V25-1 = 2л/6.

Если АР—высота треугольника АВС, то АС ■ h = 
= ВС-АР. Следовательно,

_ AC-h 2-2V6 4л/6
АР~ ВС ~ 5 ' “ 5

5.22. В треугольнике АВС проведены биссектрисы АЕ и CD. Най­
дите длины отрезков CD, СЕ, DE и расстояние между центрами окруж­
ностей, вписанной в треугольник АВС и описанной около треугольни­
ка АВС, если АС = 2, ВС = 4, ААСВ = arccos Д.

16
ггх ГТ. гт: ® гл г- 34 qОтвет: CD = Ao, СЕ — DE = - г ■, р=2с .

Решение. Обозначим ААСВ = у, ААВС = р. По условию задачи 
11 mcosy = yg. Тогда

sin у = У1 - cos2 у =

По теореме косинусов

121 3V15
256 “ 16 ’

= V20-11 = 3.АВ = уАС2 + ВС2 - 2АС - ВС cos у =
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По свойству биссектрисы треугольника
АД _ АС _ 2 _ 1 СЕ _ АС _ 2 
DB ~ ВС ~ 4 ” 2’ BE ~ АВ ~ 3’

поэтому 
1 2AD = ~АВ = 1, BD = fAB = 2, 

СЕ=|ВС = |.4 = |, ВЕ = /

По формуле для биссектрисы треугольника

CD = VАС ■ ВС - AD ■ BD = /2-4-1-2 = л/б.

Пусть R — радиус описанной окружности треугольника АВС, О — 
центр этой окружности. По теореме синусов

„АВ 3 8 . „ АС 2 /15
R ~ 2sinr “ 2 зЛб “ Sm/3 “ 2R “ 9.-4= ~ 8 '

16 V15

7
Тогда cos /3 = g • Из треугольника BDE по теореме косинусов находим, 
что

DE = ^BD2 + BE2 - 2BD ■ BE cos/3 = 1/4+- 2• 2■|

Пусть г — радиус вписанной окружности треугольника АВС, р — 
полупериметр треугольника, S — площадь. Тогда

2+ 3 + 4 9 r. 1 л,. . 1 „ л 3/15 3/15р= —у = 5, S = ^AC-BCsmr = х-2-4- , д :—.'22 2 '2 16 4
Следовательно,

Г р 2 6’
2

Пусть вписанная окружность с центром Q касается стороны АС 
треугольника АВС в точке М, а N — середина этой стороны. Тогда

9 3 3 1СМ = р — АВ = |-3 = |, MN = \CM-CN\ = | - 1 = ±

По теореме Пифагора

ON = VOC2 — CN2 = VR2 - CN2 = \l^~l =
v 15 /15

Искомый отрезок OQ есть большая боковая сторона прямоуголь­
ной трапеции MNOQ с основаниями MQ и ON. Пусть F — основание 
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перпендикуляра, опущенного из точки Q на ON. Тогда

7 5 9OF=\ON-FN\ = \ON-QM\ =

QF = MN =

Следовательно,

Р = OQ = ^QF2 + OF2 = ^ + % = 2Д.

(Заметим, что отрезок OQ можно было найти по формуле Эйлера: 
р = AM - IRr.}

5.23. В треугольнике АВС отношение стороны ВС к стороне АС 
равно 3, а /ЛСВ = а. Из вершины С проведены два луча, делящие 
угол АСВ на три равные части. Найдите отношение отрезков этих лу­
чей, заключённых внутри треугольника АВС.

2cosf+ 3
Ответ: -г-------- 5—7.6 cos J +1
Решение. Пусть М и N — точки пересечения указанных лучей со 

стороной АВ (М лежит между А и N). Обозначим АС = х, СМ = у, 
CN = z. Тогда ВС = Зх.

„ 1 . 2а „ , „ 1 , а , 1 .а
S&ACN — 2XZ Sln “ - ^ДАСМ + S&MCN ~ 2 xy sm 3 + 2 ^Z Sln 3 ’

2xzcos j
Отсюда находим, что у = x + z . Из треугольника МСВ аналогично 
находим, что

бху COS j

Z~ у+Зх

Выразим х из полученных равенств:
_ yz _ yz

Х 2zcos|-y’ Х 6ycos^-3z’

Приравняв правые части этих выражений, получим уравнение
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Разделим обе части этого уравнения на z и найдём нужное отноше- 
у ние —:
’ У 2 c°s у + 3

Z ~ 6 cos | + 1 ’

5.24. Биссектриса CD угла АСВ при основании ВС равнобедрен­
ного треугольника АВС делит сторону АВ так, что AD ВС. Найдите 
биссектрису CD и площадь треугольника АВС, если ВС = 2.

Ответ: 2; tg72° = 1/5 + 2л/5.
Решение. Первый способ. Обозначим АВ = АС = х. Тогда BD = х - 2.

По формуле для квадрата биссектрисы треугольника
С/Г = AC-BC-AD-BD = х • 2 - 2 • (х - 2) = 2х-2х + 4 = 4.

Значит, CD = 2.
Поскольку CD = AD = ВС, треугольники ACD и CBD равнобедрен­

ные. Пусть ABAC = а. Тогда
AACD = ACAD = a, ACBD = ABDC = ACAD + AACD = 2а,

а так как сумма углов треугольника BCD рав­
на 180°, получаем уравнение

a-I-2а + 2а = 180°,
из которого находим, что а = 36°;

Пусть АН — высота треугольника АВС. Тогда 
ВН = СН = 1. Из прямоугольного треугольника 
АВН находим, что

АН = ВН tg АСВА = 1 -tg2a = tg72°.
Следовательно,

Saabc = ^ВС • АН = | • 2 tg 72° = tg 72°.

Если воспользоваться свойством биссектрисы треугольника, то 
можно легко вычислить tg72°. Действительно,

AC AD х 2 2 о л п - -| , Гг= угг; => о = ---- о х — 2х — 4 = 0 => х = 1 + v 5 =>ВС BD 2 х-2
=? cos 72° = cos ААВС = = —Ц= =>

АВ 1+/5
=> tg72° = J—А—-1 = ^(1 + л/5)2-1 = х/ь + 2-/5.

V С
Второй способ. Пусть прямая, проведённая через точку D парал­

лельно ВС, пересекает сторону АС в точке Е. Тогда ACDE = ABCD = 
= ADCE, поэтому треугольник CDE равнобедренный. Значит, BD = 
= СЕ = DE, а так как AADE = ААВС и AD = ВС, то треугольник BCD ра­



Тренировочные задачи 107

вен треугольнику ADE по двум сторонам и углу меж­
ду ними. Следовательно, CD = АЕ = AD = 2.

Обозначим СЕ = BD =1. По свойству биссектри-
AD BD 2 tсы треугольника -ттг = или —= ц, откуда t =
/1С ltZ Z

= V5 - 1, поэтому АВ = t + 2 = -/5 +1.
Пусть АН — высота треугольника АВС. По теоре­

ме Пифагора

АН = VAB2-BH2 = V(V5 + 1)2-1 = 75 + 2^5.

Следовательно,
SAABC = lBC -AH = | • 2 ■ 75 + 24/5 = 75 + 2л/5.

5.25. В треугольнике КЕМ проведена биссектриса КР. Окружность, 
вписанная в треугольник KLP, касается стороны KL в точке Q, причём 
LQ = а. На сторонах KL и LM выбраны точки Е и R соответственно так, 
что прямая ER проходит через центр окружности, вписанной в тре­
угольник KLM. Найдите длину биссектрисы КР, если известно, что 
EL + LR = Ь, а отношение площадей треугольников KLP и ELR равно а.

Ответ: аЪ — 2а.
Решение. Первый способ. Пусть О — центр окружности радиуса г, 

вписанной в треугольник KLM, А и В — её точки касания со сторона­
ми LM и KL соответственно. Тогда

Saklp = ^LP-OA+ ~KL -OB=^LP + KE)r,

SAELR = CLR'0A + ILE -OB=^LR + LE)r = ^br,

а так как

то LP + KL = ab.
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Пусть р — полупериметр треугольника KLP. Окружность, вписан­
ная в треугольник KLP, касается стороны KL в точке Q, поэтому

™ LP+KL-KP аЪ-КР а = LQ = р - КР =--------------- —-------- 2-------’

откуда находим, что КР = ab — 1а.
Второй способ. Пусть О — центр окружности, вписанной в тре­

угольник KLM. Тогда LO — биссектриса треугольников KLP и ELR. 
Обозначим ZKLM = у. По формуле для биссектрисы треугольника

2-LE-LR-cos1- 2-LK-LP-cos1
Г ГЛ __ ГТ Т 2

Поэтому
LK-LP _ LE-LR _ LE-LR , _ , LK-LP
LK + LP ~ LE + LR~ Ъ > ‘К + ~ °’ LE-LR’

а так как
= yLK-LP-smr = LK-LP =

S^ELR | • LE-LR-siny LE-LR

то LK + LP = ab.
Пусть p —полупериметр треугольника KLP. Окружность, вписан­

ная в треугольник KLP, касается стороны KL в точке Q, поэтому
LP + KL-KP ab-KPа = LQ = р - КР = ------------,------------ =---------2-------’

откуда находим, что КР = ab - 1а.

Задачи на доказательство и вычисление

5.26.1. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины прямого 
угла С проведены медиана СМ и высота СН.

а) Докажите, что биссектриса CL треугольника АВС является так­
же биссектрисой треугольника СМН.

б) Найдите CL, если СМ = 10, СН = 6.
Ответ: Зд/5.

С Решение, а) Предположим, что точ-
ка лежит на отрезке ВН. Медиана 

Г \ прямоугольного треугольника, прове-
/ г \ х, дённая из вершины прямого угла, рав-
А Н L М В на половине гипотенузы, поэтому тре­

угольник ВМС равнобедренный. Значит, 
ZBCM = ZCBM = ZACH. Следовательно,

ZHCL = ZACL - ZACH = ZBCL - ZBCM = ZMCL.
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б) Из прямоугольного треугольника СМН находим, что МН — 8. 
Биссектриса треугольника делит его сторону на отрезки, пропорци­
ональные двум другим сторонам, значит, 

HL СН 6 3
ML - СМ ~ 10 “ 5’

а так как МН = 8, то HL = 3 и LM = 5. По 
теореме Пифагора находим, что

CL = VCH2+HL2 = /36 + 9 = 3/5.

5.27.1, Дана трапеция ABCD. Биссектриса угла BAD пересекает 
продолжение основания ВС в точке К.

а) Докажите, что треугольник АВК равнобедренный.
б) Найдите биссектрису ВМ треугольника АВК, если AD = 10, ВС = 

= 2, АВ = CD = 5.
„ /ТоОтвет: ~•
Решение, а) Поскольку КВАК = +DAK = 

= /ЛКВ, два утла треугольника АВК равны. 
Следовательно, этот треугольник равнобед­
ренный.

б) Пусть ВН—высота равнобедренной 
трапеции ABCD. Тогда

АН = | (AD - ВС) = = 4

(см. п. 5 приложения 2). Из прямоугольного 
треугольника АВН находим, что ВН = 3. Пусть AL — ещё одна высота 
трапеции. Тогда

BL = АН = 4, KL = КВ + BL = АВ + BL = 5 + 4=9.
Из прямоугольного треугольника ALK находим, что

АК = VAL2+KL2 = /9 + 81 = /90.
Биссектриса ВМ равнобедренного треугольника АВК является его вы-

1 /90сотой и медианои, поэтому AM = -АК = Следовательно,

ВМ = /АВ2-AM2 = ^25-^ =

5.28.1. Медианы треугольника АВС пересекаются в точке М.
а) Докажите, что треугольники АМВ, АМС и ВМС равновелики.
б) Известно, что треугольник АВС прямоугольный, а точка М уда­

лена от катетов на расстояния 3 и 4. Найдите расстояние от этой точ­
ки до гипотенузы.
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f Ответ: 2,4.
УТ\ Решение, а) Пусть площадь треуголь-

ника АВС равна S, К — середина сторо- 
ны ВС. Медиана разбивает треугольник на 
Два равновеликих, поэтому SAAKB = Ме- 

4 В дианы треугольника делятся точкой пере­
сечения в отношении 2:1, считая от вершины, поэтому МК = --АК. 
Значит,

_ 1с _ 1 1 _ S •Мвш< — 3^AAkb — з • 2 — 6’ 
Аналогично докажем, что площадь каждого из треугольников, на ко- 

5
торые медианы разбивают данный треугольник, равна Тогда пло- 

§ 
щадь каждого из треугольников АМВ, АМС и ВМС равна .

б) Пусть Р и Q — проекции точки М на катеты АС и ВС соответ- 
АС АК 3ственно, МР = 3, MQ = 4. Поскольку = -==■ = коэффициент по-

3 3 9добия треугольников АСК и АРМ равен 4- Поэтому СК = iPM - 
13а ВС = 9. Аналогично находим, что -А(^ = -MQ = 6, а АС = 12. Тогда

J; АВ = VBC2+AC2 = V81 + 144 =15.
Sk\9/2PS / V# Пусть МН — высота треугольника

АМВ. Тогда
i/* / v?/2 i -1 гV' SAAMB = AB ■ MH = yMH.

A J5H в С другой стороны,

5дамв — з^ддвс = з • = 18-

15 12Из равенства ~MH = 18 находим, что МН = —.
5.29.1. Диагональ АС прямоугольника ABCD с центром О образует 

со стороной АВ угол 30°. Точка Е лежит вне прямоугольника, причём 
КВЕС = 120°.

а) Докажите, что АСВЕ = КСОЕ.
б) Прямая ОЕ пересекает сторону AD прямоугольника в точке К. 

Найдите ЕК, если BE = 40 и СЕ = 24.
Ответ: 113.
Решение, а) По теореме о внешнем угле треугольника ZBOC = 

= 2ЕВАО = 2 ■ 30° = 60°. Поэтому
/ВЕС + ZBOC = 120° + 60° = 180°.
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Значит, точки В, Е, С и О лежат на одной 
окружности. Вписанные в эту окружность уг­
лы СВЕ и СОЕ опираются на одну и ту же дугу, 
следовательно, /СВЕ = /СОЕ.

б) По теореме косинусов

ВС = VBE2 + СЕ2 - 2ВЕ ■ СЕ cos 120° =

= 402 + 242 - 2■40 - 24 • =

= 8V25 + 9 + 15 = 8- 7 = 56. 

Вписанные углы ВЕО и СЕО опираются на рав­
ные хорды ВО и СО, значит, ЕО — биссектри­
са угла ВЕС. Пусть М— точка её пересечения 
со стороной ВС. По формуле для биссектрисы 
треугольника (см. п. 21а приложения 2) 

FM 2BE'CEcos&BEC) 2-40-24cos60° 

ЕМ~ ВЕ + СЕ ~ 40 + 24 -ib’
„ „ Л СМПо свойству биссектрисы треугольника =

СЕ 24 3 3 г,= 77F = = т, значит, СМ = -ВС =о-56 = 21,BE 40 5 ’ 8 8 ’
ВМ = 35.

По теореме о произведении пересекаю­
щихся хорд ЕМ ■ МО = ВМ • СМ, откуда нахо- 

ВМ-СМ 35-21 „дим, что МО = —— = —j-jr— = 49. Треуголь­
ники СОМ и АОК равны по стороне и двум 
прилежащим к ней углам, поэтому ОК = ОМ. 
Следовательно,

EK = ЕМ + 20М = 15 + 98 = 113.

5.30.1. Окружность, построенная на биссектрисе BL равнобедрен­
ного треугольника АВС как на диаметре, пересекает основание ВС 
в точке Р. Боковая сторона треугольника вдвое больше его основания.

а) Докажите, что BP = 5СР.
б) Пусть указанная окружность пересекает сторону АВ в точке М.

Найдите BL, если ML = -1 -
Ответ: /10.
Решение, а) Пусть АН — высота треугольника АВС. Точка Р лежит 

на окружности с диаметром BL, поэтому EBPL = 90°, значит, LP || АН.
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По теореме о пропорциональных отрезках и 
свойству биссектрисы треугольника

СР CL ВС 1
PH ~ LA ~ АВ ~ 2’

Значит,

рс = ±сн = — |вс = |вс.3 3 2 о
Следовательно, BP = 5СР.

б) Пусть ВС = 6х, АВ = АС = 12х. Тогда

СР = ^ВС = х, CL = ~АС = Ах.
6 3

Точка L лежит на биссектрисе угла АВС, поэтому 
она равноудалена от сторон этого угла, а так как

/ВМ1. = /BPL = 90°, то LP = LM = По теореме Пифагора CL2 = 

= LP2 + СР2, или 16х2 = + х2. Отсюда находим, что х = Тогда
РВ = 5х = |. Следовательно,

BL = VBP2+LP2 = + t =
5.31.1. Дан треугольник АВС со сторонами АВ = 4, ВС = 6 и АС = 8.
а) Докажите, что прямая, проходящая через точку пересечения ме­

диан и центр вписанной окружности, параллельна стороне ВС.
б) Найдите длину биссектрисы треугольника АВС, проведённой из 

вершины А.
Ответ: 2д/б.
Решение, а) Пусть О — центр вписанной окружности треугольни­

ка ABC, AN — медиана треугольника, М — точка пересечения меди­
ан. Поскольку О — точка пересечения биссектрис треугольника АВС, 
биссектриса AQ проходит через точку О. По теореме о биссектрисе

BQ АВ 4 1 ’ „ „треугольника — = -гг, = тг = й, значит, ВО = ^ВС = 2, а так как ВО — r J CQ АС 8 2’ ’ 3 ’
, .АО АВ 4 „биссектриса треугольника ABQ, то — — = - = 2.

Поскольку AN —медиана треугольника АВС, то {''4 = 2. Таким об- 
АО AM „разом, qq = Следовательно, ОМ || ВС.

б) По теореме косинусов

АВ2+ВС2-АС2 16+36-64 1
C0SZABC ' 2АВ-ВС = * 2-4-6 “ 4 •
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Следовательно,

AQ = АВ2 + BQ2 - 2АВ ■ BQ cos ААВС = ^/16 + 4 +2 • 4-2 • | = 2л/б.

5.32.1. Высоты, проведённые из вершин А, В и С треугольни­
ка АВС, равны 20, 15 и 12 соответственно.

а) Докажите, что треугольник АВС прямоугольный.
б) Найдите длину биссектрисы треугольника, проведённой из вер­

шины С.
„ 60+2Ответ: —?—.
Решение, а) Обозначим ВС = а, АС = Ъ, АВ = с. Поскольку площадь 

треугольника равна половине произведения стороны на проведённую 
Зс к ней высоту, то 20а. = 15Ь = 12с, откуда а = у и 

4с
Ь = — Треугольник АВС прямоугольный, так как 

ВС2+АС2 = а2+Ъ2 = (уУ + (у)2 = с2 = АВ2.

б) Площадь треугольника АВС равна половине произведения
Зс 4скатетов, поэтому ab = 12с, или — • у = 12с, откуда находим, что

АВ = с = 2Б. Тогда ВС а у 15 и АС В у =20.
Пусть CL — биссектриса треугольника АВС.

Тогда

2ВС -AC cos 1 ААСВ 2-20-1560%/2
ВС+АС~ = ~20 + 15Г- = 7

(см. п. 21а приложения 2).
5.33.1. В треугольнике АВС высота СН, биссектриса CL и медиа­

на СМ делят угол АСВ на четыре равных угла.
а) Докажите, что треугольник АВС прямоугольный.
б) Найдите длины высоты СН, биссектрисы CL и медианы СМ, ес­

ли радиус окружности, описанной около треугольника АВС, равен R.
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Ответ: R^2— л/2, R.
Решение, а) Пусть лучи СН, CL и СМ 

пересекают описанную окружность тре­
угольника АВС в точках Н1, и Мг со­
ответственно. Обозначим

ZACH-l = ZHrCLx = ZL1CM1 = ZBCM, = а.

Из равенства дуг AL-^ и ВТ15 не содер­
жащих точку С, следует что £х—сере­
дина! дуги АВ, а так как М — середина 
хорды АВ, то прямая £ХМ — серединный 

перпендикуляр к этой хорде. Значит, прямая L^M проходит через
центр окружности. Прямые СН и L-JM параллельны, поэтому ZCL1M — 
= ZMCL1 = а, следовательно, треугольник CML1 равнобедренный. Его 
высота, опущенная на основание CL1, лежит на серединном перпен­
дикуляре к хорде С£х, а значит, также проходит через центр окружно­
сти. Точка М лежит на двух различных диаметрах окружности, поэто­
му она совпадает с центром окружности. Тогда АВ — также диаметр. 
Следовательно, /АСВ = 90й.

б) Поскольку радиус окружности, 
описанной около треугольника АВС, 
равен R, гипотенуза АВ треугольника 
равна 2R. Следовательно, СМ= ^AB=R.

Из равенства 4а = 90й следует, что 
а = 22,5°. Тогда ZCMH = 2а = 45°. Следо- 

„„ CMZ2 RV2 вательно, СН = ——~•
Из прямоугольного треугольника CHL находим, что

CL = СН _ — _ R _ R
sin а “ cos 22,5° “ V2 cos 22,5° ” VI + cos 45° - £’V2 v2
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Подготовительные задачи

6.1. На медиане AM треугольника АВС взята точка К, причём 
АК : КМ =1:3. Найдите отношение, в котором прямая, проходящая 
через точку К параллельно стороне АС, делит сторону ВС.

Ответ: 1:7.
Решение. Пусть прямая, о которой говорится в условии задачи, пе­

ресекает сторону ВС в точке N. Обозначим NC = t. По теореме о про­
порциональных отрезках MN: NC = МК: КА = 3:1, значит,

MN = 3NC = 3t,
BN = BM+MN = CM+MN = 4t + 3t = 7t.

Следовательно,
NC t 1
BN ~ 7t~ 7'

6.2. Дан треугольник ABC. На продолжении стороны AC за точку С 
взята точка N, причём CN = АС; точка К — середина стороны АВ. В ка­
ком отношении прямая KN делит сторону ВС?

Ответ: 2:1, считая от точки В.
Решение. Первый способ. Пусть М — точка пересечения прямых 

KN и ВС. В треугольнике ABN отрезки ВС и NK — медианы. Поэтому 
ВМ:МС = 2:1.

Второй способ. Пусть М — точка пересечения прямых KN и ВС. Че­
рез вершину В проведём прямую, параллельную АС, и продолжим NK 
до пересечения с этой прямой в точке Т.

Треугольник ВКТ равен треугольнику AKN по стороне и двум при­
лежащим к ней углам, поэтому ВТ = AN.

Треугольник ВТМ подобен треугольнику CNM по двум углам, зна­
чит,

ВМ_ _ ВТ^ _ AN _ 2CN _
М С ~ CN - CN - CN ~
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6.3. На стороне ВС треугольника АВС и на продолжении стороны 
АВ за вершину В расположены точки М и К соответственно, причём 
ВМ : МС = 4: 5 и ВК : АВ =1:5. Прямая КМ пересекает сторону АС 
в точке N. Найдите отношение CN : AN.

Ответ: 5:24.
Решение. Через точку С проведём прямую, параллельную АВ. 

Пусть прямая КМ пересекает её в точке Т.
Положим ВК = а, АВ = 5а. Из подобия треугольников СМТ и ВМК

(коэффициент находим, что

СТ = = 1а,

а из подобия треугольников CNT и ANK — 
что

CN СТ ~а 5
NA ~ АК ~ 5а+а ~ 24’

6.4. На сторонах АВ и АС треугольника АВС расположены точки 
К и L, причём АК : КВ = 4:7 и AL : LC = 3 : 2. Прямая KL пересекает 
продолжение стороны ВС в точке М. Найдите отношение СМ :ВС.

Ответ: 8:13.
Решение. Через точку А проведём прямую, параллельную ВС. 

Пусть Т — точка её пересечения с прямой KL. Обозначим СМ = а.
3

Из подобия треугольников ALT и CLM (коэффициент -) находим, 
что

3 3АТ = ^СМ = |а,

а из подобия треугольников АКТ и ВКМ
4

(коэффициент -) —что

7 7 3 21ВМ = ^АТ = ^а = -а.

Тогда
21 13ВС = ВМ -СМ = ~-а-а = ^а.

О о

Следовательно,
СМ а 8
ВС ~ ~ 13’

6.5. На сторонах АВ и ВС параллелограмма ABCD расположены 
точки N и М соответственно, причём AN : NB = 3:2, ВМ : МС = 2:5. 



Подготовительные задачи 117

Прямые AM и DN пересекаются в точке О. Найдите отношения 
ОМ: ОА и ON: OD.

Ответ: 20:21; 6: 35.
Решение. Продолжим DN до пересечения с прямой ВС в точке Т.

Положим ВМ = 2а, СМ = 5а. Из подобия треугольников TNB и DNA 
2

(коэффициент находим, что
2 2 2 14ТВ = ^AD = ^ВС =^-7а= А±а,

а из подобия треугольников ТОМ и DOA — что 

ОМ ТМ ^а + 2а 20 
ОА - AD “ 7а 21*

CN. Положим AM = 4а,

6.6. На сторонах АВ и АС треугольника АВС расположены точки 
N и М соответственно, причём AN : NB = 3:2, AM : МС = 4:5. Пря­
мые ВМ и CN пересекаются в точке О. Найдите отношения ОМ : О В 
и ON: ОС.

Ответ: 5:6; 8:25.
Решение. Через точку В проведём прямую, параллельную АС. 

Пусть Т — точка её пересечения с прямой 
МС=5а.

Из подобия треугольников BNT и ANC 
дим, что 

2 2 2ВТ = ~АС= 7ЛАМ+МС) = |(4а + 5а) = 6а,

а из подобия треугольников СОМ и ТОВ — 
что

2 
(коэффициент 3) нахо-

ОМ СМ 5а 5
ОВ ВТ 6а ~ 6*

л ON 8Аналогично находим, что •
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6.7. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ ВС) на стороне ВС 
взята точка D так, что BD : DC = 1: 4. В каком отношении прямая AD 
делит высоту BE треугольника АВС, считая от вершины В?

Ответ: 1:2.
Решение. Пусть М— точка пересечения AD и BE. Через точку В 

проведём прямую, параллельную основанию АС, и продолжим AD до 
пересечения с этой прямой в точке Т. Пусть АЕ = а. Тогда АС = 2а.

Из подобия треугольников BDT и
CDA находим, что

вт= |ас =
Из подобия треугольников АМЕ и ТМВ 
находим, что

ВМ ВТ 1
ME ~ АЕ ' 2’

6.8. На медиане АА^ треугольника АВС взята точка М, причём 
AM: MA = 1:3. В каком отношении прямая ВМ делит сторону АС?

Ответ: 1: 6, считая от точки А.
Решение. Проведём через точку В 

прямую, параллельную АС, и продол­
жим /W до пересечения с этой прямой 
в точке Т. Пусть —точка пересече­
ния прямой ВМ со стороной АС.

Из равенства треугольников ВАТ 
и СА-.А следует, что ВТ = АС и ТАг = 
= АА1. Поэтому
AA.+AjM 4МА+ЗМА

МА ~ ''
Из подобия треугольников АМВ- и ТМВ (коэффициент |) следует, что

ТМ ТА1+А1М
МА ~ МА МА

ABl = уВТ = ~АС.

Следовательно,
6 АВ, 1

В1С = -7ас, ^ = -6.

6.9. Точки и Q расположены на сторонах ВС и АВ треугольни­
ка АВС. Отрезки ААг и ССг пересекаются в точке М. В каком отноше­
нии прямая ВМ делит сторону АС, если АС1: С1В = 2:3 и ВАг : АгС = 
= 1:2?
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Ответ: 1: 3, считая от точки А.
Решение. Через вершину В проведём прямую, параллельную АС, 

и продолжим СС1 и ААг до пересечения с ней в точках Р и Q соответ­
ственно. Если B-L —точка пересечения прямой ВМ со стороной АС, то 
треугольник РВМ подобен треугольнику СВ М, а треугольник QMB — 
треугольнику АМВЪ причём коэффи-

- вм £___________ вциент подобия один и тот же — тут-. А
Поэтому

_ BQ _ 2АС _ 1
В1С ВР 3 % *В:

1 3(BQ= ~АС из подобия треугольников BAQ и САгА, а ВР = -^АС из 
подобия треугольников РВС и САС-).

6.10. В треугольнике АВС известно, что АВ с, ВС = а, АС = Ъ.
В каком отношении центр вписанной окружности треугольника делит 
биссектрису CD?

„ а+Ь Ответ: — —.с
Решение. По свойству биссектрисы тре- 

AD AC b угольника 7777 = 7777 = а так как АВ = с, то J BD ВС а’ ’

Пусть О — центр вписанной окружности А D В
треугольника АВС. Тогда О — точка пересе­
чения биссектрис треугольника, поэтому АО — биссектриса треуголь­
ника ACD. Следовательно,

СО _ АС _ b _ а + Ь
OD ~ AD ~ ~ с

а+Ь

Тренировочные задачи

6.11. На стороне PQ треугольника PQR взята точка N, а на сто­
роне PR — точка L, причём NQ LR. Точка пересечения отрезков 
QL и NR делит отрезок QL в отношении т : п, считая от точки Q. 
Найдите отношение PN: PR.„ пОтвет: —.т

Решение. Пусть отрезки QL и NR пересекаются в точке А. Обозна­
чим NQ = LR = a.
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Через точку Q проведём прямую, параллель­
ную PR. Пусть эта прямая пересекается с пря­
мой NR в точке В. Из подобия треугольников

BAQ и RAL следует, что BQ = LR- = а ■ Из 
подобия треугольников BNQ и RNP находим, что

PN _ NQ _ а _ п_
PR BQ а ' т' п

6.12. В треугольнике АВС биссектриса AD делит сторону ВС в от­
ношении BD : DC = 2:1. В каком отношении медиана СЕ делит эту 
биссектрису?

Ответ: 3:1, считая от вершины А.
Решение. Пусть медиана СЕ и биссектриса AD пересекаются в точ­

ке М. Через вершину А проведём прямую, параллельную ВС, и про­
должим медиану СЕ до пересечения 

.1 ------------------ с этой прямой в точке Т. Положим
CD = a, BD = 2a.

/ \ Из равенства треугольников АЕТ
/ и ВЕС следует, что АТ = ВС = За, а из
\подобия треугольников АМТ и DMC — 

С a D 2а В AM АТ За _
4T0MD“CD= а “3-

6.13. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты соот­
ветственно точки К, L и М, причём АК : КВ = 2 : 3, BL : LC = 1 : 2, 
СМ : МА = 3:1. В каком отношении отрезок KL делит отрезок ВМ?

Ответ: 1:1.
Решение. Пусть О — точка пересечения отрезков ВМ и KL. Обозна- 

ВО „ „ „
чим ш =х> saabc = S- Тогда

'-'АВ,К1 —
3.1S_. ls
5 3й 5 • $АВСМ — 4^,S&abm — 4^>

3 3 11
Е АВОК = 5 'Х'$ДАВМ = 20Х^> ^ABOL ~ ~ХХАВСМ =

а так как

XABKI — $АВОК + '’ABOL>

ТО
1 3,1
5 ’ 20х + 4Х’

п 1Отсюда находим, что х = -.
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6.14. В треугольнике АВС, площадь которого равна 6, на сто­
роне АВ взята точка К, делящая эту сторону в отношении АК : ВК = 
= 2 : 3, а на стороне АС взята точка L, делящая АС в отношении 
AL : LC = 5 : 3. Точка Q пересечения прямых СК и BL отстоит от 
прямой АВ на расстояние 1,5. Найдите сторону АВ.

Ответ: 4.
Решение. Положим AL = 5а, LC = За, тогда АС = 8а. Через точку В 

проведём прямую, параллельную АС, и продолжим отрезок СК до 
пересечения с этой прямой в точке Т. Из подобия треугольников 
ВКТ и АКС находим, что

ВТ = ^-АС = ^-8а = 12а, 
/1Л. хб

а из подобия треугольников BQT
LQC — что

BQ ВТ 12а
QL “ LC ' За “ 4’

BQ 4 поэтому -дГ = j.
У треугольников ABL и АВС одна и та же высота, проведённая из

вершины В, значит, отношение их площадей равно отношению ос- 
m .. Здлве AL 5 д $дав<2 BQ 4 гновании, т.е. ----- = Чг = «• Аналогично 7------ = Следова-

ЬдАВС АС ° ^ДАВ1 BL Ьтельно,
4 4 5 4 5.

S&ABQ AABL 5 ' g^AABC 5 ' 8

Пусть QH — высота треугольника ABQ. Тогда
1 13 3Saabq = \АВ -QH = ±АВ-± = ±АВ = 3.

Отсюда находим, что АВ = 4.
6.15. В треугольнике АВС на основании АС взяты точки Р и Q так, 

что АР < AQ. Прямые ВР и BQ делят медиану AM на три равные части. 
Известно, что PQ = 3. Найдите АС.

Ответ: 10.
Решение. Проведём через вершину В прямую, параллельную АС, 

и продолжим медиану AM до пересечения с этой прямой в точ­
ке Т. Из равенства треугольников ВМТ и СМА следует, что ВТ = АС 
и МТ = AM.

Пусть F и Н — точки пересечения медианы AM с отрезками ВР и 
BQ соответственно. Тогда

AF = 7 АТ, АН = ^АТ.
6 3
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В Г Из подобия треугольников AFP и TFB сле-
дует, что

лр = \вт = \ас.

\ а из подобия треугольников AHQ и ТНВ —
А Р 3 Q С AQ = jBT = ^АС.

Поскольку AQ - АР = PQ = 3, то РАС - =АС = 3. Отсюда находим, что 
АС =10.

6.16. Дан треугольник АВС. Известно, что АВ = 4, АС = 2 и ВС = 3. 
Биссектриса угла ВАС пересекает сторону ВС в точке К. Прямая, про­
ходящая через точку В параллельно АС, пересекает продолжение бис­
сектрисы АК в точке М. Найдите КМ.

Ответ: 2-х/б.
Решение. По теореме косинусов из треугольника АВС находим, что 

с . АС2 + ВС2-АВ2 4 + 9-16 1
COSZC - 2АС-ВС 2-2-3 " 4’

По свойству биссектрисы треугольника
ВК АВ 4
КС ~ АС ~ 2 ” 2- 

Поэтому ВК =2.

Поскольку
ZAMB = ZCAM = ZMAB,

треугольник АВМ равнобедренный, ВМ = АВ = 4. Кроме того,
ККВМ = АКСА = ZC.

Следовательно,
КМ2 = ВК2+ВМ2 - 2ВК • ВМ cos АКВМ = 4 +16 - 2 • 2 • 4 ■ (- j ) = 24.

6.17. Около окружности описана равнобедренная трапеция ABCD. 
Боковые стороны АВ и CD касаются окружности в точках М и N, К — 
середина AD. В каком отношении прямая ВК делит отрезок MN?

Ответ: 1:3.
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Решение. Обозначим х = АК, y = BF, где F — середина ВС. Пусть 
Q — точка пересечения KF и MN, а Р — точка пересечения MN и ВК. 
Тогда

AM = АК = х, ВМ BF = у

и Q — середина MN.
Поскольку прямая MN параллельна основаниям трапеции, тре­

угольник BMP подобен треугольнику ВАК, а треугольник KPQ подо­
бен треугольнику KBF. Поэтому

РМ _ У PQ _ х
х ~ х + у’ у ~ х + у’

значит, PM = PQ и PM = yMN. Следовательно,
РМ 1
PN ~ 3’

6.18. Около окружности описана равнобедренная трапеция ABCD. 
Боковая сторона АВ касается окружности в точке М, а основание 
AD — в точке N. Отрезки MN и АС пересекаются в точке Р, причём 
NP: РМ = 2. Найдите отношение AD : ВС.

Ответ: 3.
Решение. Пусть К — точка касания окружности с основанием ВС. 

Проведём через точку М прямую, параллельную AD, до пересечения 
с диагональю АС в точке Q. Обозначим AD = а, ВС = Ь. Тогда

AM = AN = |, ВМ = ВК =

Из подобия треугольников MQP и NAP находим, что 
MQ = \AN = |,

а из подобия треугольников AMQ и АВС — что

AM MQ
АВ “ ВС ’ ИЛИ

2 _ 4
“ -I- ь — Ъ '
2 2

Следовательно, а = ЗЬ.
6.19. Во вписанном четырёхугольнике ABCD известны отношения 

АВ: DC =1:2 и BD : АС = 2:3. Найдите DA: ВС.
Ответ: 1:4.
Решение. Пусть прямые AD и ВС пересекаются в точке К (они не 

могут быть параллельными, так как АВСО). Поскольку

АКСА = АВСА = ABDA = AKDB, 
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треугольники КАС и KBD подобны по двум углам. Значит, КС : KD = 
= АС: BD = 3:2. Пусть КС = За, KD = 2а. Поскольку

ЕКАВ = 180° -ABAD = /KCD, 
треугольники КАВ и KCD подобны по 
двум углам. Значит,

КВ : KD = КА : КС = АВ : CD = 1 : 2, 
поэтому

KB=±KD = a, КА -КС = ^.

ВС = КС — КВ = 2а, AD = KD-KA = 2a-^ =1̂. 

Следовательно, AD : ВС = 1:4.
6.20. В треугольнике АВС проведена высота AD. Прямые, одна из 

которых содержит медиану ВК, а вторая — биссектрису BE, делят эту 
высоту на три равных отрезка. Известно, что АВ = 4. Найдите сторо­
ну АС.

Ответ: /13.
Решение. Пусть М и N —точки пересечения прямых ВК и BE с от­

резком AD, AM = MN = ND. Предположим, что точка N лежит между 
А и М. Тогда по свойству биссектрисы в прямоугольном треугольни­
ке ABD стороны АВ и BD пропорциональны отрезкам AN и DN и, та­
ким образом, BD = 2АВ, т. е. гипотенуза меньше катета, что невоз­
можно. Следовательно, точка N лежит между D и М. Тогда, так как 
BD DN 1
АВ ~ NA ~ 2’ Т0

BD = ±АВ = 2, AD = VAB2 - BD2 = /16-4 = 2/3.

Поскольку М — середина AN, а К — середина АС, отрезок МК — 
средняя линия треугольника ACN, значит, МК || CN, а так как N — 
середина DM и CN || ВМ, то CN — средняя линия треугольника DBM. 
Следовательно, С — середина BD. Тогда CD = -3D = 1 и из прямо­
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угольного треугольника ACD находим, что

АС = VAD2 + CD2 = V12 + 1 = л/13.

6.21. При каком отношении оснований трапеции существует пря­
мая, на которой шесть точек пересечения с диагоналями, боковыми 
сторонами и продолжениями оснований трапеции высекают пять 
равных отрезков?

Ответ: 1:2.
п т-r D b С х JРешение. Пусть указанная прямая пе- к —-А >

ресекает продолжение основания АВ тра- /
пеции ABCD в точке Е, боковую сторо- / \
ну AD — в точке F, диагональ BD — в точ- fIa/H \\ 
ке G, диагональ АС—в точке Н, боковую 
сторону ВС —в точке I, продолжение осно- Е А а В 
вания CD — в точке J.

Обозначим АВ = a, CD = Ъ, CJ = х. Из подобия треугольников 
IEIBE и ICJ находим, что BE = CJ ■ = 4х, а из подобия треугольников

HF 2НАЕ и HCJ — AE = CJ ■ = ~х. Из равенства

2
4х = BE = АЕ I АВ = |х + а

10 следует, что а = —х.
Из подобия треугольников GBE и GDJ следует, что

х + Ь = DJ =ВЕ-^ = 4х-| = |х. 
GE 3 3

Значит, b = |х. Следовательно,

10v 
АВ а ~х 
CD ' b ’ |х

6.22. В трапеции ABCD с боковыми сторонами АВ = 9 и CD = 5 бис­
сектриса угла D пересекает биссектрисы углов А и С в точках М и N 
соответственно, а биссектриса угла В пересекает те же две биссектри­
сы в точках L и К, причём точка К лежит на основании AD.

а) В каком отношении прямая LN делит сторону АВ, а прямая 
МК — сторону ВС?

б) Найдите отношение MN: KL, если LM : KN = 3:7.
Ответ: а) 1:1; 5 :9; б) 5 :21.
Решение. Поскольку ВК — биссектриса угла АВС, а прямые ВС и AD 

параллельны, то КАВК = /К ВС = Л АКБ, поэтому треугольник АВК
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равнобедренный. Значит, АК = АВ = 9 и биссектриса AL этого тре­
угольника является его медианой и высотой, т. е. BL = KL и AL 1 ВК. 
Аналогично докажем, что DK = CD = 5, CN = KN и DN 1 СК.

Таким образом, LN — средняя линия треугольника ВКС, поэтому 
прямая LN параллельна основаниям трапеции, а точка Е пересе­
чения прямых LN и АВ — середина стороны АВ. Следовательно, 
АЕ:ВЕ=1:1.

Пусть прямая МК пересекается с прямыми ВС и LN в точках Р и Q 
соответственно. Поскольку LN || ВС и LN || AD, то СР : РВ = NQ : QL = 
= DK:AK = 5:9.

Отрезок МК виден из точек L и N под прямым углом, значит, точки 
L и N лежат на окружности с диаметром МК, поэтому треугольники 

3 
MQL и NQK подобны по двум углам. Тогда MQ : NQ = LM : KN = у, 
откуда находим, что MQ = NQ ■ | • NQ.

Из подобия треугольников MQN и LQK следует, что

MN MQ 7N(1 _ 3 NQ _ 3 5 _ _5_ 
KL ' QL - QL “ 7 ’ QL = 7'9 “ 21 '

6.23. Из точки А проведены к окружности две касательные (М и 
N —точки касания) и секущая, пересекающая эту окружность в точ­
ках В и С, а хорду MN — в точке Р. Известно, что АВ : ВС = 2:3.

Найдите АР: PC.
Ответ: 4:3.
Решение. Пусть О — центр окружно- 

\ сти, а прямая АО пересекает хорду MN 
----- <—/с"—L7 ) в точке Тогда АК 1MN. Из прямо- 

1 угольного треугольника АОМ находим, 
7 что ДМ2 = АО ■ АК.

-* Пусть Н —проекция точки О на хор­
ду ВС. Тогда Н — середина ВС. Прямо­

угольные треугольники АКР и АНО подобны по двум углам, поэтому 
АК АН

, откуда АО ■ АК = АН • АР.
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По теореме о касательной и секущей AM2 = АВ -АС.
Из полученных равенств следует, что

АВ ■ АС = AM2 = АО ■ АК = АН ■ АР.
Обозначим АВ = 2.x, ВС = Зх. Тогда

1 7АС = АВ + ВС = 5х, АН = ■ (АВ + АС) = -^х.
Из равенства АВ ■ АС = АН ■ АР находим, что

. р АВ ■ АС 2х ■ 5х 20х
■к!" АН ' 1х 7 ’ 

2

Тогда РС = АС-АР = 5х-^- = ^.
Следовательно,

2Ох
АР _ V _ 4
PC IS* 3'

Задачи на доказательство и вычисление

6.24.1. В параллелограмме ABCD точка М — середина стороны AD, 
Р — точка пересечения отрезка ВМ с диагональю АС.

а) Докажите, что прямая DP проходит через середину стороны АВ.
б) Биссектриса угла ВАС пересекает отрезок ВМ в точке Q. Найди­

те отношение PM: BQ, если АВ: АС = 1:3.
Ответ: 1:1.
Решение, а) Пусть О — центр параллелограмма ABCD. Тогда АО 

и ВМ — медианы треугольника ABD, а так как медианы пересекаются 
в одной точке, то прямая DP содержит третью медиану. Следователь­
но, эта прямая проходит через середину стороны АВ.

б) Положим АВ = а, АС = За. Тогда 
л т-» 2 . _ 2 3АР = АО = J • 2а = а>

значит, биссектриса AQ равнобедренного треугольника АВР является 
его медианой и

1 12 1BQ = ±ВР = | ■ |ВМ = ±ВМ,
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а так как Р — точка пересечения медиан треугольника ABD, то РМ =
1 г,,., РМ ,= тгВМ. Следовательно, - = 1.
о jbQ

6.25.1. На катете ВС прямоугольного треугольника АВС с прямым 
углом при вершине С и с утлом 30° при вершине А вне треугольника 
построен равносторонний треугольник BCD. Прямая AD пересекает 
сторону ВС в точке К.

а) Докажите, что СК: КВ = 1: 2.
б) Прямая, проходящая через точку К перпендикулярно CD, пере­

секает гипотенузу АВ в точке М. Найдите отношение AM :МВ.
Ответ: 5:1.
Решение, а) Обозначим ВС = а. Тогда BD = CD = а, АВ = 2а, а так 

как ABCD = 60° = /ЛВС, то CD || АВ. Значит, треугольник DKC подо- 
CD 1 бен треугольнику АКБ, причём коэффициент подобия равен -тб = й- Ал

б) Поскольку прямые АВ и CD параллельны, КМ 1 АВ. Из прямо­
угольного треугольника ВМК находим, что

МВ = ^ВК = | • |вс = |вС = |а.
Ал Ал О О О

Тогда
AM = АВ —МВ = 2а-|а = |а.

Следовательно,
5„

AM за г
МВ 1а Ь'

6.26.1. Биссектриса AD треугольника АВС делит его медиану ВМ 
пополам.

а) Докажите, что площадь треугольника ACD вдвое больше площа­
ди треугольника ABD.

б) В каком отношении медиана ВМ делит биссектрису AD?
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Ответ: 3:1. с
Решение, а) Пусть Р — точка пересечения AD и ВМ. \ 

Тогда Р — середина ВМ. Медиана АР треугольника ABM 1 \ 
является его биссектрисой, значит, треугольник АВМ / V* 
равнобедренный, АВ = АМ. Поэтому АС = 2АВ. По свой- мк \ 
ству биссектрисы треугольника / \ \п

BD _ АВ _ Г f /
CD ~ АС ~ 2' Д

Следовательно, / в
Здавр _ ВР _ 1_ \\ „ j-
$ААСР CD 2 \\ Л

б) Через точку А проведём прямую, парал- у\ / \ 
дельную ВС. Пусть эта прямая пересекается \ \ 
с прямой ВМ в точке Q. Из равенства треуголь- pi. \
ников AMQ и СМВ следует, что AQ = ВС, а из \ /\ Д л 
подобия треугольников DPB и APQ — что \ /

PD _ ВД _ ВД _ 1 А
АР ~ AQ ~ ВС ~ 3' в

6.27.1. На основаниях AD и ВС трапеции ABCD отмечены точки 
М и N соответственно, а на боковых сторонах АВ и CD — точки К и L 
соответственно. При этом DM: AM = CN: BN = ВК: AK = CL:LD = 1:2.

а) Докажите, что четырёхугольник KMLN — трапеция.
б) Известно, что AD = ЗВС. В каком отношении диагональ BD тра­

пеции ABCD делит боковые стороны трапеции KMLN?
Ответ: 2:3.

CN CLРешение, а) Поскольку 7777 = прямая NL параллельна диаго­
нали BD. Аналогично прямая КМ также параллельна BD. Значит,

1 2
NL || КМ, а так как NL = Т>1) и КМ = pBD, то NL^KM. Следовательно, 
KMLN — трапеция.

б) Точки L и К делят боковые стороны CD и АВ трапеции ABCD 
в одном и том же отношении, значит, KL || AD. Пусть Р и F — точки
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пересечения BD с ML и KL соответственно. Треугольник FDL подобен 
2 2треугольнику BDC с коэффициентом поэтому FL = ^ВС. Треуголь­

ник FPL подобен треугольнику DPM, поэтому

LP FL_ = 1ВС _ „ ВС 12 
РМ MD 1AD 2’AD '2'3 3 ’

а так как BD || КМ, то прямая BD делит боковую сторону KN трапе­
ции KMLN в том же отношении.

6.28.1. На сторонах AD и ВС параллелограмма ABCD взяты соот­
ветственно точки М и N, причём М — середина AD, a BN: NC =1:3.

а) Докажите, что прямые AN и АС делят отрезок ВМ на три равные 
части.

б) Найдите площадь четырёхугольника, образованного пересе­
чениями прямых AN, AC, BD и ВС, если площадь параллелограм­
ма ABCD равна 40.

Ответ: 9.
Решение, а) Пусть отрезок ВМ пересекает

-----—* отрезки AN и АС в точках Р и Q соответствен- 
/Л/---------------------- но- Положим BN = a, NC = За. Тогда AD = ВС =
//у' / = 4а, AM = MD = 1а. Треугольники BPN и MPA
/ i , BN а 1

// / подобны с коэффициентом , . = ; = , по-

—г-----* этому ВР = 77 ВМ.А 2а М 2а D J 3
Треугольники AQM и CQB подобны с коэф-

, AM 2а 1 1фициентом поэтому QM = -ВМ. Значит,

PQ = ВМ-ВР- QM = ВМ - FBM - ^ВМ = ;ВМ.

BaN За С Следовательно, ВР = PQ = QM.
Н/ /1 б) Пусть О — центр параллелограмма, Е — 
I I точка пересечения диагонали BD с отрез-
/ / / ком AN. Требуется найти площадь четырёх-
// / угольника COEN.
V/ ум Треугольник BEN подобен треугольни-

А Аа D 4.4. BN а 1ку DEA с коэффициентом = ^, поэтому
BE 1 „ BE 1 BE 2 г,^ = -. Тогда — = -, а — = -. Значит,

SABEN _ ВЕ_ BN_ _ 2 1 _ 1
S&boc ~ ВО' ВС ’ 5'4 ’ 10
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(см. п. 24д приложения 2). Следовательно,

SCOEN — ^NBOC~^/XBEN ~ $ЛВОС ~ -^q^NBOC ~

= УоS^BOC = 20'4Sabcd = 40'40 = 9.

6.29.1. Через точку пересечения О диагоналей трапеции проведена 
прямая, параллельная основанию и пересекающая боковые стороны 
в точках М и N.

а) Докажите, что О — середина отрезка MN.
б) Найдите основания, если известно, что одно из них втрое боль­

ше другого, a MN = 6.
Ответ: 4 и 12.
Решение, а) Пусть диагонали АС и BD трапеции ABCD с основа­

ниями AD и ВС пересекаются в точке О, а прямая, проходящая через 
точку О параллельно основаниям, пересека­
ет боковые стороны АВ и CD в точках М и N 
соответственно.

Треугольник АМО подобен треугольни-
АОку АВС с коэффициентом -г^. Значит, ОМ =
/LG

= ВС ■ =? = ВС ■ . . Треугольник DNOAC AD + BC г J
подобен треугольнику DCB с коэффициентом 
DO „ DO „„ AD „т-р;. Значит, ON = ВС ■ mm =ВС ■ дГ| , Сле- Uh Ub Al/4-ЬС
довательно, ОМ = ON.

б) Положим ВС = а, AD За. Тогда ОМ = 
= ВС • А^ВС> или 3 = а • Отсюда 

находим, что а — 4. Следовательно, ВС = 4 
HAD = 12.

6.30.1. Точка пересечения биссектрис углов при большем основа­
нии трапеции лежит на меньшем основании.

а) Докажите, что меньшее основание равно сумме боковых сто­
рон.

б) Найдите углы трапеции, если отношение оснований трапеции 
равно 3:2, а отношение боковых сторон равно 5: 3.

3 3Ответ: 90°, 90°, arcsin^, 180° - arcsin
Решение, а) Пусть биссектрисы углов 

при вершинах А и D трапеции ABCD с ос­
нованиями AD и ВС (AD>BC) пересекают­
ся в точке М, лежащей на основании ВС.
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Тогда А AM В = ADAM = АВАМ, значит, треугольник АВМ равно­
бедренный, ВМ = АВ. Аналогично СМ = CD. Следовательно, ВС =
= ВМ +CM = AB + CD.

А 8у К Ay D

б) Пусть ВС = 2х, AD = Зх, АВ = Зу, 
CD = Бу. Тогда 5у + Зу = 2х. Отсюда 
находим, что х = 4у. Значит, ВС = 8у, 
AD = 12y.

Через точку С проведём прямую, па­
раллельную боковой стороне АВ. Пусть 

эта прямая пересекает AD в точке К. Получим треугольник CKD со 
сторонами

СК = АВ = Зу, CD = Бу,
DK = AD - АК = AD - ВС = 12у - 8у = 4у.

Этот треугольник CKD прямоугольный с прямым углом при вер­
шине К, так как

CD2 = 25у2 = 16у2 + 9у2 = DK2 + СК2.

Следовательно,
СК чACDK = arcsin = arcsin j, ABAD = A CKD = 90*

6.31.1. Вневписанная окружность равнобедренного треугольника 
касается его боковой стороны.

а) Докажите, что радиус этой окружности равен высоте треуголь­
ника, опущенной на основание.

б) Известно, что радиус этой окружности в пять раз больше ради­
уса вписанной окружности треугольника. В каком отношении точка 
касания вписанной окружности с боковой стороной треугольника де­
лит эту сторону?

Ответ: 1:3.
Решение, а) Пусть вписанная окружность с центром О касается 

боковой стороны АВ и основания ВС равнобедренного треугольни­
ка АВС в точках М и Н, а окружность с центром Ох касается боковой 
стороны АВ, продолжения основания ВС в точке D и продолжения 
боковой стороны АС в точке Е. Тогда АН —высота треугольника АВС.

Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его биссектрисе, 
поэтому АО.—биссектриса угла ВАЕ. В четырёхугольнике AHDC) 
угол НАО прямой как угол между биссектрисами смежных углов 
ВАС и ВАЕ, а так как AHDO1 = AAHD = 90°, то AHDO1 — прямоуголь­
ник, поэтому OlD = АН.
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б) Пусть радиус окружности с центром О равен г. Тогда радиус 
окружности с центром От равен 5г,

АН = ОХО = 5г, ОА = АН - ОН = 5г -г = 4г.

Из прямоугольного треугольника АОМ находим, что

AM = VAO2 - ОМ2 = 716г2-г2 = г 715.

Прямоугольные треугольники АОМ и АВН подобны по двум углам, 
AM АНпоэтому — = откуда

ОМ-АН _ г-5г _ г715
AM ~ )Ч/Тз “ 3

По теореме об отрезках касательных, проведённых к окружности из 
г 715одной точки, ВМ = ВН = . Следовательно,

г Л5
ВМ _ ~ _ 1
AM ~ Гг/15 “ 3 ■

6.32.1. Дана трапеция ABCD с основаниями AD и ВС. Биссектриса 
угла ADC проходит через середину боковой стороны АВ.

а) Докажите, что сумма оснований трапеции равна боковой сто­
роне CD.

б) Найдите площадь трапеции ABCD, если АВ = 8, ВС = 2 и CD = 10.
Ответ: 40.
Решение, а) Пусть М — середина АВ. Продолжим биссектрису DM 

угла ADC до пересечения с продолжением основания ВС в точке К. 
Поскольку

ACKD = AADK = /СОК, 
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треугольник KCD равнобедренный, КС = CD. Из равенства треуголь­
ников AMD и ВМК следует, что BK = AD. Следовательно,

CD = КС = ВК + ВС = AD +ВС.

б) Проведём через вершину С прямую, параллельную стороне АВ. 
Пусть эта прямая пересекает основание AD в точке Р. Тогда

СР = АВ = 8, AD = ВК = СК - ВС = CD -ВС = 10 -2 = 8,
DP = AD - АР = AD - ВС = 8 - 2 = 6.

Треугольник CPD прямоугольный, так как

CD2 = 102 = 62 + 82 = DP2 +РС2.

Поэтому СР — высота трапеции. Следовательно,

SAbcd = l(AD+BC)CP = уCD-СР = 10-8 = 40.

6.33.1. В треугольнике АВС точка D делит сторону АВ пополам, 
а точка Е лежит на стороне ВС, причём отрезок BE в 3 раза меньше 
стороны ВС. Отрезки АЕ и CD пересекаются в точке О, АЕ = 5, ОС = 4.

а) Докажите, что CD = AE.
б) Найдите сторону АВ, если ЛАОС = 120°.
Ответ.'. 2-/7
Решение, а) Проведём через точку С прямую, параллельную АВ, 

и продолжим отрезок АЕ до пересечения с этой прямой в точке Т. Из 
подобия треугольников СЕТ и ВЕА следует, что СТ = 2АВ = 4AD. Из 
подобия треугольников СОТ и DOA находим, что

СО ТО СТ
OD ~ ОА ~ AD ~ 4'

Следовательно,

CD = ОС + OD = 4+ 1 = 5 = АЕ.

б) Из того же подобия получаем, что

АО = -АТ = iAE. ■ I.T.: = ^(АЕ + 2АЕ~) = ЗАЕ = =3-5 = 3.
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По теореме косинусов из треугольника AOD находим, что

AD2 = АО2 + DO2 - 2АО ■ DO cos AAOD = 9 +1 - 2 ■ 3 • 1 • cos 60° = 7.

Следовательно, AB = 2AD = 2\П ■
6.34.1. На отрезке BD взята точка С. Биссектриса BL равнобедрен­

ного треугольника АВС с основанием ВС является боковой стороной 
равнобедренного треугольника BLD с основанием BD.

а) Докажите, что треугольник DCL равнобедренный.
б) Известно, что cos ААВС =В каком отношении прямая DL де­

лит сторону АВ?
Ответ: 9:16.
Решение. Первый способ, а) Обозначим AABL = ACBL = а. Тогда

ААСВ = ААВС = 2а, ABDL = ADBL = а,

а так как АСВ — внешний угол треугольника DCL, то

ADLC = ААСВ - ACDL = 2а-а = а.

Значит, ADLC = ACDL. Следовательно, треугольник DCL равнобедрен­
ный.

б) Пусть АН — высота равнобедренного треугольника АВС. Тогда 
Н — середина ВС. Биссектриса треугольника делит его сторону на от- 

CL ВС резки, пропорциональные двум другим сторонам, поэтому рт = -гп, /\Li /\1) 
а так как

-л? = cos ААВС = cos2a =Ab 3
ВС 2ВН 2 „ CL 2 ЛГ 3 3 лпто vn = = п- Значит, -тт = ч, поэтому AL = =АС = =АВ.АВ АВ 3 ’ AL 3 ' 5 5
Пусть прямая DL пересекает сторону АВ в точке М. Тогда

AAML = 180° - AMAL - AALM = 180° - (180° - 4а) - а = За.



136 § 6. Отношение отрезков

Применив теорему синусов к треугольнику AML, получим, что =
AL= ■ о , откудаsm3a 7

, . _ AL sin а _ AL sin a _ AL sin a _
— sin3a — sin(a + 2a) — sin a cos 2a + cos a sin 2a —

_ AL sin a _AL _
sin a(cos 2a + 2 cos2 a) cos 2a + 1 + cos 2a

2cos2a+l 2-| + l ^AL 5 SAb 25A£L

Значит, MB = AB- AM = ~АВ. Следовательно,25 MB 16
Второй способ, б) Положим ВС = 2х. Тогда

3 3 9СН = х, АВ = АС = Зх, AL = |АС = | • Зх = ^х,

CD = CL = ^АС = | • Зх = |х, BD == ВС + CD = 2х + |х = -ух.

„ ,, AM BD CL 1По теореме Менелая -тут- • ■ -гг = 1, следовательно,1V113 Ukj AaL
6 V 9 V

AM _ CD AL _ 5У
MB ~ BD' CL ~ ” 16 ’
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Подготовительные задачи

7.1. Найдите площадь треугольника, вершины 
которого — середины сторон треугольника пло-
щади 4. / \

Ответ: 1.
Решение. Средние линии разбивают треуголь- / \у 

ник на четыре равных треугольника. ” *
7.2. Точки М и N расположены на стороне ВС треугольника АВС, 

а точка К — на стороне АС, причём ВМ: MN: NC = 1:1: 2 и СК: АК = 
= 1:4. Известно, что площадь треугольника АВС равна 1. Найдите 
площадь четырёхугольника AMNK.

„ 13Ответ: , = .
Решение. У треугольников АМВ и АВС общая вы­

сота, проведённая из вершины А, поэтому их площа- ®
ди относятся как основания, значит, /\

с _ ВМ „ _ 1 1 _ 1 //
^ААМВ — вс ' ААВС — 4'1 — 4' //

Аналогично
с _ 1 с _ ^К . _11_1 / к С
•^AANC — 2’ ^ACNK — Д(2 ' AANC ~ 5 ’ 2 ~ 10’

Следовательно,
11 7 13

Samnk — S давс ~ В аамв — Sacnk — 1 - 4 — То = 1— 20 = 20'

7.3. На стороне АВ треугольника АВС взяты точки М и N, причём 
AM : MN : NB = 2 : 2 :1, а на стороне АС — точка К, причём АК : КС = 
= 1: 2. Найдите площадь треугольника MNK, если площадь треуголь­
ника АВС равна 1.

2Ответ:
Решение. Соединим К и В. Тогда

1 2
$аакв = 7'5 длво SAMNK = уЗДАКВ.

Поэтому
2 1 2

Samnk = 5 ’ з В аавс = 45 ■
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7.4. Через точки М и N, делящие сторону АВ треугольника АВС 
на три равные части, проведены прямые, параллельные стороне ВС. 
Найдите площадь части треугольника, заключённой между этими 
прямыми, если площадь треугольника АВС равна 1.

Ответ: д.
Решение. Пусть AM = MN = NB, точки К и L ле­

жат на стороне АС и МК || NL || ВС. Тогда треуголь­
ник АМК подобен треугольнику АВС с коэффици­
ентом д, а треугольник ANL подобен треугольни­
ку АВС с коэффициентом следовательно,

4 111
&MKLN = S&ANL ~ S&AMK = д^ДАВС “ д$ДАВС = з$ДАВС = 3 •

7.5. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты точки Сг 
A-j и В1 соответственно, причём

АСг _ ВАг _ СВг _ 1 
“ ~ ~ ~ 2'

Найдите площадь 
ка АВС равна 1.

треугольника А1В1С1, если площадь треугольни-

_ 1Ответ:
Решение. Заметим, что

_ 2 1 2
дд ’ Д£ '^ДАВС 3 ’ д'-’ДАВС д’ 

Аналогично
2

= “ABjCAj = 9’ 
Следовательно,

2 1
= 1 “ 3 ■ = д.

7.6. Сторона треугольника равна 36. Прямая, параллельная этой 
стороне, делит площадь треугольника пополам. Найдите длину отрез­
ка этой прямой, заключённого между сторонами треугольника.

Ответ: 18л/5.
Решение. Указанная прямая отсекает от дан­

ного треугольника подобный ему треугольник, 
площадь которого относится к площади данного 
как I : 2. Поэтому коэффициент подобия равен 

1 „-=. Следовательно, длина искомого отрезка равна 
v 2
^=-36 = 18л/2.
V2
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7.7. Из середины основания треугольника площади S проведены 
прямые, параллельные боковым сторонам. Найдите площадь полу­
ченного таким образом параллелограмма.

Ответ: xS. С
Решение. Пусть М — середина стороны АВ тре- 

угольника АВС; Р и Q — вершины параллелограм- г \ 
ма MPCQ, принадлежащие сторонам АС и ВС. Тогда
Р и Q — середины сторон АС и ВС. Следовательно, f \ f \

^mpcq~ CQ'CPsin.Z.C = 'ABC:■ sin/С. = С В В

Тренировочные задачи

7.8. Из точки на основании треугольника проведены прямые, па­
раллельные боковым сторонам. Они разбивают треугольник на па­
раллелограмм и два треугольника с площадями Sx и S2. Найдите пло­
щадь параллелограмма.

Ответ: 2VS1S2.
Решение. Пусть Е — точка на стороне АС треугольника ABC, D 

и F — точки на сторонах АВ и ВС соответственно, причём DE || ВС и 
ЕЕ || АВ, SAADE = S и 8ДСрВ = S2. Ооозначим SBDEE = S. Тогда SABDE = S.

Треугольники ADE и EEC подобны, причём коэф­
фициент подобия равен квадратному корню из отно-

EF [S^
шения их площадей, т. е. -тх = \ -г-, поэтому

И _ двре _ BD _ EF
Bi S&m: AD AD

7.9. В треугольнике АВС проведены биссектрисы СЕ и AD. Найдите 
отношение площадей треугольников AFD и АВС, если АВ : АС : ВС = 
= 21:28:20.

~ 1Ответ:
Решение. По свойству биссектрисы треугольника

ВД АВ 21 3
DC : АС ~ 28 “ 4'

3
Поэтому SAABD = ySAABC, а так как

AF _ АС _ 28 _ Z 
FB ~ СВ ~ 20 ” 5’
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то
с — —с — 7 3„ _ 3 с _ _1С
Здд/'/j ■ ■ ]2'-’даво — ' 7^aabc ■ ■ ]2^давс — д'-’давс-

7.10. Треугольник и вписанный в него ромб имеют общий угол.
Стороны треугольника, заключающие этот угол, относятся как т : п.
Найдите отношение площади ромба к площади треугольника.

„ 2тпОтвет: -------(ш + п)2
Решение. Диагональ ромба, проведённая из общей с треугольни­

ком вершины, является биссектрисой треугольника. Поэтому она де- 
тлит сторону в отношении —.

Стороны ромба отсекают от треугольника подобные ему треуголь- 
ники с коэффициентами подобия 7-77 и n‘h г. По-

Дх 2 2МгХ п т
I V X этому их площади равны (m + n)2 ' $ и (m + n)2 ’ S,

/ \ \ где S — площадь данного треугольника. Значит,
\ / \ площадь ромба равна

/ 'У \ - _ п2 _ _ т2 _ _ 2тп _
(m + n)2 (m + n)2 (m + n)2

7.11. Две прямые, параллельные основаниям трапеции, делят каж­
дую из боковых сторон на три равные части. Вся трапеция разделе­
на ими на три части. Найдите площадь средней части, если площади 
крайних равны S2 и S2.

Sj + S2
Ответ: —5—•
Решение. Пусть MN и KL — указанные прямые, параллельные ос­

нованиям AD и ВС трапеции ABCD (М и К лежат на АВ, N и L — 
на CD); прямая, проходящая через вершину С меньшего основания 
параллельно боковой стороне АВ, пересекает MN, KL и AD в точках 
Р, Q и R соответственно.

Обозначим площади равных параллелограммов МВСР, KMPQ и
AKQR через а, а площадь треугольника CPN

»--------- < через Ь. Тогда
"у ~ f зь*^\. $qpnl = 4b — b = 3b, SRqiD = 9b — 4b = 5b,

Kf~~a 7a 5b ^1 = SMBCN = a + b, S2 = SAKLD = a + 5b.

* Следовательно,

C C , QJ, 2a + 6b a + b + a + 5b S-j+S2
*3 — ^kmnl — a -r 30 — „ — „ „ .
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7.12. Четырёхугольник разделён диагоналями на четыре треуголь­
ника. Площади трёх из них равны 10, 20 и 30, и каждая меньше пло­
щади четвёртого треугольника. Найдите площадь данного четырёх­
угольника.

Ответ: 120.
Решение. Пусть М— точка пересечения диа- д 

гоналей АС и BD четырёхугольника ABCD. Если
/ 30 Ус2о\

Saamd = 30, SAAMB = 10, SACMD = 20, i

ТО // ____________

ВМ Saamb 1 с _1С _20 1П В С
MD ' SAAMD '3’ ^авмс - з^дсмо - з <

Следовательно, этот случай невозможен. Разбирая остальные случаи, 
убеждаемся, что возможны только два из них:

5дамв = 20, SAAMD = 10, SACMD = 30

или
5дамв ' 30, SAAMD = 10, SACMD = 20.

В каждом из возможных случаев SABMC = 60.
Следовательно, SABCD = 10 + 20 + 30 + 60 = 120.
7.13. Площади треугольников, образованных отрезками диагона­

лей трапеции и её основаниями, равны S ( и S2. Найдите площадь тра­
пеции.

Ответ: (\/s7+-./S^)2.
Решение. Пусть К — точка пересечения диагоналей АС и BD тра­

пеции ABCD и SABKC = S15 SAAKD = S2. Из подобия треугольников 
ВКС и DKA следует, что

Следовательно,

S abcd = S1+S2 + 2VS1S2 = + л/S^)2.
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7.14. Площадь трапеции ABCD равна 30. Точка Р — середина боко­
вой стороны АВ. Точка R на стороне CD выбрана так, что 2CD = 3RD. 
Прямые AR и PD пересекаются в точке Q. Найдите площадь треуголь­
ника APQ, если AD = 2ВС.

„ юОтвет:
Решение. Пусть ВС = а, AD = 2a; h — высота данной трапеции. То­

гда
с _ AD + ВС , _  3 т _ ,,,,

б лисп 2 ~ 2а г ~

Отсюда находим, что ah = 20.
Пусть Т — точка пересечения прямых AR и ВС. Из подобия тре­

Следовательно,

угольников CRT и DRA находим, что

СТ = Утс-АО = ±AD =а.
KU Z

Поэтому ВТ = AD, a ABTD—паралле­
лограмм.

Из подобия треугольников APQ и 
TDQ находим, что

PQ_ _ АР _ АР _ 1
QD ” TD ~ АВ ~ 2’

S&APQ ~ ЗАДАЛО — 1 1 л ГЛ ft 1 л гл 7 1 7 1 пл 10х • 77 • AD ■ 77 = тгтAD ■ h = -rah = т- -20 = -тг.3 2 2 12 об 3

7.15. Дан выпуклый четырёхугольник площади S. Найдите пло­
щадь четырёхугольника с вершинами в серединах сторон данного.

Ответ: 77S.
; Решение. Первый способ. Пусть и d2 —

\ диагонали данного четырёхугольника, а —
угол между ними. Четырёхугольник с вер- 

/Z / Гд ■ шинами в серединах сторон данного — па- 
\ 11 

раллелограмм со сторонами -сД и -d2 и уг- 
г ;щ У ;щ лом а между ними. Его площадь равна 
А N D

77d, • 77^2 sin а = 77 ( ttcJ-i sin ск) = 77S.2 1 2 z 2 <2 1 z ) 2
Второй способ. Пусть S — площадь данного четырёхугольника 

ABCD, s — площадь четырёхугольника, вершины которого — сере­
дины К, L, М и N сторон АВ, ВС, CD и AD соответственно.
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Поскольку KL и MN — средние линии треугольников АВС и ADC, 
то

S&KBL — ^S^ABC’ S&MDN ~ ^^AADC-

1 [оэтому

$ДКВ1 + $&MDN — 4$ДАВс + д^ДАОС ~ 4 № ДАВС + $AADc) ~ 4^- 

Аналогично
Sakan+^amcl — 4^-

Следовательно,

s — S — SAKBL — SAMDN — SAKAN — SAMCL — S — 4 S — 4 S — 2 s.

7.16. Дан выпуклый четырёхугольник площади S. Внутри него вы­
бирается точка и отображается симметрично относительно середин 
его сторон. Получаются четыре вершины нового четырёхугольника. 
Найдите его площадь.

Ответ: 2S.
Решение. ПустьМ, N, KnL — середины сторон соответственно АВ,

ВС, CD и AD четырёхугольника ABCD, Р — точка внутри этого четы­
рёхугольника; X, Y, Z и Т — образы 
точки Р при симметрии относительно 
точек М, N, К и L соответственно.

Тогда MN — средняя линия тре­
угольника XPY. Поэтому

5дхру = 4SAMJVP.
Записав аналогичные равенства для 
треугольников YPZ, ZPT и ТРХ, полу­
чим, что

&XYZT — 4(SAMNP + S&NKP + S&KLP + ^дрмр) “ 4SMNKL,

а так как площадь параллелограмма MNKL вдвое меньше площади 
четырёхугольника ABCD, то

$xyzt = 4SMNja = 4 - 2S = 2S.

7.17. В трапеции ABCD (ВС || AD) диагонали пересекаются в точ­
ке М, ВС = Ъ, AD = а. Найдите отношение площади треугольника АВМ 
к площади трапеции ABCD.

abОтвет: -----(а + Ь)2
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Решение. Из подобия треугольников ВМС и DMA следует, что

ВМ ВС ъ 
MD ~ AD ~ а’

поэтому

ВМ _ b _ ВМ _ Ъ „
BD а + Ь’ Ь^АВМ BD-^AABD a + b'^AABD-

Пусть h — высота трапеции. Тогда

7.18. В равнобедренном треугольнике АВС боковые стороны ВС 
и АС в два раза больше основания АВ. Биссектрисы углов при основа­
нии пересекаются в точке М. Какую часть треугольника АВС состав­
ляет площадь треугольника АМВ?

„ 1Ответ: -.
Решение. Пусть А4Х и ВВ, — биссектрисы углов при основании АВ

= ^ = |, ВА1 = |вС,

'5дд/;л — gS ААВС-

■биссектриса треугольника ВА4Х, то

_ lil - 2 АМ _ 3
“ АВ ~ 3’ АМ ~ 5^'

А А НА, — '5дЛВС'

7.19. В треугольнике АВС, площадь которого равна S, проведены
биссектриса СЕ и медиана BD, пересекающиеся в точке О. Найдите
площадь четырёхугольника ADOE, зная, что ВС = а, АС = Ь.

Ответ: b(3a +b)S
2(а + Ь)(2а + Ь)'
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Решение. По свойству биссектрисы треугольны- в
ВО ВС 2а „ ВО 2а . Жка тттг = 7777 = ~г • Поэтому 7777 = ----- -. Аналогично / \OD CD b J BD 2а+b / г\

BE а „ BE а „ / \ \
-ГГТ = Т. Поэтому -77 = —-г. Тогда / \ „
ЕА b J АВ а + b / \ \а

Е I \
_ ВО BE „ 2а а 1 _ \
5 Двое - BD • BAsbABD - 2а+Ъ ’ а + b ' 25 ” / Г\\

2 s f 4. /А.
’ а ’ (2a + b)(a + b)’ A D b С

_ 1 _ a2S _ 1 ( _ 2а2 _ b(3« + b)S
ADOE 2 (2а + Ь)(а + Ь) 2^ (2</ •/>)(«• b) J 2(2а + Ь)(а + Ь)’

7.20. В прямоугольном треугольнике синус меньшего угла равен . 
Перпендикулярно гипотенузе проведена прямая, разбивающая тре­
угольник на две равновеликие части. В каком отношении эта прямая 
делит гипотенузу?

Ответ: 2:1.
Решение. Пусть М — точка на гипотенузе АВ прямоугольного 

треугольника ABC, sinZA = |, N — точка на катете AC, MN 1 АВ 

и S&AMN = 2^а.авс-
Обозначим ВС = t. Тогда

АВ = = | = ЗГ.
sm ZA 1

Треугольник ANM подобен треугольнику АВС с коэф­
фициентом, равным квадратному корню из отношения 
площадей, т. е. -^=, значит, MN = ~^=.

Из прямоугольного треугольника ANM находим, что

AN = 4^ = 3MN = -^, AM = л/AN2-MN2 = = 2t,
sinZA У2 V 2 2 ’

поэтому MB = AB — AM = 3t-2t = t. Следовательно, 
AM 2t 
MB - t “

7.21. На сторонах AB и AD параллелограмма ABCD взяты точки 
M и N так, что прямые МС и NC разбивают параллелограмм на три 
равновеликие части. Найдите MN, если BD = d.

ГУ ЪОтвет: ^а.
Решение. Поскольку

2
5давс = Sacdaj 8амвс = -8АЛ11(:,
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AN 1 „= 3. Следователь­AM 1 .■7777 = 7. Аналогично
1V1JD 2

то
но, треугольник AMN подобен треугольнику ABD

' AM 1 „с коэффициентом = 7 Поэтому

MN = Bl) = |d.

7.22. В треугольнике АВС угол А равен 45°, а угол С острый. Из 
середины стороны ВС опущен перпендикуляр NM на сторону АС. Пло­
щади треугольников NMC и АВС относятся как 1: 8. Найдите углы 
треугольника АВС.

Ответ: 45°, 90°, 45°.
Решение. Поскольку

SANMC CN CM 1 CM I
Saabc ~ BC AC ~ 2 ’ AC ~ 8 ’

CM 1
AC ~ 4’
Пусть В К — высота треугольника АВС. Тогда

NM — средняя линия треугольника ВКС. Поэтому КМ = МС и АК = 
= КС, т. е. треугольник АВС равнобедренный. Следовательно,

ZC = 45°, ZB = 90°.

7.23. В треугольнике АВС из точки Е стороны ВС проведена пря­
мая, параллельная высоте BD и пересекающая сторону АС в точке F. 
Отрезок EF делит треугольник АВС на две равновеликие фигуры. 
Найдите EF, если BD = 6, = ...

Ответ:
Решение. Заметим, что 

S^cef = СЕ CF = 1
В&сва СВ AC 2 ’ 

9.,„
В

7 '
СЕ

а так как АС = ^CD, то
CF _ 1 

СВ' 9-CD ~ 2-

Отсюда находим, что
СЕ СЕ _ _9_
СВ'CD 14’

Из подобия треугольников CEF и CBD следует, что - мс- Поэтому

СЕЛ2 9 СЕ 3 BD-CE 6-3 18 . /7
CBJ ~ 14’ СВ ~ /Д’ ~ СВ ~ ум “ /Д “ 7'
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7.24. Через некоторую точку, взятую внутри треугольника, прове­
дены три прямые, параллельные сторонам. Эти прямые разбивают 
треугольник на шесть частей, три из которых — треугольники с пло­
щадями S15 S2, S3. Найдите площадь данного треугольника.

Ответ: (V^” + Vs^+Vs^)2.
Решение. Каждый из получившихся треугольников подобен данно- 

Vs7 Vs? s s2 „
му с коэффициентом соответственно —-=, —=■, где S — искомая

V S VS VS 
площадь данного треугольника АВС.

Обозначим стороны этих треугольников, параллельные стороне ВС 
треугольника АВС, через а, Ъ и с соответственно. Тогда а + Ь + с = ВС,

VS? _ а С S2 _ Ь VS3 _ с
,/S ~ ВС’ VS ~ ВС’ ~ вс-

Сложив почленно последние три равенства, получим
Vs7 + Vs7 + v s3 а+ъ+с

Vs “ “вс - “ь
Отсюда находим, что X А.

Vs = Vs7 + Vs^+V'S-j” • Тп /х. с
Следовательно, / / г \ \

s= (vs7+vs;+vs;)2. Ва ь с с

7.25. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ ВС) проведена 
биссектриса AD. Площади треугольников ABD и ADC равны соответ­
ственно S3 и S2. Найдите АС.

2y/S2(.S1 + S2)
Ответ: — -= = .-.

V4S2-S2
Решение. Обозначим АВ = ВС = у, АС = х. Пусть ВК — высота тре­

угольника АВС. Тогда

S2 + Si = уАС-ВК =^xJ у2-2-, 
z 1 2 2 V 4

S3 ВР АВ У
S2 ~ DC AC х '

Выразим у из второго равенства и подставим в первое. 
После возведения обеих частей в квадрат получим

x4(4S2-S=)
4S| — 4(Sj + S2)2.

Отсюда находим, что
2-^52(53 + 52)

V4S2-S2
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7.26. Диагонали выпуклого четырёхугольника ABCD пересека­
ются в точке Е. Известно, что площадь каждого из треугольников 
АВЕ и DCE равна 1, площадь всего четырёхугольника не превосхо­
дит 4, AD = 3. Найдите сторону ВС.

Ответ: 3.
Решение. Треугольники ABD и ACD равновелики, так как

S&abd — $давеАЗлаев = SADCE+SAAED = '’ДАСО-
Тогда их высоты, опущенные на общее основание AD, равны. Следо­
вательно, ВС || AD.

Пусть ВС = х. Из подобия треугольников ВЕС и DEA
В х С следует, что
Ке/1 ВЕ = ВС = х
/ / ED AD 3’

\/ поэтому
А 3 D _ BE „ _ X „ _ DE' _ 3

^ЛВЕС /J) '^XDCE 3’ '-’ДОЕЛ ’ ’^ДАВЕ х ■
По условию задачи SABCD < 4, поэтому

С другой стороны, сумма двух взаимно обратных положительных чи­
сел не меньше 2, причём равенство достигается тогда и только тогда, 
когда каждое из этих чисел равно 1. Следовательно,

+ - = 2, | = - = 1, х = 3.3 х 3 х

= ,;mnsin(180°-

7.27. Из точки Р, расположенной внутри остроугольного треуголь­
ника АВС, опущены перпендикуляры на его стороны. Длины сторон 
и опущенных на них перпендикуляров соответственно равны а и к, 
Ъ и т, с и п. Найдите отношение площади треугольника АВС к пло­
щади треугольника, вершинами которого служат основания перпен­

дикуляров.
„ abcОтвет: —?.kmc + nma + knb
Решение. Пусть К, М и N — основания пер­

пендикуляров, опущенных из точки Р на сторо­
ны ВС = а, АС = Ъ, АВ = с соответственно; РК = к, 
PM = т, PN = п. Тогда

S&KMN = ВAMPN + S&KPN 4 3АМРК =

КА) + |kn sin(180° - ZB) + |km sin(180° - ZC) = 

= | (m n sin ZA + kn sin ZB + km sin ZC).
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Следовательно,

< у (mn sin ZA + kn sin ZB + /ст sin ZC)
S&abc | be sin ZA

mn • kn — inn • — mn + kn ■ - + km ■ - mnn-i-l^nh-i-kmr 

be be abc
,smZB b sm ZC c ,—7T — -—7T = - по теореме синусов;.smZA a’ smZA a 1 -

2 sin a sin /3 sin у

7.28. Из точки P, расположенной внутри остроугольного треуголь­
ника АВС, опущены перпендикуляры на стороны АВ, ВС и СА. Пер­
пендикуляры соответственно равны I, т, п. Вычислите площадь тре­
угольника АВС, если углы ВАС, АВС и АСВ соответственно равны а, 
/3 иу.

Ответ:
(I sin у + т sin а + п sin /3)2 

2 sin a sin [3 sin у
Решение. Проведём через точку Р прямые, параллельные сторонам

треугольника АВС. Они разобьют треугольник АВС на шесть частей, 
три из которых — треугольники с углами а, /3, у и высотами I, т, п.
Если площади этих треугольников равны соответственно S13 S2 и S3 
то SAABC = (Vs^ + VS2 + 4S7)2 (см. задачу 7.24). Поскольку

Z2(ctga + ctg/3) _ I2sin(a-r^)
2 — 2 sin a sin /3

_ m2 sin a _ m2sin2 a
2 ~ 2 sin у sin /3 ~ 2 sin у sin /3 sin a ’

TO

■Saabc = (VS14- ^2 + ^)

l2sin(180°-y)
2 sin a sin /3 —

I2 sin у I2 sin2 у
— 2 sin a sin /3 ~ 2 sin a sin [3 sin у

n2sin/3 n2sin2/3
3 — 2 sin a sin у — 2 sin a sin у sin /3 ’

(I sin у + m sin a + n sin /3)2

В С
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7.29. Дан параллелограмм ABCD. Прямая, проходящая через вер­
шину С, пересекает прямые АВ и AD в точках К и L. Площади тре­
угольников КВС и CDL равны р и q. Найдите площадь параллелограм­
ма ABCD.

Ответ: 2</pq.
Решение. Рассмотрим случай, когда точка L лежит на стороне AD.

Пусть S — площадь треугольника AKL. Тогда коэффициент подобия

Отсюда находим, что

VS треугольников AKL и ВКС равен —=, а тре-

угольников AKL и DCL —--------Поэтому
/р-VS

q = (л/р - •/s)2J Vs = y'p-y'q.
Следовательно,

$ABCD =Р~ S + q = p-^-.^qf+q = 2,/pq.
Аналогично для случая, когда точка L лежит на продолжении сто­

роны AD.
7.30. На боковых сторонах AD и ВС трапеции ABCD взяты точки 

Р и Q соответственно, причём АР : PD = 3:2. Отрезок PQ разбивает 
трапецию на части, одна из которых по площади вдвое больше другой. 
Найдите отношение CQ: QB, если АВ: CD = 3:2.

К Ответ: 13:23.
А. Решение. Продолжим боковые стороны тра-
/ \ пеции до пересечения в точке К. Треуголь-
/ \ ник KDC подобен треугольнику КАВ с коэф-

2x1 \ л CD 2 KD 2 „
\ фициентом дуу = д , значит, Положим

/ 5 \ KD = 2х, АК = Зх. Тогда AD = х, а так как
DI \ АР: PD = 3:2, то

2 Т-------------V 2 2 2 12М \ PD = ^AD=^x, KP=KD+PD = 2x+^x=^x.
Р \ о о о о

\ Предположим, что площадь четырёхугольни- 
5 [_______ка PDCQ вдвое больше площади четырёхуголь-

А а ника APQB Обозначим 5дет?с = S. Тогда
ГЗА2 9 95

■'5axdc=4'5, Sabcd=^S — S = ^S,

с _ 2 _ _ 2 5 „ _ 5 _ _ _ с > 5 с _ 11 с Ддквс _ S _ 6
bpDCQ- 3^ABCD^ з’ 4^-Й'А ' 6А- 6 SAKPQ
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а так как
5детс _ KD КС _ 2 КС _ 5 КС _ 6 
S&kpq КР KQ _ ' KQ 6 ’ KQ~ 11 ’

то Тогда точка Q лежит на продолжении стороны ВС за
„ КС 2 36точку В, так как ■J КВ 3 55

Пусть теперь площадь четырёхугольника PDCQ вдвое меньше пло­
щади четырёхугольника APQB. Тогда

SpDCQ ' з^АВСР _ 3 '1' 12^’

<? _ ciJLc — IZc S&kdc _ S _ 12
^AKPQ -5+125 ’ 125’ SAKPQ IZs '17’

а так как
’^ДМС KD КС 2 КС 5 КС 12
S^KPQ ~ КР' KQ~ 12.' KQ~ б ' KQ~ 17’

КС 72то = оЕ- Тогда точка Q лежит на стороне ВС, оз
КС 2 72так как ttf = f < ff, причем j\l> 3 оэ

CQ КС-КС 85-72 13
QB ' KB-KQ - ~ 108-85 ~ 23’

7.31. На сторонах АВ, АС и ВС правильного треугольника АВС
расположены соответственно точки С15 Вх и Аг так, что треугольник
ЛВС правильный. Отрезок ВВ1 пересекает сторону С1А1 в точке О,

ВО , тт „ причем -т-г- = /<. Найдите отношение площади треугольника АВС
к площади треугольника А1В1С1.

Ответ: 1 + 3к.
Решение. Опустим из точек ВиВ} пер­

пендикуляры ВМ и ByN на прямую AjCp. 
Тогда треугольники ВМО и В^О подоб­
ны,

ВМ _ ВО _ , 
п \ ~ он ’

Поэтому S^AiCiB = kSAAiBiCi. Аналогично 
получим равенства

SaBjCjA = ^дА1В1С1, 5да1В1С = ^SAAiBiCi.
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Значит,

Зллвс — +3fcSAAiBiCi = (1 + 3/<)SAAiBiC1.

Следовательно,
?ААВС = Зк + 1.
^AAlBjCj

7.32. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты соответ- 
л .. АСг ВАг СВ 2 тт „

ственно точки Сх, Ах и Вх, причем -—г, = т~а = = т- Найдите пло-

щадь треугольника, вершины которого — попарные пересечения от­
резков ААЪ ВВ1, ССЪ если площадь треугольника АВС равна 1.

_ 1Ответ:
Решение. Пусть К — точка пересечения отрезков ААХ и ВВХ. Через 

точку В проведём прямую, параллельную АС, и продолжим АА1 до 
пересечения с этой прямой в точке Т. Треугольники ВА.Т и СА^ А по­
добны с коэффициентом 2. Поэтому ВТ = 2АС = 6АВХ. Из подобия тре­
угольников ВКТ и В1КА находим, что

ВК _ ВТ _
КВ} ~ АВг ~

Поэтому
„ _ 1„ _ 1 1„ _ 1
'-’ДАВ1К — — 7 ' з^ДАВС ~ 21'

Аналогично находим, что

S двмс, = ^дсж! = 21 >

где М — точка пересечения ВВХ и СС1, а N — А4Х и ССХ. Следователь­
но,
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Задачи на доказательство и вычисление

7.33.1. На каждой стороне равностороннего треугольника взято 
по точке. Стороны треугольника с вершинами в этих точках соответ­
ственно перпендикулярны сторонам исходного треугольника.

а) Докажите, что треугольник с вершинами в указанных точках 
также равносторонний.

б) Найдите отношение площади этого треугольника к площади ис­
ходного.

Ответ: 1:3.
Решение, а) Пусть точки К, L, М 

лежат на сторонах соответственно АВ, 
ВС и АС равностороннего треугольни­
ка АВС, причём KL 1 ВС, LM 1 АС, 
МК 1 АВ. Тогда

/MKL = 180° - /АКМ - ZLKB =
= 180°-90°-30° = 60°.

Аналогично /KML = 60°. Значит, тре­
угольник KLM также равносторонний.

б) Прямоугольные треугольники АКМ, BLK и CML равны по гипо­
тенузе и острому углу, а так как СМ = АК = ^АМ, то СМ : АМ =1:2. 

Аналогично АК :KB = BL:LC= 1:2. Тогда (см. п. 24д приложения 2)

_ АК AM _ 1 2 _ 2
dACML — ^ABKL — ЬАЛКМ ~ др ' ь ААВС ~ 3 ' 3 d ААВС — 9 й ААВС,

2 1
$AKLM = SААВС ~ 3SДАКМ = 5давс — 3SААВС = 3SААВС-

Следовательно, Saklm = 1 
А ААВС А

7.34.1. Точки Вг и СД лежат на сторонах соответственно АС и АВ 
треугольника АВС, причём АВг: ВС = АСГ: С1В. Прямые BBL и ССг 
пересекаются в точке О.

а) Докажите, что прямая АО делит пополам сторону ВС.
б) Найдите отношение площади четырёхугольника АВ1ОС1 к пло­

щади треугольника АВС, если АВ1 :В-1С=АС1: СТВ= 1:2.
Ответ: 1:6.
Решение, а) Точки BL и G- делят стороны АС и АВ треугольни­

ка АВС в одном и том же отношении, поэтому В1С1 || ВС. Значит, 
ВС^В^С— трапеция. По замечательному свойству трапеции (см. п. 16а
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приложения 2) прямая АО проходит через середи­
ну М стороны ВС.

б) Через точку А проведём прямую, парал­
лельную ВС. Пусть эта прямая пересекает про­
должение отрезка ВВХ в точке К. Коэффициент 
подобия треугольников АВХК и СВгВ равен 

поэтому АК = ~ВС = ВМ. Значит, треугольники 
АОК и МОВ равны по стороне и двум прилежа­
щим к ней углам. Тогда О — середина отрезка AM.

Пусть площадь треугольника АВС равна S. 
Тогда

^дасм — 2^’ ■-’даос — 2$аасм ~ 4^’
АВ. ] 111

ААОВ1 ’ ^ААОС з^ААОС 3’4^ 12^’

Аналогично 5ДЖ)С| = jjjS, значит, SABiOCj = ^S.

Следовательно, <^В1° = 7.
ЙДАВС О

7.35.1. На стороне ВС треугольника АВС как на диаметре по­
строена окружность, пересекающая отрезок АВ в точке D. При этом 
KABC = KACD.

а) Докажите, что прямая CD разбивает треугольник АВС на два
подобных треугольника.

б) Найдите отношение площадей этих подоб­
ных треугольников, если АС = 15, ВС = 20.

Ответ: 9:16.
Решение, а) Точка D лежит на окружности 

с диаметром ВС, значит, /ADC = ABDC = 90°. 
Следовательно, треугольники ADC и CDB подоб­
ны по двум углам.

б) Треугольник ADC подобен треугольни- 
АС 15 3ку CDB с коэффициентом 77 = = Д- Следова-

С ЗА2 9 тельно, их площади относятся как I 7 = 77 ■

7.36.1. На диагонали BD параллелограмма ABCD отмечены точки 
Р и Q, причём ВР = PQ = QD.

а) Докажите, что прямые АР и AQ проходят через середины М nN 
сторон ВС и CD соответственно.
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Р. Следовательно, пря-

б) Найдите отношение площади пятиугольника CMPQN к площа­
ди параллелограмма ABCD.

Ответ: 1:3.
Решение, а) Пусть О — центр паралле­

лограмма ABCD. Тогда
1 1 2ВР = ±BD = | • 2ВО = ^ВО.

Точка Р лежит на медиане ВО треуголь­
ника АВС и делит её в отношении 2 : 1, 
считая от вершины В, значит, Р — точка 
пересечения медиан этого треугольника, 
а тогда медиана AM проходит через точку 
мая АР проходит через середину ВС. Аналогично прямая AQ проходит 
через середину CD.

б) Площадь треугольника РОС в три раза меньше площади тре­
угольника ВОС, так как у этих треугольников общая высота, прове­
дённая из вершины С, а основание ОР 
первого треугольника в три раза меньше 
основания ОВ второго. Аналогично пло­
щадь треугольника РМС втрое меньше 
площади треугольника АМС.

Треугольники ВОС и АМС равнове­
лики, так как площадь каждого из них 
составляет четверть площади параллело­
грамма. Значит, сумма площадей тре­
угольников РОС и РМС, т. е. площадь четырёхугольника СМРО, втрое 
меньше площади треугольника АВС. Аналогично площадь четырёх­
угольника CNQO втрое меньше площади треугольника ADC. Следова­
тельно, площадь пятиугольника CMPQN втрое меньше площади па­
раллелограмма ABCD.

7.37.1. На сторонах АВ, ВС, CD и AD параллелограмма ABCD отме- 
чены точки К, L, М и N соответственно, причем -• ~ = ■ = к/д-

а) Докажите, что четырёхугольник KLMN — параллелограмм, а 
его центр совпадает с центром параллелограмма ABCD.

б) Найдите отношение площадей параллелограммов KLMN и 
ABCD, если ^=2.

Ко
Ответ: 5:9.
Решение, а) Пусть диагональ NL четырёхугольника KLMN и диаго­

наль АС параллелограмма ABCD пересекаются в точке О. Треугольни­
ки AON и COL равны по стороне (AN = CL, так как эти отрезки состав-
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ляют одну и ту же часть от равных отрезков 
AD и ВС) и двум прилежащим к ней углам. 
Значит, OL = ON и АО = ОС. Поэтому О — 
центр параллелограмма ABCD. Аналогично 
докажем, что диагональ КМ четырёхуголь­
ника KLMN проходит через точку О и де­
лится ею пополам. Следовательно, KLMN — 
параллелограмм с центром О.

б) Обозначим SABCD = S. Тогда (см. п. 24д приложения 2)

с _1с с -ВК BL_„ _1 2 1С_1С 
^ААВС 2'"’’ ^ABKL дд ' ААВС 3*3*2^ 9Ь’

Аналогично

Samdn = дВ, SAMCL = gS, SAKAN = gS.

Значит,

Sklmn ~ В - 4 • 9S — 9 S.

Следовательно, Sklmn =2
^ABCD ?

7.38.1. Вершины ромба расположены (по одной) на сторонах па­
раллелограмма.

а) Докажите, что центры ромба и параллелограмма совпадают.
б) Найдите отношение площадей ромба и параллелограмма, если 

стороны ромба параллельны диагоналям параллелограмма, а диаго­
нали параллелограмма относятся как 2:3.

Ответ: 12:25.
Решение, а) Известно, что если вершины одного параллелограмма 

лежат на сторонах другого параллелограмма (по одной), то центры 
параллелограммов совпадают (см. [2], с. 26).

б) Пусть ABCD — данный параллелограмм, в котором
а вершины К, L, М, N ромба KLMN лежат на отрезках АВ, ВС, CD, AD 
соответственно. Центр О параллелограмма является также центром 
ромба, а так как стороны ромба параллельны диагоналям параллело­
грамма и LO — биссектриса треугольника KLM, то OL — биссектриса 
треугольника ВОС. По свойству биссектрисы треугольника

BL _ OB _ 2ВВ _ 2

LC ОС ‘ 1дс 3'
„ ВК BL 2 CM CL 3Значит, АВ - вс - 5 и CD - вс - 5.
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Пусть площадь параллелограмма равна S. Треугольник BKL подо- 
2

бен треугольнику ВАС с коэффициентом поэтому

$ADMN — $AKBL ~ 5
2

$ЛВАС =
4 1„ 2
25'2й 25

Аналогично

$AAKN — $ACML — 3VS
5J ^ACDB 25 2й 50й’

Значит,
2 9 12SKLMN = S-2.T5S-2-^S=-5S.

Следовательно, Sklmn _ 12
$ABCD 25

7.39.1. Около окружности описана равнобедренная трапеция.
а) Докажите, что её диагональ проходит через середину отрезка, 

концы которого — точки касания окружности с боковыми сторонами 
трапеции.

б) Найдите отношение оснований трапеции, если площадь четы­
рёхугольника с вершинами в точках касания окружности со сторона-

3ми трапеции составляет g площади трапеции.
Ответ: 3:1.
Решение, а) Пусть вписанная окружность касается оснований 

AD = аи ВС = Ь (а>Ъ) трапеции ABCD в точках N и L соответственно, 
а боковых сторон АВ и CD — соответственно в точках К и М. Тогда

ВК = BL = LC = СМ = АК = AN = ND = DM = |,

поэтому

АК _ АК _ 2 _ а
АВ ~ АК + КВ ~ “ a + fe’

2 2

DM _ DM _ 2 _ a
CD DM + MC e_|_i a + b’

2 2
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значит, КМ || AD. Если О — точка пересечения АС и КМ, то из подобия 
треугольников АКО и АВС находим, что

б) Пусть высота трапеции равна h. Тогда

S abcd = 2 + BC)h = 2 (<з +b)h,
а так как NL1 КМ, то

1„.. 1 2ab , alih
Sklmn ~ 2КМ 'LN ~ 2'~'h~

з
По условию задачи SKLMN = gSA/jCD, или

^ = |'j(o + b№. ^ь = |-2С“ + «. 3a2-10ot> + 362 = 0, 

3(Я2-10'1+3=°-

откуда находим, что | = 3 или ~ = |, а так как а > Ъ, то =3.

7.40.1. Окружность с центром О вписана в равнобедренную трапе­
цию ABCD с основаниями AD > ВС.

а) Докажите, что прямая ВО делит площадь трапеции пополам.
б) Пусть М и N — точки касания окружности со боковыми сторо­

нами трапеции. В каком отношении прямая МАГ делит площадь тра­
пеции, если AD = 2ВС?

Ответ: 7:20.
Решение, а) Пусть окружность касается оснований ВС и AD в точ­

ках Р и Q соответственно. Тогда точка О — середина отрезка PQ. По­
скольку трапеция равнобедренная, точки Р и Q — середины основа­
ний.
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Пусть прямая ВО пересекает основа­
ние AD в точке Е. Прямоугольные тре­
угольники ОРВ и OQE равны по кате­
ту и прилежащему острому углу, поэто­
му Здорв = S/xoqe- Прямоугольные трапеции 
ABPQ и PCDQ равновелики, так как у них 
соответственно равные основания и одна 
и та же высота PQ. Следовательно,

ЗдАВЕ ~ SaBPQ ~ ЗдОРВ + 3/s.OQE = ЗдВРО

б) Пусть точки М и N лежат на боковых сторонах АВ и CD соот­
ветственно. Положим ВР = а, AQ = 2a. Тогда

BC = 2a, AD = 4a, CN = CP=BP=BM = a, AM =AQ=DQ = DN = 2.a,
ВМ CN „ .....значит, —Поэтому прямая MN параллельна основаниям 

трапеции.
Пусть диагональ АС пересекает отре­

зок MN в точке F. Треугольник АМР по­
добен треугольнику АВС с коэффициентом 
AM 2а 2 „ ..„ 2 4 .гн = — = х. Поэтому MF = т;ВС = -ха. Ана- АВ За 3 7 3 3

4 
логично NP -- g а. Значит, MN = MF + NF = 
_8а

3 ’
Пусть hj и h2 — высоты трапеций

h,
MBCN и AMND соответственно. Тогда г- =

«а тельно,

SMBCN = ^MN + BQh, = 1(|а + 2аЖ _ _ 7 1 _ 7
Samnd ~(,MN +AD)h2 |(|e + 4a)ft2 Ю 2 20

7.41.1. Диагонали AC и BD четырёхугольника ABCD пересекаются 
в точке О. Треугольники АОВ и COD равновелики.

а) Докажите, что ВС || AD.
б) Найдите площади треугольников, на которые диагонали раз­

бивают четырёхугольник ABCD, если его площадь равна 27, ВС = 8, 
АО = 16.

Ответ: 3, 12, 6, 6.
Решение, а) Треугольники ABD и ACD равновелики, так как

Здаво = З^аов + Залов = Засов + ’’даол = Заасв- 
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Поскольку AD —общая сторона этих треугольников, то высоты, опу­
щенные на эту сторону, равны. Следовательно, прямые ВС и AD па­
раллельны.

б) Обозначим 5ДЛ0В = SAC0P = S. Треугольник ВОС подобен тре­
угольнику DOA с коэффициентом следовательно,

ОС = 1 «двое .; СП2 = 1
ОА 2 ’ Saaod v 2 J 4 ’

S&Boc   ОС _ 1
$лаов ОА 2

Значит,

S двое —2^’ ^aaod — 45двос — 2S,

а так как 2S + + 2S = 27, то S = 6. Следовательно,

7.42.1. Вершины А и D четырёхугольника ABCD соединены с сере­
диной М стороны ВС, а вершины В и С — с серединой N стороны AD.

а) Докажите, что если середины отрезков AM, DM, BN, CN не ле­
жат на одной прямой, то четырёхугольник с вершинами в этих сере­
динах — параллелограмм.

б) Найдите площадь этого параллелограмма, если известно, что 
AD = 6, ВС = 8, а угол между прямыми ВС и AD равен 30°.

Ответ: 3.
Решение, а) Пусть Е, F, G, Н — середины отрезков AM, DM, BN, CN 

соответственно. Отрезок MN — общая медиана треугольников AMD 
и BNC. Отрезок ЕЕ — средняя линия треугольника AMD, поэтому 
EF проходит через середину медианы MN и делится ею пополам. 
Аналогично отрезок HG также проходит через середину MN и делится
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ею пополам. Значит, диагонали EF и GH четырёхугольника EGFH 
проходят через середину MN и делятся этой серединой пополам. 
Следовательно, EGFH — параллелограмм.

б) Диагонали параллелограмма EGFH параллельны сторонам 
AD и ВС четырёхугольника ABCD и равны их половинам. Угол между 
этими диагоналями также равен 30°. Следовательно,

SEGFH= ^EF-GH sin30° = |-3-4-| = 3.

7.43.1. Диагонали выпуклого четырёхугольника ABCD пересекают­
ся в точке Р. В треугольники APB, ВРС, CPD и APD вписаны окружно­
сти с центрами Оъ О2, О3 и О4 соответственно.

а) Докажите, что прямые 0 0 и О2О4 перпендикулярны.
б) Пусть прямая О4О3 пересекает стороны АВ и CD в точках М и N 

соответственно. Найдите отношение площадей треугольников CPN и 
DPN, если около четырёхугольника ABCD можно описать окружность 
и AM: МВ = 1:2.

Ответ: 2:1.
Решение, а) Центр окружности, вписанной в треугольник, есть точ­

ка пересечения его биссектрис, а так как биссектрисы вертикальных
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углов лежат на одной прямой, то прямые О3О3 и О2О4 пересекают­
ся в точке Р. Биссектрисы смежных углов перпендикулярны, поэтому 
ЛО4РО2 = 90°. Следовательно, прямые О-О3 и О2О4 перпендикулярны.

. " „ - AM РА DN PD
б) По свойству биссектрисы треугольника и

По теореме о произведениях отрезков пересекающихся хорд РА -PC = 
= PB-PD, поэтому 7^7 = 7777. ЗНЭЧИТ,

J РВ PC

DN AM 1
CN ~ MB ~ 2'

Следовательно,
Sa.cpn _ CN _ „
$adpn ND
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Подготовительные задачи

8.1. В окружности проведён диаметр АВ. Пря­
мая, проходящая через точку А, пересекает в точ­
ке С касательную к окружности, проведённую че­
рез точку В. Отрезок АС делится окружностью по­
полам. Найдите угол ВАС.

Ответ: 45°.
Решение. Пусть окружность пересекает отре­

зок АС в точке D. В прямоугольном треугольни­
ке АВС высота BD является медианой, значит, 
этот треугольник равнобедренный. Следователь­
но, ABAC = ABAD = 45°.

8.2. Две прямые касаются окружности с центром О в точках А и В
и пересекаются в точке С. Найдите угол между этими прямыми, если
ААВО = 40е'.

Ответ: 80°.
Решение. Поскольку СО — биссектриса 

угла АСВ, а треугольник АВС равнобедрен­
ный, то СО 1 АВ. Углы АВО и ВСО равны, 
так как каждый из них в сумме с утлом ВОС 
составляет 90°. Следовательно, ААСВ = 
= 2ZBCO = 2-40° = 80°.

8.3. В большей из двух концентрических окружностей (имеющих 
общий центр) проведена хорда, равная 32 и касающаяся меньшей 
окружности. Найдите радиус каждой из окружностей, если ширина 
образовавшегося кольца равна 8.

Ответ: 12 и 20.
Решение. Пусть О — центр окружностей, АВ — данная хорда боль­

шей окружности, М — её точка касания с мень­
шей окружностью, г — радиус меньшей окружно­
сти. Тогда М — середина АВ (так как ОМ 1АВ~).

Первый способ. По теореме Пифагора в прямо­
угольном треугольнике АМО имеем

ОА2 = ОМ2+МА2, или (г + 8)2 = г2 + 162.

Из этого уравнения находим, что г = 12.
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Второй способ. Проведём диаметр CD, содержащий точку М 
(М лежит между С и О). Тогда по теореме о произведениях отрезков 
пересекающихся хорд

CM ■ MD = AM ■ МВ, или 8(2г + 8) = 162.

Из этого уравнения находим, что г = 12.
8.4. Две прямые, проходящие через точку М, лежащую вне окруж­

ности с центром О, касаются окружности в точках Аи В. Отрезок ОМ 
делится окружностью пополам. В каком отношении отрезок ОМ де­
лится прямой АВ?

Ответ: 1:3, считая от точки О.
Решение. Биссектриса равнобедренного треугольника АМВ, про­

ведённая из вершины М, является высотой. Поэтому АВ 1МО. Пусть 
окружность пересекает отрезок ОМ в точке К. В прямоугольном
треугольнике АМО катет ОА равен половине гипотенузы МО, зна­
чит, ЛАМО = 30°, а ЛАОМ = 60°. Поскольку угол между равными 

сторонами ОА и ОК равнобедренного тре­
угольника АОК равен 60°, треугольник рав­
носторонний. Его высота АР является медиа­
ной, поэтому

ОР = КР = рОК = ±ОМ.

Следовательно, OP: МР =1:3.
8.5. Из одной точки проведены к окружности две касательные. 

Длина каждой касательной равна 12, а расстояние между точками 
касания равно 14,4. Найдите радиус окружности.

Ответ: 9.
Решение. Пусть А — данная точка, В и С — точки касания, О — 

центр окружности. Поскольку прямая ОА перпендикулярна отрез­
ку ВС и проходит через его середину М, то

ЛОСВ = ЛОАС,

sin ЛОАС = СМ
АС 12 ” 5'

4 
Поэтому cos ЛОАС = -. Из треугольни­
ка ОСМ находим, что

ОС = СМ 
cos ЛОСМ
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8.6. Прямая, проходящая через точку М, удалённую от центра 
окружности радиуса 10 на расстояние, равное 26, касается окружно­
сти в точке А. Найдите AM.

Ответ: 24-
Решение. Пусть О — центр окружности, 

кулярна радиусу, проведённому в точку ка­
сания, поэтому треугольник АМО прямо­
угольный. По теореме Пифагора

АМ = VOM2 - ОА2 = л/262 —102 =

= /(26-10) (26+ 10) = V16-36 = 24.

Касательная перпенди-

8.7. Окружности радиусов R и г (R > г) касаются некоторой пря­
мой. Линия центров пересекает эту прямую под углом 30°. Найдите 
расстояние между центрами окружностей.

Ответ: 2(R±r).
Решение. Пусть Ох и О2 — центры окружностей радиусов г и R соот­

ветственно, Ах и А2 — их точки касания с данной прямой, М —точка 
пересечения прямых АХА2 и О, О2.

В прямоугольных треугольниках А1О1М и А2О2М углы А1МО1 
и А2МО2 равны 30°, поэтому

ОГМ = 2ОХАХ = 2г, О2М = 2А2О2 = 2R.

Следовательно, если центры окружностей расположены по одну сто­
рону от данной прямой (см. рисунок слева), то

ОХО2 = О2М-О2М = 2(R-r},

а если по разные (см. рисунок справа), то

Ох О2 — О2М + ОгМ — 2 (Я + г).
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8.8. Из точки М проведены касательные МА и МВ к окружности 
(А и В — точки касания). Найдите радиус окружности, если ААМВ = а 
и АВ = а . _ аОтвет: ------2 cos -

Решение. Центр О окружности, вписанной в угол, лежит на биссек­
трисе этого угла, поэтому ААМО = 
Отрезок ОМ перпендикулярен хорде АВ, 
проходит через её середину К, а АОАК = 
= ААМО = у. Из прямоугольного тре­
угольника АОК находим, что

О А — АК — 2 — а
cos АОАК cos ~ 2 cos 2’

8.9. Окружность с центром О касается двух параллельных прямых. 
Проведена касательная к окружности, пересекающая эти прямые 
в точках А и В. Найдите угол АО В.

Ответ: 90°.
Решение. Пусть окружность с центром О касается данных прямых в 

точках М nN. Тогда АО — биссектриса угла ВАМ, а ВО — биссектриса 
угла ABN. Поскольку АВАМ+AABN =180°, то 

АВАО + ААВО = ^АВАМ + ^AABN =

= ГЛАВАМ+ZABN} = | • 180° 90°.

Следовательно,

ААОВ = 180° - (ZBAO + ААВО} = 90°.

8.10. На окружности радиуса г выбраны три точки таким образом, 
что окружность оказалась раздёленной на три дуги, градусные меры 
которых относятся как 3:4:5. В точках деления к окружности про­
ведены касательные. Найдите площадь треугольника, образованного 
этими касательными.

r(3+V5)
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Ответ: г2(2-/3 + 3).
Решение. Угловые величины полученных дуг равны

4 4 4^•360° = 90°, ^-360° =120°, ^-360° = 150°, J. Ла -L Ла Л. Ла

поэтому углы треугольника равны 90°, 60° и 30°. Тогда меньший катет 
равен г(л/3 +1), а больший — г(-\/3+ 3).

8.11. Расстояния от концов диаметра окружности до некоторой ка­
сательной равны а и Ь. Найдите радиус окружности.

_ а + ЪОтвет: 2 .
Решение. Пусть прямая касается окружности с центром О в точ­

ке М. Опустим перпендикуляры AAj и ВВ1 из концов диаметра АВ
на эту прямую, ААг = а, ВВ1 = Ь. Поскольку 
ОМ 1 А] В,, то АА1 || ОМ || ВВт, а так как О —сере­
дина АВ, то ОМ — средняя линия трапеции АА1В1В 
(или прямоугольника, если а = Ь). Следовательно,

ОМ = ICAAj+BBj) =

8.12. В прямоугольном треугольнике точка касания вписанной 
окружности делит гипотенузу на отрезки, равные 5 и 12. Найдите 
катеты треугольника.

Ответ: 8 и 15.
Решение. Обозначим радиус вписан­

ной окружности через г. Тогда катеты 
треугольника равны 5 + г и 12 + г. По тео­
реме Пифагоргт

(5 +г)2+(12 +г)2 = (5 + 12)2.

Из этого уравнения находим, что г = 3.

Тренировочные задачи

8.13. Из точки М, лежащей вне окружности радиуса 1, проведены 
к окружности две взаимно перпендикулярные касательные МА и МВ. 
Между точками касания А и В на меньшей дуге АВ взята произволь­
ная точка С, и через неё проведена третья касательная KL, образую­
щая с касательными МА и МВ треугольник KLM. Найдите периметр 
этого треугольника.
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Ответ: 2.
Решение. Поскольку КА = КС и BL = LC, то

ML+LK+KM = ML + QLC + СК) + КМ =
= (ML + LC) + (СК + КМ) = (ML+LB) + (АК + КМ) =

= МВ + AM = 1 + 1 = 2.

8.14. На основании равнобедренного треугольника, равном 8, 
как на хорде построена окружность, касающаяся боковых сторон 
треугольника. Найдите радиус окружности, если высота, опущенная 
на основание треугольника, равна 3.

_ 20Ответ: ^=.
Решение. Пусть ВС — основание данного равнобедренного тре­

угольника АВС, О — центр окружности. Тогда АО 1ВС и ВМ = МС, 
где М — точка пересечения отрезков АО и ВС.

В прямоугольном треугольнике АМС из­
вестно, что AM = 3 и МС = 4. Поэтому 
АС = 5.

Из подобия треугольников МСО и МАС 
ОС МС „следует, что Следовательно,

АС-МС 5-4 20
~ AM ~ 3 - 3 ’

8.15. Радиусы двух окружностей равны 27 и 13, а расстояние между 
центрами равно 50. Найдите длины общих касательных к этим окруж­
ностям.

Ответ: 48 и 30.
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Решение. Пусть О,—центр окружности радиуса 27, О2— центр 
окружности радиуса 13, А и В соответственно — точки касания окруж­
ностей с их общей внешней касательной, С и D соответственно — 
с внутренней, Р — основание перпендикуляра, опущенного из О2 на 
О2Д. Из прямоугольного треугольника O-OJ1 находим, что

О2Р = ^О^-О^2 = i/SO2-(27-13)2 = 48,

а так как АРО2В — прямоугольник, то АВ = О2Р = 48.

Пусть Q — основание перпендикуляра, опущенного из О на про­
должение радиуса O2D. Тогда

От Q = v'O1O2-O2Q2 = v/502-(27+13)2 = 30,

а так как DQO} С — прямоугольник, то CD = 0^ = 30.

8.16. Две окружности радиусов 4 и 3 с центрами в точках О, и О2 
касаются некоторой прямой в точках и М2 соответственно и лежат 
по разные стороны от этой прямой. Отношение отрезка ОО_ к отрез- 

2
ку МЛМ2 равно —. Найдите ОгО2.

v 3
Ответ: 14.
Решение. Опустим перпендикуляр OF из центра первой окружно­

сти на продолжение радиуса О2М2 второй окружности. Тогда

O1F = M1M2, M2F = O1M1=4, O2F = O2M2+M2F = 3+4= 7.
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Из прямоугольного треугольника О}РО2 находим, что

О, F М-, М2 Уз cosZ™i°2=ofe= оЙ = "Г’

значит, ZPO-lO2 — 30°. Следовательно, О, О2 = 2O2F = 2-7=14.
8.17. Две окружности радиусов 12 и 7 с центрами в точках Ох и О2 

касаются некоторой прямой в точках М2 и М2 соответственно и лежат 
по одну сторону от этой прямой. Отношение отрезков М- и О-О2 

2л/5равно —д—. Найдите М1М2.
Ответ: 10.
Решение. Пусть Р — проекция точки О2 на 

прямую О1М1. Обозначим АО1О2Р = а. Тогда

sin а =

cos а о2Р мгм.г 2/5
■ 0102 - охо2 5 ’
/5 cos а п
5 ’ ctg а = -— = 2. sm а

В прямоугольном треугольнике О1РО2

ОгР = О2М2 - РМг = О1М1 - О2М2 =12-7 = 5,

следовательно,

М2М2 = О2Р = ОгР ■ ctg а = 5 • 2 = 10.

8.18. В прямоугольном треугольнике АВС катет АС равен 16 и ка­
тет ВС равен 12. Построена окружность с центром В и радиусом ВС, 
и к ней проведена касательная, параллельная гипотенузе. Катет ВС 
продолжен до пересечения с проведённой касательной. Определите, 
на сколько продолжен катет.

Ответ: 15 или 3.
Решение. Пусть М— точка касания, К — точка пересечения каса­

тельной с продолжением катета СВ. По теореме Пифагора

АВ = /СВ2 + СА2 = /144 + 256 = 20.
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Рассмотрим случай, когда точка К лежит на продолжении катета ВС 
за точку В (см. рисунок слева). Прямоугольные треугольники ВМК 

л ' ВК АВ „ 20-12 1Г
и АСВ подооны, поэтому = —. Следовательно, ВК = —-— = 15.

Если же точка К лежит на продолжении катета ВС за точку С 
(см. рисунок справа), то аналогично получим, что ВК -15. Следова­
тельно,

СК = ВК-ВС = 15-12 = 3.

8.19. В прямоугольной трапеции меньшее основание равно высо­
те, а большее основание равно а. Найдите боковые стороны трапе­
ции, если известно, что одна из них касается окружности, проходящей 
через концы меньшего основания и касающейся большего основания.

„ 4а 5аОтвет: -у, — .
Решение. Обозначим меньшее основа­

ние ВС и меньшую боковую сторону трапе­
ции ABCD через х. Пусть М — точка касания 
окружности с большим основанием AD. Тогда 
точка М лежит на серединном перпендикуля­
ре к отрезку ВС, поэтому

Л\! - 7( ~, CD = MD = AD-AM = a-^.

Пусть К — проекция вершины С на AD. Тогда KD = а- х, СК = х. По 
теореме Пифагора

CD2 = CK2+KD2, или (0—2) =х2 + (а-х)2.

Отсюда находим, что х = —. Тогда

CD 2а 5а
7 ’а 2 а 7
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8.20. В треугольнике АВС известно, что ВС — а, /А = a, ZB = /3. 
Найдите радиус окружности, касающейся стороны АС в точке А и ка­
сающейся стороны ВС.

a sin [5 ctg
Ответ.'. ------ т---------.sin а
Решение. Пусть О — центр окружности. Тогда ОА — её радиус,

ОА = ACtgZACO = ACtg^/ACB') .

Из данного треугольника по теореме синусов на- 
а sin в

ходим, что АС = —---- .’ sm а
Поскольку ААСВ = 180° - а - /3, то

asin/3tg(9O0-^) asinfictg^
О А =--------—--------- — =------ :------ —.sm a sm а

8.21. Дан треугольник со сторонами 10, 24 и 26. Две меньшие сто­
роны являются касательными к окружности, центр которой лежит на 
большей стороне. Найдите радиус окружности.

„ 120Ответ', -уу.
Решение. Заметим, что данный треугольник прямоугольный (242 + 

+102 = 262). Пусть г — искомый радиус.
Отрезок, соединяющий вершину прямого угла с центром данной 

окружности, разбивает треугольник на два треугольника. Радиусы 
окружности, проведённые в точки ка­
сания, являются высотами этих тре­
угольников. Сумма площадей получив­
шихся треугольников равна площади 
данного треугольника (| • 10 • 24 = 120), 
т. е. 5г + 12г = 120.

120 
г~ 17 ’

1
-2

Отсюда находим, что

8.22. Найдите длину хорды, если дан ради­
ус г окружности и расстояние а от одного конца 
хорды до касательной, проведённой через дру­
гой её конец.

Ответ: V2ar.
Решение. Пусть О —центр данной окружно­

сти, М — основание перпендикуляра, опущен­
ного из конца В хорды АВ на касательную 
к окружности, проведённую через точку А, К — 
середина АВ.
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Поскольку треугольники АКО и ВМА подобны,
АК МВ АВ а— = — или — —- —АО АВ’ 2г АВ'

Следовательно, АВ = V2ar.
8.23. Один из смежных углов с вершиной А вдвое больше друго­

го. В эти углы вписаны окружности с центрами Ог и О2. Найдите уг­
лы треугольника OjAOa, если отношение радиусов окружностей рав­
но yf3.

Ответ: 90°, 45°, 45" или 90й, arctg3, arcctg3.
Решение. Один из смежных углов равен 60°, а второй —120°.
Пусть окружность с центром Ог радиуса г вписана в угол, рав­

ный 60°, а окружность с центром О2 радиуса гл/3— в угол, рав­
ный 120°, причём окружности касают­
ся прямой, содержащей дополнитель­
ные стороны этих углов, в точках В и С 
соответственно.

Центр окружности, вписанной 
в угол, лежит на биссектрисе угла, 
поэтому

ZOjAB = 30°, КО2АС = 60°, 
КО1АО2 = 90°.

Из прямоугольных треугольников О1АВ и О2АС находим, что

АОг = 2ОгВ = 2г, АО2 = = = 2г.11,2 sin 60“ Уз
2

Треугольник О}ЛО2 прямоугольный и равнобедренный, следователь­
но, его острые углы равны 45°.

Пусть теперь окружность с центром О, радиуса г вписана в угол, 
равный 120°, а окружность с центром О2 радиуса гл/3—в угол, рав­
ный 60°, причём окружности касаются прямой, содержащей допол­
нительные стороны этих углов, в точках В и С соответственно. Из 
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прямоугольных треугольников О, АВ и О2АС находим, что

АО, = == АО, = 20,С = 2г л/З.1 sm60° v'3 2 2

Следовательно,

tgZAO1O2 = ^ = ^ = 3, tgZAO2O1 = |.

8.24. В равнобедренной трапеции с острым углом а при основании 
окружность, построенная на боковой стороне как на диаметре, каса­
ется другой боковой стороны. В каком отношении она делит большее 
основание трапеции?

Ответ: sin2а.
Решение. Пусть О — центр окружности (середина боковой сторо­

ны АВ трапеции ABCD}, ОР — средняя линия трапеции, К — точка пе­
ресечения указанной окружности с большим основанием AD. Тогда 
ВК — перпендикуляр к AD и KD = | (AD + ВС} = ОР. Если М — точка 

касания окружности с боковой стороной CD,

2 sin а

8.25. В окружности радиуса 4 проведены хорда АВ и диаметр АК, 
образующий с хордой угол ■£. В точке В проведена касательная к ок­
ружности, пересекающая продолжение диаметра АК в точке С. Най­
дите медиану AM треугольника АВС.

Ответ: 2-\/9 + 6V2.
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Решение. Пусть О—центр окружности. Тогда

ZBOC = 2ZBAO = 45°.
Из прямоугольного треугольника ОВС находим, что ВС=4 и ОС=4д/2. 
Поэтому АС = АО + ОС = 4 + 4V2. Медиану АМ находим по теореме 
косинусов из треугольника АМС:

АМ2 = АС2 + СМ2 - 2АС • CM cos 45° =

= (4 + 4л/2)2 + 4-2-2-(4 + 4л/2)-^ =4(9 + 6л/2).

8.26. На прямой, проходящей через центр О окружности радиу­
са 12, взяты точки А и В, причём ОА = 15, АВ = 5 и А лежит между 
О и В. Из точек А и В проведены касательные к окружности, точ­
ки касания которых лежат по одну сторону от прямой ОВ. Найдите 
площадь треугольника АВС, где С — точка пересечения этих касатель­
ных._ 150Ответ:

Решение. Обозначим через М и N точки касания окружности с пря­
мыми, проходящими через точки А и В соответственно, ZOAM = а, 
ZOBN = 13. Тогда

. о ОМ . ON . „ZACB = а - S3, = sm а, -== = sm б.
СТА CZd

Поэтому
4 3 3 4sin а ₽ г, sin/З = 5, cosa=^, cos/3=~.

_ ВС sin(180°-a)
По теореме синусов = sin(-a_^) > поэтому

г 4
_ АВ sin а _ АВ sing _ °' 5 _ 100
— sin(a-fi) — sin a cos/3 - cos a sin/3 - - 7

5 5 5 5

Следовательно,

Злавс = цАВ-BCsinZABC =/ллдс 2 2 7 5 7
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8.27. В угол с вершиной А, равный 60°, вписана окружность с цен­
тром О. К этой окружности проведена касательная, пересекающая 
стороны угла в точках В и С. Отрезок ВС пересекается с отрез­
ком АО в точке М. Найдите радиус окружности, вписанной в тре­
угольник АВС, если AM: МО = 2: 3 и ВС = 7.

_ 7Ответ: —
ЗУЗ

Решение. Пусть R — радиус данной окружности, Р и Q — её точки 
касания с прямыми ВС и АВ соответственно, АН — высота треуголь­
ника АВС, г — радиус вписанной в треугольник АВС окружности, р — 
полупериметр треугольника АВС. Тогда

р = AQ = OQ ctg AOAQ = Rag 30° = RV3.

Из подобия прямоугольных треугольников АНМ и ОРМ следует, что
АН AM 2 лгг 2„ „
Ор = ЛЮ = 3 ’ П0ЭТ0МУ АН = зР0 = Тогда

1 12 7SAABC=±BC-AH=±-7-jR=^R.

С другой стороны,

8ЛДЙГ = рг = R^/3-r = RrV3-

7 7Из равенства д-Л=Яг%/3 находим, что г =
3 3 V 3

8.28. Через точку А окружности радиуса 10 проведены две взаим­
но перпендикулярные хорды АВ и АС. Вычислите радиус окружности, 
касающейся данной окружности и построенных хорд, если АВ = 16.

Ответ: 8.
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Решение. Пусть О,—центр искомой окружности, х— её радиус, 
М и N — точки касания с хордами АВ и АС, О — центр данной окруж­
ности, К — середина АВ (см. рисунок слева).

Из прямоугольного треугольника АВС находим, что АС = 12. Обо­
значим AM = AN = х. Тогда стороны прямоугольной трапеции ООгМК 
таковы:

МОХ = AN = х, ОК = ^АС = 6, 

МК = \АМ - АК\ = \х - 8\, ОО1 = Ю-х.

По теореме Пифагора

(6 — х)2 + (8 —х)2 = (10 —х)2.

Отсюда находим, что х=8.
Истинная конфигурация показана на рисунке справа.

Задачи на доказательство и вычисление

8.29.1. Общие внутренние касательные к двум окружностям пер­
пендикулярны. Одна из них касается окружностей в точках А и С, 
вторая — в точках В и D (точки А и В лежат на одной окружности).

а) Докажите, что отрезок АС равен сумме радиусов окружностей.
б) Найдите площадь четырёхугольника ABCD, если АВ = 6, CD = 8. 
Ответ: 49.
Решение, а) Пусть перпендикулярные прямые АС и BD пересека­

ются в точке М и касаются окружности с центром О в точках А и В, 
а окружности с центром О2 — в точках С и D. Четырёхугольники 
АМВОг и CMDO2 — квадраты, поэтому AM = ОТВ и СМ = O2D. Сле­
довательно, АС = АМ + СМ = О2В + O2D.
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б) Из прямоугольных равнобедренных треугольников АМВ и CMD 
находим, что

значит,
BD = АС = AM + СМ = 4= + 4= = ~ = 7V2.

72 72 V2
Диагонали АС и BD четырёхугольника ABCD перпендикулярны, сле­
довательно,

sabcd = ^AC-BD = |-7v/2-7v/2 = 49.

8.30.1. Окружность с центром О, вписанная в треугольник АВС, 
касается сторон АВ и ВС в точках Р и Q соответственно.

а) Докажите, что в четырёхугольник BPOQ можно вписать окруж­
ность.

б) Найдите угол АВС, если радиус этой окружности вдвое меньше 
радиуса вписанной окружности треугольника АВС.

Ответ: 90°.
Решение, а) Отрезки касательных, проведённых к окружности из 

одной точки, равны, поэтому ВР = BQ, а так как OP = OQ (как радиу­
сы одной окружности), то ВР + OQ = BQ + ОР. Суммы противополож­
ных сторон выпуклого четырёхугольника BPOQ равны, следователь­
но, в него можно вписать окружность.
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б) Пусть От —центр этой окружности, г — её радиус, М — точка 
касания со стороной АВ, D—точка касания с отрезком ОР. Че­
тырёхугольник DPMO— квадрат, поэтому DP = O1M = r. Значит, 
OD = ОР - DP = 2г - г = г. Из прямоугольного равнобедренного тре­
угольника OOXD находим, что ZOO^D = 45°, а так как АВ || O1D и ВО — 
биссектриса угла АВС, то

ZABC = 2ZABO = 2ZOO1D = 90°.

8.31.1. Хорда АВ окружности параллельна касательной, проходя­
щей через точку С, лежащую на окружности.

а) Докажите, что треугольник АВС равнобедренный.
б) Найдите радиус окружности, если расстояние между касатель­

ной и прямой АВ равно 1 и ZACB = 150°.
Ответ: 2(2 + л/3).
Решение, а) Пусть О — центр окружности. Радиус ОС перпендику­

лярен данной касательной, поэтому он перпендикулярен и параллель­
ной ей хорде АВ, а значит, делит её пополам. Пусть М — середина 
хорды АВ. Тогда СМ — высота и медиана треугольника АВС. Следо­
вательно, этот треугольник равнобедренный.

б) Из равнобедренного треугольника АВС находим, что ZBAC = 15°. 
Вписанный угол ВАС равен половине соответствующего центрально­
го угла ВОС, значит, ZBOC = 30°.

Пусть радиус окружности равен R. Тогда ОВ = ОС = R, СМ = 1, 
ОМ = ОС - СМ = R- 1. В прямоугольном треугольнике ОМВ известно,

Дл/Зчто ОМ = О В cos 30°, или R - 1 = т—. Отсюда находим, что R = 
= 2(2 + л/3).

8.32.1. В равнобедренный треугольник АВС (АВ = ВС) вписа­
на окружность. Прямая I касается этой окружности и параллельна 
прямой АС. Расстояние от точки В до прямой I равно радиусу окруж­
ности.

а) Докажите, что треугольник АВС равносторонний.
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б) Найдите расстояние между точками, в которых данная окруж­
ность касается сторон АВ и ВС, если радиус окружности равен 3.

Ответ: 3-/3.
Решение, а) Пусть окружность радиуса г, впи­

санная в треугольник АВС, касается основа­
ния АС в точке М, а боковых сторон АВ и ВС — 
в точках Р и Q соответственно. Тогда М — сере­
дина АС, ВМ — высота и биссектриса треуголь­
ника АВС, а центр О вписанной окружности 
и точка N касания прямой I и окружности лежат 
на отрезке ВМ, причём BN = г и MN = 2г.

В прямоугольном треугольнике ВОР катет ОР — r равен половине 
гипотенузы ОВ = 2г, значит, ААВМ = АРВО = 30°, а ААВС = 2ААВМ — 
= 60°. Следовательно, равнобедренный треугольник АВС — равносто­

ронний.
б) Из прямоугольного треугольника АМВ на­

ходим, что

АМ = BMtgAABM = 3r-tg30° = -7= = З-УЗ.
v 3

Поскольку треугольник АВС равносторонний, 
точки Р и Q — середины его сторон АВ и ВС,

д ЗАЗ м ЗАЗ С значит, PQ — средняя линия треугольника АВС. 
Следовательно, PQ= ^АС = АМ = Зд/З.

8.33.1, Через центр О окружности, вписанной в треугольник АВС, 
провели прямую MN параллельно стороне АВ (М лежит на ВС, N ле­
жит на АС).

а) Докажите, что площади треугольников AON и ВОМ пропорци­
ональны отрезкам AN и ВМ.

б) Найдите периметр четырёхугольника ABMN, если АВ=5, MN=3.
Ответ: 11.
Решение, а) Пусть вписанная окружность треугольника АВС каса­

ется его сторон АС и ВС в точках Q и Р соответственно. Тогда радиусы 
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OQ и ОР — высоты треугольников AON и ВОМ, а так как OQ = ОР, то 
отношение площадей этих треугольников равно отношению их сто­
рон AN и ВМ.

б) Центр окружности, вписанной в треугольник, — точка пересе­
чения биссектрис треугольника, поэтому АО — биссектриса угла ВАС. 
Прямые ON и АВ параллельны, значит, /AON = /ВАО = /NAO. По­
этому треугольник AON равнобедренный, AN = ON. Аналогично 
ВМ = ОМ. Следовательно, периметр четырёхугольника ABMN равен

AN + MN + MB + АВ = (AN -I- MB) + NM + AB =
= MN+MN+AB = 2MN + AB =6 + 5 = 11.

8.34.1. Около окружности описана равнобедренная трапеция ABCD; 
Е и К — точки касания этой окружности с боковыми сторонами 
AD и ВС соответственно.

а) Докажите, что ЕК || АВ.
б) Найдите площадь трапеции АВКЕ, если радиус окружности ра­

вен R, a /BAD - 60°.
„ 9R2V3Ответ: —.
Решение, а) Пусть М и N — точки каса­

ния окружности с основаниями АВ и CD 
соответственно. Поскольку трапеция равно­
бедренная, точки М и N — середины осно­
ваний. Отрезки касательных, проведённых 
к окружности из одной точки, равны, поэ­
тому

DE = DN = NC = СК, АЕ = AM = МВ = ВК,

Значит, ~ причём АВ || CD. Следовательно, ЕК || АВ.
б) Продолжим боковые стороны тра­

пеции до пересечения в точке Р. То­
гда треугольник АВР равносторонний, 
а окружность радиуса R, вписанная 
в трапецию ABCD, — вписанная окруж­
ность треугольника АВС. Значит, точки 
Е и К — середины сторон АР и ВР этого 
треугольника. Тогда ЕК — его средняя 
линия, поэтому SAPEK=^SAABP.

Пусть О — центр окружности. То­
гда АО — биссектриса угла ВАР, рав-
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ного 60°. Из прямоугольного треугольника АОМ находим, что 
AM = ОМ ctg ZOAM = Я ctg 30° = поэтому

АР = ВР = АВ = 2RV3, SAAPB = AB2^ = 12R^ = 3R2V3.

Следовательно,
с _ _ 3 2 /о _ 9Д2УЗ
йАВКЕ — дА А.АРВ — 4 ' ° — 4

8,35.1. Окружность с центром О касается боковой стороны АВ рав­
нобедренного треугольника АВС, продолжения боковой стороны АС 
и продолжения основания ВС в точке N. Точка М — середина основа­
ния ВС.

а) Докажите, что AN = ОМ.
б) Найдите ОМ, если стороны треугольника АВС равны 10, 10 

и 12.
Ответ: 2л/41.
Решение, а) Пусть L — точка каса­

ния данной окружности с прямой АС. 
Центр окружности, вписанной в угол, 
лежит на его биссектрисе, поэтому 
АО — биссектриса угла BAL. Медиа­
на AM равнобедренного треугольни­
ка АВС является его высотой и биссек­
трисой. Значит, АОАМ = 90° как угол 
между биссектрисами смежных углов. 
Кроме того, Z.AMN = 90° и AMNO = 90° 
(радиус окружности, проведённый 
в точку касания, перпендикулярен ка­
сательной), поэтому AMNO—прямо­
угольник. Диагонали прямоугольника 
равны, следовательно, AN = ОМ.

б) По теореме Пифагора из тре­
угольника АМВ находим, что AM = 
= 8. Пусть D — точка касания данной 
окружности с боковой стороной АВ 
треугольника АВС. Тогда BD = BN 
и AD = AL, значит,

CN + CL = (СВ + BN) + (СА + AL) = (СВ+BDJ + (СА + AD) =
= СВ+ СА+(BD+ AD) = СВ + СА + АВ = 10+12 + 10 = 32, 

атак как CN = CL, то CN=j-32 = 16. Тогда MN = CN-CM = 16-6 = 10.
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Из прямоугольного треугольника AMN находим, что

AN = VAM2+MN2 = %/64+100 = 2л/41.

Следовательно, ОМ = AN = 2л/41.

8.36.1. Окружность с центром О, вписанная в треугольник АВС, 
касается стороны ВС в точке М. Окружность с центром О} касается 
стороны ВС в точке N, а также касается продолжений сторон АС и АВ.

а) Докажите, что около четырёхугольника ВОСО1 можно описать 
окружность.

б) Найдите площади четырёхугольников ВОСОг и NOMOr, если 
АС = 6, ВС = 8, АВ =10.

Ответ: 32 и 16.
Решение, а) Пусть окружность с центром О касается продолжения 

стороны АС в точке К. Центр окружности, вписанной в угол, лежит на 
его биссектрисе, поэтому СО и СО— биссектрисы углов АСВ и КСВ. 
Значит, ZOCO = 90° как угол между биссектрисами смежных углов. 
Аналогично АОВО1 = 90°. Из точек С и В отрезок ООХ виден под пря­
мым углом, следовательно, эти точки лежат на окружности с диамет­
ром ООХ.

б) Треугольник АВС прямоугольный, так как АВ2 = 100 = 36 + 64 = 
= АС2 + ВС2. Пусть г и — радиусы рассматриваемых окружностей 
с центрами О иОх соответственно, а окружность с центром О касается 
катета АС в точке L. Тогда OMCL и OKCN — квадраты со сторонами 
г и /у соответственно. Значит,

г = ОМ = CL = р — АВ = 12-10 = 2,
;у = АК-АС = р-6 = 6,
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АВ + ВС + АС 10 + 8 + 6где р = ------- --------  = ----- 2-  = — полупериметр треугольни­
ка АВС. Следовательно,

SflocOj = З^вос +'5д/;о|с = ’ ОМ + ~

= ±ВС(ОМ + OjN) = А 8 • 8 = 32.
Поскольку

BN = р — АВ = 12—10 = 2, MN 8-2-2 = 4, 
аналогично находим, что

^nomOj = ^AfWtr + ri) = 2’4-8 = 16.

8.37.1. Сторона CD прямоугольника ABCD касается некоторой 
окружности в точке М. Продолжение стороны AD последовательно 
пересекает окружность в точках Р и Q, прямая ВС касается окружно­
сти, а точка Q лежит на прямой ВМ.

а) Докажите, что Z.DMP=Z.CBM.
б) Известно, что СМ = 5 и CD = 8. Найдите сторону AD.
Ответ: 15.
Решение, а) Поскольку DMP — угол между касательной MD и хор­

дой MP, a MQP — угол, вписанный в окружность, то
ZDMP = /MQP = ZMQD

(каждый из этих углов равен половине меньшей дуги МР), а так как 
ZMQD = Z.CBM (по свойству параллельных прямых), то ZDMP = ZCBM.

б) Пусть окружность с центром О касается прямой ВС в точке Е, а 
Н — основание перпендикуляра, опущенного из точки О на PQ. Тогда 
Н — середина хорды PQ. Из прямоугольного треугольника OHQ нахо­
дим, что

HQ = \/OQ2 - ОН2 = \/OQ2 — DM2 = у/52-(8-5)2 = V25-9 = 4. 
Поскольку ОЕ1PQ, точки О, Е и Н лежат на одной прямой и CDHE — 
прямоугольник, а так как СЕ = СМ = 5, то

DQ = DH + HQ = СЕ + HQ = СМ + HQ = 5 + 4 = 9.
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Треугольник ВСМ подобен треугольнику QDM с коэффициентом 
СМ 5=2 , следовательно,

AD = ВС = |DQ = | ■ 9 = 15.

8.38.1. Точки М и N — середины сторон соответственно АВ и АС 
треугольника АВС. Прямая, проходящая через вершину А, пересекает 
отрезки MN и ВС в точках К и L соответственно, причём в четырёх­
угольник BMKL можно вписать окружность.

а) Докажите, что периметр треугольника АМК вдвое больше от­
резка BL.

б) Найдите AL, если АВ = 12, ВС = 16, АС = 20.
Ответ: 15.
Решение, а) Пусть периметр треугольника АМК равен Р. Отрезок 

МК — средняя линия треугольника ABL, поэтому МК= ^BL. В четы­
рёхугольник BMKL можно вписать окружность, значит,

1 3ВМ + KL = BL + МК = BL + у BL = т,ВЬ, 
или

1 3Р - т-BL = Р - МК = АМ + АК = ВМ + KL = ^BL.
Следовательно, Р = 2BL.

б) Треугольник АВС прямоугольный с прямым углом при вер­
шине В. Пусть г — радиус вписанной окружности четырёхугольника 
BMKL (прямоугольной трапеции с основаниями BL и МК). Тогда г = 
= 1дв = 3.

Пусть эта окружность касается стороны ВМ в точке X. Тогда
MX = r = 3, АХ = AM + MX = 6 + 3 =9,

а так как отрезок АХ равен полупериметру треугольника АМК (см. 
п. 9в приложения 2), то по доказанному BL = AX = 9. Следовательно,

AL = VAB^+BL2 = V122 + 92 = 15.
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Подготовительные задачи

9.1. Три равные окружности радиуса R касаются друг друга внеш­
ним образом. Найдите стороны и углы 
треугольника, вершинами которого слу­
жат точки касания.

Ответ: R, 60°, 60°, 60°.
Решение. Рассмотрим треугольник 

с вершинами в центрах окружностей. 
Поскольку линия центров касающихся 
окружностей проходит через точку ка­
сания, его стороны равны 2R. Стороны 
искомого треугольника являются его 
средними линиями, поэтому равны R.

9.2. Две равные окружности касаются изнутри третьей и касаются 
между собой. Соединив три центра, получим треугольник с перимет­
ром, равным 18. Найдите радиус большей окружности.

Ответ: 9.
Решение. Пусть радиусы данных окружно­

стей равны г, г и R (г < Rj. Линия центров 
касающихся окружностей проходит через точ­
ку касания, значит, стороны указанного тре­
угольника равны R-r, R-r и 2г. Поэтому

R — г + R — г + 2г = 2R = 18.
Следовательно, R = 9.

9.3. Три окружности радиусов 6, 7 и 8 попарно касаются друг дру­
га внешним образом. Найдите площадь треугольника с вершинами 

в центрах этих окружностей.
Ответ: 84.
Решение. Линия центров двух касаю­

щихся окружностей проходит через их 
точку касания, поэтому стороны тре­
угольника с вершинами в центрах окруж­
ностей равны 13, 14 и 15. Пусть S — пло­
щадь треугольника, р — полупериметр. 
Тогда р = ~(13 + 14+ 15) = 21. По форму­
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ле Герона

S = 7р(р - 13) Ср - 14) (р - 15) = ^21(21 - 13) (21 - 14) (21 - 15) =

= л/21-8-7-6 = 7-3-4 = 84.

9.4. Окружности радиусов 8 и 3 касаются внутренним образом. 
Из центра большей окружности проведена касательная к меньшей 
окружности. Найдите расстояние от точки касания до центра большей 
окружности.

Ответ: 4.
Решение. Пусть О и О;—центры 

окружностей радиусов 8 и 3 соответ­
ственно, А — точка касания окружностей, 
ОМ — искомая касательная. Тогда

ООХ = ОА - СМ = 8-3 = 5.

Следовательно,

ОМ2 = ОО2-О1М2 = 25-9=16, ОМ = 4.

9.5. Две окружности радиуса г касаются друг друга. Кроме того, 
каждая из них касается извне третьей окружности радиуса R в точках 
А и В соответственно. Найдите радиус г, если АВ = 12, R = 8.

Ответ: 24.
Решение. Пусть Ох и О2 — центры окружностей радиуса г, О — 

центр окружности радиуса R. Тогда треугольники ОАВ и ООО2 по­
добны. Поэтому

ОА АВ 8 12- = — или ■----- = - -OOj О^О2’ 8 +г 2г’

Отсюда находим, что г = 24.
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9.6. Две окружности радиуса г касаются друг 
друга. Кроме того, каждая из них касается изнут­
ри третьей окружности радиуса R в точках А и В 
соответственно. Найдите радиус R, если АВ = 11, 
г = 5.

Ответ: 55.
Решение. Пусть О, и О. — центры окружностей 

радиуса г, О — центр окружности радиуса R. Тогда 
треугольники ОАВ и ООСА. подобны. Поэтому

ОА АВ R 11-----=------- или  = — OOj ед О2’ R-5-----10'

Отсюда находим,что R = 55.

9.7. Дана окружность радиуса R. Четыре окружности равных ра­
диусов касаются данной внешним образом, и каждая из этих четы­
рёх окружностей касается двух других. Найдите радиусы этих четырёх 
окружностей.

Ответ: R(V2 +1).
Решение. Пусть R — радиус данной окружности, х — радиус осталь­

ных окружностей. Обозначим их центры соответственно О, 0L, 02, 
03, 04.

Четырёхугольник О1О2О3О4— ромб со стороной 2х. Посколь­
ку его вершины расположены на одинаковом расстоянии от точ­
ки О, это квадрат. Поэтому 2х = (R + x)V2. Отсюда находим, что 
х=—=г— =Д(л/2 + 1).

л/2 — 1
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9.8. Три окружности разных радиусов попарно касаются друг друга 
внешним образом. Отрезки, соединяющие их центры, образуют пря­
моугольный треугольник. Найдите радиус меньшей окружности, если 
радиусы большей и средней равны 6 и 4.

Ответ: 2.
Решение. Пусть х — радиус меньшей окружности. Стороны полу­

чившегося треугольника равны 10, 6+х и 4+х.

Поскольку 10 — наибольшая сторона, это гипотенуза. По теореме 
Пифагора

(х + 6)2 + (х + 4)2 = 100.

Отсюда находим, что х = 2.
9.9. На прямой, проходящей через центр О окружности радиуса R, 

взята точка А на расстоянии а от центра. Найдите радиус второй 
окружности, которая касается прямой ОА в точке А, а также касается 
данной окружности.

|Я2-а2|Ответ:
Решение. Пусть О и Ох — центры данных окружностей, х — иско­

мый радиус. Предположим, что а < R. Тогда окружности касаются 
внутренним образом (см. рисунок слева). В прямоугольном треуголь­
нике ООХА известно, что

ОА = a, OO^ = R — х, О^А = х.
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По теореме Пифагора

ОО2 = ОА2 + АО^, или (R-х)2 = х2 + а2.

R2 — а2Отсюда находим, что х =
Если же a>R, то окружности касаются внешним образом (см. ри­

сунок справа). В этом случае ОО1 = В + х. Из уравнения (Я + х)2 =
2,2 a2-R2= х + а находим, что х = —7=—.

9.10. Даны окружности радиусов 1 и 3 с общим центром О. Тре­
тья окружность касается их обеих. Найдите угол между касательными 
к третьей окружности, проведёнными из точки О.

Ответ: 60".
Решение. Пусть Ог — центр третьей 

окружности, ОА и О В — касательные к ней 
(А и В — точки касания). Тогда 00 — 
биссектриса угла АОВ,

3 -1АОг = = 1, ООХ = 1 +1 = 2,

АОАО = 90°.

Поэтому AAOOL = 30®, а АЛОВ = 60°.

9.11. В угол, равный 60°, вписаны две окружности, касающиеся 
друг друга внешним образом. Радиус меньшей окружности равен г. 
Найдите радиус большей окружности.

Ответ: Зг.
Решение. Пусть R — радиус большей окружности. Опустим перпен­

дикуляр из центра меньшей окружности на радиус большей окруж­
ности, проведённый в точку касания с одной из сторон данного уг­
ла. Получим прямоугольный треугольник с гипотенузой R + г, кате­
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том R- г и острым углом в 30°, противолежащим этому катету. Тогда 
R + г = 2 (R - г). Отсюда находим, что R = Зг.

9.12. Две окружности касаются друг друга внутренним образом. 
Известно, что два радиуса большей окружности, угол между которы­
ми равен 60°, касаются меньшей окружности. Найдите отношение ра­
диусов окружностей.

Ответ: 1:3.
Решение. Пусть окружности с центрами О и Ох и радиусами R и г 

(R>r) соответственно касаются внутренним образом в точке А, а ра­
диусы ОВ и ОС большей окружности касаются меньшей соответствен­
но в точках М и N, причём ZBOC = 60°.

Поскольку центр окружности, вписанной 
в угол, лежит на биссектрисе этого угла, АЛОВ = 
= 30°, а так как линия центров двух касающихся 
окружностей проходит через точку их касания, 
то

OOj = ОА — О1А = R — r.
Из прямоугольного треугольника ООХМ нахо­
дим, что

00 L = 2ОгМ, или R- г = 2г, 
г 1 откуда д = з-

9.13. В равносторонний треугольник вписана окружность. Этой 
окружности и сторон треугольника касаются три малые окружно­
сти. Найдите сторону треугольника, если радиус малой окружности 
равен г.

Ответ: бгл/3.
Решение. Пусть R — радиус окружности, вписанной в данный тре­

угольник. Опустим перпендикуляр из центра меньшей окружности на 
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радиус большей окружности, проведённый в точку касания со сто­
роной рассматриваемого угла. Получим прямоугольный треугольник 
с гипотенузой R + г, катетом R - г и углом в 30°, противолежащим 
этому катету. Поэтому R + г = 2 (R - г). Отсюда находим, что R — Зг.

Пусть сторона треугольника равна а. Тогда a = 2Rv3 = 6rV3.
9.14. В круговой сектор с центральным углом 120° вписана окруж­

ность. Найдите её радиус, если радиус данной окружности равен R.
Ответ: Вл/3(2 — л/З).
Решение. Пусть х— радиус искомой окружности, OL — её центр, 

ОА и О В — радиусы данного сектора, М—точка касания окружно­
стей, К — точка касания искомой окружности с радиусом ОВ. Тогда

ООг =R-x, KOL = х, АКООг = 60°,

КО} = ООг sin АКООЪ или х =

Отсюда находим, что

= =Дл/3(2-л/3).
2 + V 3

9.15. Две окружности касаются внешним образом в точке К. Одна 
прямая касается этих окружностей в различных точках А и В, а вто­
рая— соответственно в различных точках С и D. Общая касательная 
к окружностям, проходящая через точку К, пересекается с этими пря­
мыми в точках М и N. Найдите MN, если АС = a, BD = Ъ.

Ответ: Q J, .



Тренировочные задачи 193

Решение. Пусть прямые АВ и CD пересекаются в точке Р. Углы при 
основаниях равнобедренных треугольников РАС и PBD равны, поэто­
му АС || BD. Значит, ABDC— равнобедренная трапеция. Поскольку 
МА = МК = МВ, то М — середина боковой стороны АВ. Аналогично 
получаем, что N — середина боковой стороны CD, значит, MN — 
средняя линии трапеции ABDC. Следовательно,

MN = ^(AG + BD') =

Если АВ || CD, то ABDC — прямоугольник. В этом случае MN = AC = BD.

Тренировочные задачи

9.16. Окружность радиуса 2 касается внешним образом другой 
окружности в точке А. Общая касательная к обеим окружностям, про­
ведённая через точку А, пересекается с другой их общей касательной 
в точке В. Найдите радиус второй окружности, если АВ = 4.

Ответ: 8.
Решение. Первый способ. ПустьгиД — радиусы окружностей (г=2),

С и D—точки касания окружностей со второй (внешней) касатель­
ной. Тогда ВС = АВ = BD = 4, CD = 8, атак как CD = 2.VrR (см. [2], с. 88, 
пример 2), то б2Я = 4. Отсюда находим, что
R = 8.

Второй способ. Если О, и О2 — центры 
окружностей, то /0^02=90° как угол меж­
ду биссектрисами смежных углов. Тогда 
ВА — высота прямоугольного треугольника 
0,В02, опущенная из вершины прямого уг­
ла на гипотенузу ОХО2. Следовательно,

ОХА-О2А = АВ2 = 16.

Отсюда находим, что О2А = 8.
9.17. Две окружности касаются друг дру­

га внешним образом в точке С. Радиусы 
окружностей равны 2 и 7. Общая касатель­
ная к обеим окружностям, проведённая че­
рез точку С, пересекается с другой их об­
щей касательной в точке D. Найдите рас­
стояние от центра меньшей окружности до 
точки D.

Ответ: Зл/2.
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Решение. Пусть О, и О2 — центры меньшей и большей окружно­
стей. Угол ОгПО2 — угол между биссектрисами смежных углов, поэто­
му ZOjDO^- 90°.

Из прямоугольного треугольника Ot^DO^ находим, что

OjD2 = О С-О О2 = 2-9.

Следовательно, OD = Зл/2.
9.18. Окружность радиуса г касается некоторой прямой в точке М. 

На этой прямой по разные стороны от М взяты точки А и В, причём 
МА = МВ = а. Найдите радиус окружности, проходящей через точки 
А и В и касающейся данной окружности.

„ а2+4г2Ответ: —---- .41-
Решение. Пусть R — радиус искомой окружности, Oj — её центр, 

К — точка касания окружностей (касание внутреннее), О — центр 
данной окружности. Тогда MOq = \КМ — ОХК| = 
= |2г-Д|.

Поскольку треугольник МВОг прямоуголь­
ный, то

ВО2 = МО2 + МВ2, ИЛИ R2 = (2r-R)2+a2.

Отсюда находим, что

„ _ а2+4г2
R ~ 4г ’

9.19. Одна окружность описана около равностороннего треуголь­
ника АВС, а вторая вписана в угол А и касается первой окружности. 
Найдите отношение радиусов окружностей.

Ответ: 3:2 или 1:2.
Решение. Пусть окружность радиуса R с центром О описана около 

равностороннего треугольника АВС, а окружность радиуса г с цен­
тром О: касается прямых АВ и АС, причём прямой АВ — в точке D, 

а также внутренним образом касается первой 
окружности в точке Е. Тогда в прямоугольном 
треугольнике AOLD катет OD лежит против уг­
ла DAOlt равного 30°. Поэтому

АО. = 2O2D = 2r,

а так как центры обеих окружностей лежат на 
биссектрисе угла ВАС, то

AOj = АЕ-О^Е = 2R-r.
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R 3Из уравнения 2R - г = 2г находим, что — = • В случае внешнего каса-
R 1ния окружностей аналогично находим, что — =

9.20. В окружность вписан равнобедренный треугольник с осно­
ванием а и углом при основании а. Кроме того, построена вторая 
окружность, касающаяся первой окружности и основания треуголь­
ника, причём точка касания является серединой основания. Найдите
радиус второй окружности.

_ а аОтвет: ytga, ^ctga.
Решение. Пусть СК — диаметр окружности, описанной около рав­

нобедренного треугольника АВС (АС = ВС, 
АВ = а, ЛА = /В = а). Тогда середина М ос­
нования АВ принадлежит этому диаметру, 
а СМ и МК — диаметры искомых окружно­
стей.

Пусть г и х — радиусы искомых окружно­
стей. Тогда

г = |см = ^AM-tga = ^tga,

х = ±МК = ~АМ • ctg ААКМ = ctg а.

9.21. Две окружности с центрами Оъ О2 и радиусами 32, пересека­
ясь, делят отрезок О; О2 на три равные части. Найдите радиус окруж­
ности, которая касается изнутри обеих окружностей и касается отрез­
ка ОХО2.
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Ответ: 7.
Решение. Обозначим через г радиус искомой окружности. Пусть 

О — её центр, Q и Р — точки касания соответственно с первой и вто­
рой окружностями, С — точка касания с прямой О , О2, А и В — точки 
пересечения соответственно первой и второй окружностей с отрез­
ком О1О2. Тогда

ОгВ = АВ = АО2 = 16, OjC = 24,
ОС = г, ОТО = O1Q-OQ_ = 32-r.

По теореме Пифагора из прямоугольного треугольника ОСО нахо­
дим, что

О2О2 = О2С2+ ОС2, или (32-г)2 = 242+г2.

Из этого уравнения находим, что г = 7.

9.22. Две окружности радиусов Rur касаются сторон данного угла 
и друг друга. Найдите радиус третьей окружности, касающейся сто­
рон того же угла, центр которой находится в точке касания окружно­
стей между собой.

Л 2rRОтвет:
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Решение. Пусть окружности радиусов г и R касаются одной из 
сторон угла в точках А и В соответственно, а искомая окружность 
с центром К касается этой стороны в точке С. Опустим перпен­
дикуляр О-jF из центра первой окружности на радиус О2В второй 
окружности. Пусть L — точка пересечения КС с отрезком OLF. Тогда 
прямоугольные треугольники ОгЬК и О1РО2 подобны с коэффициен-

С\К гтом ■_, ,, = •„ ( -, следовательно,

w г, г г _ гп л г _ г(Д-г)KL- O2F-r + R ч J)-r + R- r + R ,

КС = KL -I- LC = KL + OjA = + r =1 r + R r+R

9.23. В треугольнике ABC сторона ВС равна а, радиус вписанной 
окружности равен г. Найдите радиусы двух равных окружностей, ка­
сающихся друг друга, если одна из них касается сторон ВС и ВА, а дру­
гая— сторон ВС и СА.

агОтвет: —г-=-.а + 2г
Решение. Первый способ. Если х — искомый радиус, то

xctgl'|zB' j-х ctg |zc)+2х = а,

а так как
rctgQzB)+rctg(|zc) а,

то
ctg(jZB) -bctgQzc) = р ~+2х = а.

Следовательно, х = а' .
’ а + 2г

Второй способ. Обозначим через х искомый радиус. Пусть О 
и О2 —центры указанных равных окружностей. Тогда лучи ВО и СО2 
пересекаются в центре О вписанной окружности треугольника АВС.
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Отношение высот подобных треугольников ООСр и ОВС, прове­
дённых из общей вершины О, равно отношению соответствующих 
сторон, т. е.

г — х _ 2х 
г а

Следовательно, х = а ™2г.

9.24. Две окружности радиусов 5 и 3 касаются внутренним обра­
зом. Хорда большей окружности касается меньшей окружности и де­
лится точкой касания в отношении 3:1. Найдите длину этой хорды.

Ответ: 8.
Решение. Пусть Ог и О2— центры окружностей радиусов 5 и 3 со­

ответственно, АВ—данная хорда, С — её точка касания с меньшей 
окружностью (АС : ВС = 1: 3), Р — проекция точки О на радиус О2С 
меньшей окружности (см. рисунок слева).

Обозначим АС = х, тогда ВС = Зх. Опустим из центра перпенди­
куляр КОг на хорду АВ. Тогда

АК = КВ = 2х, СК = АК АС = х, ОгР = СК = х,

О2О2 = 5-3 = 2, О2С = 3, ОгК2 = О2В2- КВ2 = 25 -4х2.

В прямоугольном треугольнике О,РО2 известно, что

O-LO2 = O2P2+O-lP2, или 4= (3 - V25-4x2)2+x2.

Из этого уравнения находим, что х 2. Следовательно, АВ = 4х = 8.
(Заметим, что в этом случае О2Р = 0. Это означает, что АВ || ОгО2, 

см. рисунок справа.)

9.25. Две окружности, радиусы которых относятся как 9 - 4-/3 к 1, 
касаются друг друга внутренним образом. В большей окружности про­
ведены две равные хорды, касающиеся меньшей окружности. Одна из 
этих хорд перпендикулярна отрезку, соединяющему центры окружно­
стей, а другая нет. Найдите угол между этими хордами.
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Ответ: 30°.
Решение. Пусть окружности радиусов R > г с центрами О L и О2 со­

ответственно касаются внутренним образом в точке К, хорда АВ боль­
шей окружности перпендикулярна OtO2 и касается меньшей окруж­
ности в точке Р, а равная ей хорда CD большей окружности касается 
меньшей окружности в точке Q и пересекается с хордой АВ в точ­
ке F. Опустим перпендикуляр ОХМ на CD и рассмотрим прямоуголь­
ную трапецию OXO2QM.

Поскольку равные хорды окружности равноудалены от её центра, 
то

ОХМ = ОгР = ОгК-РК = R- 2г.

Опустим перпендикуляр О // на O2Q. Тогда

О2Н = O2Q — HQ = O2Q-0-JVI =r-(R-2r) = 3r - R, 
значит.

/ГЛ ГЛ LJ ^2^
Q R

3r-R 3“7 3-(9-4/3)cos AOiOyH = OiO2 R-r ' £ _i - 9-4/3-1

4/3-6 2/3-3 1 /3(2-/3) /3
” 8-4/3 ~’ 4-2/3 ~ 2 2-/3 ~ 2
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Следовательно,
ZQFB = АОХО2Н = 30°.

Заметим, что

л/З < 2 <=> 3 < 2/3 <=> 6 < 4л/3 <=> 9-4д/3<3,

поэтому — = 9 - 4-/3 < 3. Это означает, что точка Н действительно 
лежит на отрезке O2Q.

9.26. Две окружности касаются внутренним образом. Прямая, 
проходящая через центр большей окружности, пересекает её в точках 
А и D, а меньшую окружность — в точках В и С. Найдите отношение 
радиусов окружностей, если АВ: ВС: CD—3:7:2.

Ответ: 3:2.
Решение. Пусть М — точка касания, г и В (г < В) — радиусы окруж­

ностей, Q — центр большей из них. Положим АВ = Зх, ВС = 7х, 
М CD = 2х. Тогда

„ АВ + ВС +CD сR =-------

BQ = AQ — AB = R — 3x = Зх,

QC = R- 2х = 4х, MQ = R = 6х,

QP = 2г — MQ = 2г — 6х

(где МР — диаметр меньшей окружно­
сти).

По теореме о произведениях отрезков пересекающихся хорд

BQ-QC = MQ-QP, или Зх-4х = 6х-(2г-6х).

Из этого уравнения находим, что г = 4х. Следовательно,

R _ 6х _ 3 
г ~ 4х ~ 2’

9.27. Две окружности касаются внутренним образом. Прямая, 
проходящая через центр меньшей окружности, пересекает большую 
окружность в точках А и D, а меньшую — в точках В и С. Найдите 
отношение радиусов окружностей, если АВ :ВС: CD = 2:4:3.

Ответ: 3.
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Решение. Пусть М— точка касания ок­
ружностей, г и R (г < R) — их радиусы, О — 
центр меньшей из них. Положим АВ = 2х, 
ВС = 4х, CD = Зх. Тогда

r = OB = OC = 2x, 1Ю-ОЛ M()(2R МО), 
или 5x-4x = 2x(2R-2x).

Следовательно,

5x = R-x, R=6x, - = ^ = 3.’ ’ г 2х
9.28. Две окружности радиусов R и г (R > г) касаются внешним 

образом в точке С. К ним проведена общая внешняя касательная АВ, 
где А и В — точки касания. Найдите стороны треугольника АВС.

Ответ: 2V~Rr, 2г J & , 2rJ-^—.
’ V R + г’ у R+г

Решение. Пусть О- и О;. — центры окружностей радиусов г и R, А — 
точка на первой окружности, В — на второй, К — проекция точки Ох 
на ВО2. Тогда

КО2 = ВО2 — АОг = R — r, OlO2 = r + R,

АВ = KOt = ^OrO2-KO2 = [R + г)2 — (R — г)2 = 2VRr.

Обозначим ААВС = 1;/ВО.,С = а. Тогда 
Z z

cos a -■ 1 + cos 2a
2

Поскольку треугольник ACB прямоугольный (ZC = 90°), то

_ КО2 _ R-r 
c°s2a - Oiq2 - R + r,



202 § 9. Касающиеся окружности

9.29. Две окружности радиусов Rnr (R>r) касаются внешним об­
разом. Прямая касается этих окружностей в различных точках А и В. 
Найдите радиусы окружностей, касающихся обеих данных окружно­
стей и прямой АВ.

Ответ: —=--- —
(/R±VF)2

Решение. Пусть О, и О2 — центры касающихся окружностей ради­
усов г и R, Аи В — их точки касания с общей внешней касательной.

Опустим перпендикуляр ОК на О2В. Из прямоугольного тре­
угольника О1КО2, в котором О1О2 = Д + г, О2К = R-r, находим, что 

ОгК = 2VRr. Поэтому и АВ = 2-/Яг.
Если х — радиус искомой окружности, 

которая касается прямой АВ в точке С, то 
аналогично АС = 2 и ВС = 2VRx.

Если точка С лежит между А и В, то 
АС + ВС = АВ. Тогда, решив уравнение 
2 у'хг + 2 VRx = 2 VRr, получим, что

Rr
(уТ?+ \/г)2

В противном случае точка А лежит между точками В и С (так как 
R>r). Поэтому АВ = ВС -АС и соответствующее уравнение примет 
вид

2^/Rx — 2у'гх = 2д/йг.

9.30. Две окружности касаются внешним образом в точке С. 
Общая внешняя касательная касается первой окружности в точке А, 
а второй — в точке В. Прямая АС пересекает вторую окружность 
в точке D, отличной от С. Найдите ВС, если АС = 9, CD = 4.
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Ответ: 6.
Решение. Пусть общая касательная к окружностям, проходящая че­

рез точку С, пересекает отрезок АВ в точке М. Тогда МА = МС = МВ, 
г. е. медиана СМ треугольника АВС равна половине стороны АВ, зна­
чит, ZACB 90°.

Смежный с углом АСВ угол BCD также равен 90°, поэтому BD — 
диаметр второй окружности, а так как АВ — касательная к этой ок­
ружности, то BD 1 АВ.

В прямоугольном треугольнике ABD отрезок ВС — высота, опу­
щенная на гипотенузу, следовательно,

ВС = VAC ■ CD = V9M = 6.

9.31. Две окружности касаются друг друга внешним образом в точ­
ке А. Найдите радиусы окружностей, если хорды, соединяющие точ­
ку А с точками касания с одной из общих внешних касательных, рав­
ны 6 и 8.

_ 15 20Ответ: .
Решение. Пусть О и О2 — центры окружностей, В и С — указанные 

точки касания (АВ = 6, АС = 8). Поскольку треугольник ВАС прямо­
угольный (с прямым углом при вершине А), ВС = 10.
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Пусть М — основание перпендикуляра, опущенного из О2 на АС. 
Из подобия треугольников О2МС и САВ находим, что

О Г - ВС СМ - in 1 _ 20 О2С-ВС--10-^ - —

Аналогично находим, что О,
9.32. Три окружности радиусов 1, 2 и 3 касаются друг друга внеш­

ним образом. Найдите радиус окружности, проходящей через точки 
касания этих окружностей.

Ответ: 1.
Решение. Пусть С, В и А—центры 

окружностей радиусов 1, 2 и 3 соответ­
ственно. Линия центров двух касающих­
ся окружностей проходит через точку их 
касания, значит, точки М, N и К ка­
сания окружностей лежат на сторонах 
треугольника АВС. Пусть точка К ле­
жит на отрезке АС, точка М — на отрез­
ке АВ, точка N — на отрезке ВС. Тогда

АВ = АМ+МВ = 3 + 2 = 5,
АС = АК+КС = 3 + 1 = 4, 
ВС = BN+NC = 2+1 =3.

А

Треугольник АВС прямоугольный, так как AC2 + ВС2 = 16 + 9 = 25 = 
. „2 ч АС + ВС-АВ= АВ , значит, радиус его вписанной окружности равен------- %------- =

_ 3 + 4-5 _
2

Докажем, что окружность, проходящая через точ­
ки К, М, N, и есть вписанная окружность треуголь­
ника АВС. Действительно, если вписанная окружность 
треугольника АВС касается стороны АВ в точке Мъ то 
... АВ+АС—ВС 5+4—3 о _ д. .АМг =— ...------ = - , — =3=АМ (см. п. 96 приложе­

ния 2), значит, точка совпадает с точкой М. Анало­
гично докажем, что вписанная окружность треугольника АВС касает­
ся его сторон АС и ВС соответственно в точках К и N.

Таким образом, радиус окружности, проходящей через точки каса­
ния данных окружностей, равен 1.

9.33. Две окружности радиусов 5 и 4 касаются внешним образом. 
Прямая, касающаяся меньшей окружности в точке А, пересекает 
большую в точках В и С, причём АВ = ВС. Найдите АС.
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Ответ: 12.
Решение. Пусть окружность радиуса 4 с центром О , и окружность 

радиуса 5 с центром О2 касаются внешним образом в точке D. Тогда 
О| О2 — O^D Т О2£> — 9-

Опустим перпендикуляр О2М из центра большей окружности на 
хорду ВС. Тогда М— середина ВС. Опустим перпендикуляр ОгР из 
центра меньшей окружности на прямую О2М. Тогда АО^РМ — прямо­
угольник, поэтому MF = ОгА = 4 и ОгР — АМ.

Пусть ВМ = МС = х. Тогда АВ = ВС = 2х и АМ = АВ + ВМ = 2х + х = 
= Зх. Из прямоугольных треугольников СМО2 и ОРО^ находим, что

О2М = ^О2С2-МС'2 = V25 - х2, О^2 + О2Р2 = 0}02,

или
9х2 + (725 -х2 - 4)2 = 81.

Из этого уравнения находим, что х = 3. Следовательно, АС = 4х = 12.
Заметим, что О2М = О2С2 - СМ2 = 725-9 = 4 = FM, т. е. точка Р 

совпадает с О2.

9.34. Точка В — середина отрезка АС, причём АС = 6. Проведены 
три окружности радиуса 1 с центрами А, В и С. Найдите радиус чет­
вёртой окружности, касающейся всех трёх данных.

9 9Ответ: или -.
Решение. Пусть х — радиус искомой окружности, О — её центр. 

Расстояния от центров данных окружностей до точки О могут быть 
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равны либо х + 1 (внешнее касание), либо х - 1 (внутреннее каса­
ние). Все три расстояния равными быть не могут. Значит, возможны 
два случая: либо ОА = ОС = х +1, OB = х - 1, либо ОА = OB х ■ 1, 
ОС=х+1 (или симметричный ему случай OB ОС х1, ОА=х+1).

В первом случае по теореме Пифагора из прямоугольного тре­
угольника ОАВ получаем, что

(х + 1)2-(х-1)2 = 9,
9 откуда х=

Рассмотрим второй случай. Пусть D — середина ВС. Из прямо­
угольных треугольников COD и AOD получаем, что

Ой2 = ОС2-DC2 = (х-1)2-|, ОЙ2 = ОА2 — AD2 = (х + 1)2-

Значит,
(х + 1)2-^ = (х-1)2-|,

9откуда х ■

9.35. Точка В — середина отрезка АС, причём АС = 6. Проведены 
три окружности радиуса 5 с центрами А, В и С. Найдите радиус чет­
вёртой окружности, касающейся всех трёх данных.

9 9Ответ: — или —.
Решение. Пусть х — радиус искомой окружности, О — её центр. 

Расстояния от центров данных окружностей до точки О могут быть 
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равны либо х -I- 5 (внешнее касание), либо |х - 5| (внутреннее каса­
ние). Все три расстояния равными быть не могут. Значит, возможны 
два случая: либо ОА = ОС = х + 5, ОВ =■- 5 - х, либо ОБ = ОС = 5 - х, 
ОА = х + Б.

В первом случае по теореме Пифагора из прямоугольного тре­
угольника ОАВ получаем, что

ОА2 = ОВ2 + АВ2, (х + 5)2 = (5—х)2 + 9,

Рассмотрим второй случай. Пусть D — середина ВС. Из прямо­
угольных треугольников AOD и BOD получаем, что

OD2 = OA2-AD2 = (5 + х)2-OD2 = OB2-BD2 = (5-х)2-|.

Значит,
(5+х)2-^ = (5-х)2-

9 откуда х = -7^.
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9.36. Дана окружность с центром в точке О и радиусом 2. Из конца 
отрезка ОА, пересекающегося с окружностью в точке М, проведена 
касательная АК к окружности, /ОАК = 60°. Найдите радиус окружно­
сти, вписанной в угол ОАК и касающейся данной окружности внеш­
ним образом.

4 г-Ответ: 2 + - у2.
Решение. Пусть О,— центр искомой окружности, Р — точка каса­

ния окружности с лучом AM, Р — с данной окружностью, х— иско­
мый радиус. Предположим, что точка F лежит на отрезке ОА. Тогда

OF = ОА - AF = - FO , ctg30° =sm 60° 1 ° д/з 
4-Зх

V3
00, = ОР + РО-у 2.x.

В прямоугольном треугольнике OFO имеем

ОО^ = OF2 + O1F2, или (2 + х)2 = (4~33х)2 +х2.

Из этого уравнения находим, что 

4 4
х = 2 - - \П или х = 2 + - /2.

4 г-Условию задачи удовлетворяет только корень х = 2 - - V 2.
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Если же точка F лежит на продолжении отрезка ОА за точку О, то

OF = AF-OA=^A, (2+х)2 = (3*~4)2 +х\
V3 3

4 г-Условию задачи удовлетворяет только корень х = 2 + - V 2.

9.37. В круге с центром О хорда АВ пересекает радиус ОС в точ­
ке D, причём ACDA = 120°, Найдите радиус окружности, вписанной 
в угол ADC и касающейся дуги АС, если ОС = 2, OD - /3.

Ответ'. 2л/21 - 9 или 3 + 2л/3.
Решение. Предположим, что искомая окружность касается данной 

внутренним образом. Пусть х — радиус искомой окружности, О, — её 
центр, М — точка касания с отрезком DC. В прямоугольном треуголь­
нике OOjM известно, что

О,М = х, ОМ = OD + DM = + 00, = 2-х.
1 л/3 1

По теореме Пифагора

ОО'2 = ОМг + О,М2, или (2-х)2 = [ V3 + ^=\ +х2.
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Отсюда находим, что х = 2 V21 - 9.

Если же искомая окружность касается данной внешним образом, 
то рассуждая аналогично, получим уравнение

!- Ч 2(2+х)2 = (V3 + -^J + х2,

из которого найдём, что х = 3 + 2л/3.

о 43 D В
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9.38. Окружности радиусов г и R касаются друг друга внутренним 
образом. Найдите сторону правильного треугольника, у которого од­
на вершина находится в точке касания данных окружностей, а две
другие лежат на разных данных окружностях.

Л rRV3Ответ:
у/ г2 -rR+R2

Решение. Первый способ. Пусть R г, АМВ — равносторонний
треугольник, М — точка касания окружностей, А — точка на большей
окружности, В — на меньшей, Р — точка пересечения стороны МА
с меньшей окружностью, К — точка 
пересечения продолжения стороны МВ 
с большей окружностью.

Углы МБР и МКА равны, так как оба 
они равны углу между прямой МА (МР) 
и общей касательной к окружностям, 
проведённой через точку М. Следова­
тельно, треугольники МБР и МКА подоб­
ны. Поскольку

ВР = 2r sin ZBMP = 2r sin 60° = г -/3,

АК = 2Rsin /К МА = 2Ksin60° = RV3, 

коэффициент подобия этих треугольников равен
Обозначим МВ = МА = АВ = а. Тогда

КМ=^-, ВК = а(у-1),

а так как /КВА 120°, то по теореме косинусов из треугольника АВК
находим, что

3R^-lp4a^-iy.

Отсюда следует, что а= , ^=.
y/r2_rR + R2

Второй способ. Пусть R> г, О и О2 — центры окружностей, АМВ — 
равносторонний треугольник, М — точка касания окружностей, А — 
точка на большей окружности, В — на меньшей.

Рассмотрим поворот вокруг точки М, при котором точка В перехо­
дит в точку А. При этом повороте центр О2 меньшей окружности пе­
рейдёт в некоторую точку Q, причём ZOjMQ = 60°, окружность с цен­
тром О2 перейдёт в окружность того же радиуса с центром Q, а так 
как отрезок AM — общая хорда окружностей с центрами Q и О15 то
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отрезок АМ делится прямой OXQ пополам и МА 1O.Q- По теореме 
косинусов из треугольника ОМО находим, что

О] Q = Vr2 — rR + R2.
Пусть К —середина АМ, тогда МК — высота треугольника O.MQ. 

Выражая двумя способами площадь треугольника O.MQ, получим, 
что

гйУЗ
O.Q

~O1Q-MK = OjM-QM-sin ZOjMQ,
откуда находим, что

„ 2О.М -QM-sinZOiMQAM = 2МК = —1 ^777;----- —- - ,
OiQ д/^-гЯ + Я2

9.39. Радиусы окружностей Sx и S2, касающихся в точке А, рав­
ны Лиг соответственно (Д>г). Прямая, проходящая через точку В, 
лежащую на окружности SL, касается окружности S2 в точке С. Най­
дите ВС, если АВ = а.

/ гОтвет: а./1 ±V К-
Решение. Рассмотрим случай внешнего касания. Пусть О, и О2 — 

центры окружностей S. и S2; X — точка пересечения прямой АВ 
с окружностью S2, отличная от А.

X
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Равнобедренные треугольники ХО2А и ВОгА подобны с коэффици­
ентом уу. Поэтому

АХ = ^-АВ = 
К 1\

По теореме о касательной и секущей

ВС2 = ВХ • BA = (ВА + АХ)ВА =

Следовательно, ВС = а
В случае внутреннего касания аналогично получим, что

9.40. Отношение радиусов окружностей S2 и S2, касающихся в точ­
ке В, равно к (к> 1). Из точки А, лежащей на окружности Sx, про­
ведена прямая, касающаяся окружности S2 в точке С. Найдите АС, 
если известно, что хорда, высекаемая окружностью S2 на прямой АВ, 
равна Ъ.

Ответ: Ъ^к2 ±к.
Решение. Рассмотрим случай внешнего касания. Пусть О, и О2 — 

д
центры окружностей Sj и S2 радиусов Rnr соответственно, у = к > 1; 
X — точка пересечения прямой АВ с окружностью S2, отличная от В, 
ВХ = Ъ.

Равнобедренные треугольники ВО2Х и ВОг А подобны с коэффици-
R „ ентом Поэтому

АВ = --ВХ = —.Г г
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По теореме о касательной и секущей

АС2 = АВ-АХ = ЛВ(ЛВрВХ) =

= у- (ь+т) =ь<7 (1 + f) =b2fc(1+fc)-

Следовательно, АС = bVk2 + к.
В случае внутреннего касания анало­

гично получим, что AC = bVk2 — k.

9.41. Окружность радиуса 1 касается окружности радиуса 3 в точ­
ке С. Прямая, проходящая через точку С, пересекает окружность 
меньшего радиуса в точке А, а большего радиуса — в точке В. Найди­
те АС, если АВ = 2-/5.

Ответ:
Решение. Пусть О, и О2 — центры меньшей и большей окруж­

ностей соответственно. Поскольку /АС О = /ВСО2 и треугольники 
АОгС и ВО2С равнобедренные, то эти треугольники подобны и коэф-

* , 1 фициент подобия равен отношению радиусов окружностей, т. е. .
Если окружности касаются внутренним образом (см. рисунок сле­

ва), то
АС = ±АВ = VS,

что невозможно, так как хорда АС меньшей окружности не может 
быть больше диаметра этой окружности, равного 2.

Если окружности касаются внешним образом (см. рисунок спра­
ва), то

АС = ±АВ =



Тренировочные задачи 215

9.42. Окружность радиуса 2 касается окружности радиуса 4 в точ­
ке В. Прямая, проходящая через точку В, пересекает окружность мень­
шего радиуса в точке А, а окружность большего радиуса — в точке С. 
Найдите ВС, если АС = 3^2.

Ответ: 2v2.
Решение. Пусть О, и О2— центры меньшей и большей окруж­

ностей соответственно. Поскольку РАВ О = АСВО2 и треугольники 
АВО^ и СВО2 равнобедренные, то эти треугольники подобны и коэф- 
, , 1 фициент подобия равен отношению радиусов окружностей, т. е.

Если окружности касаются внутренним образом (см. рисунок сле­
ва), то

ВС = 2АС = 6д/2,

что невозможно, так как хорда ВС большей окружности не может 
быть больше диаметра этой окружности, равного 8.

Если окружности касаются внешним образом (см. рисунок спра­
ва), то

ВС = ^АС - | -372 = 2%/2.

9.43. В угол вписано несколько окружностей, радиусы которых воз­
растают. Каждая следующая окружность касается предыдущей окруж­
ности. Найдите сумму длин второй и третьей окружностей, если ради­
ус первой окружности равен 1, а площадь круга, ограниченного чет­
вёртой окружностью, равна 64л.

Ответ: 12л.
Решение. Поскольку площадь круга, ограниченного четвёртой 

окружностью, равна 64л, то радиус четвёртой окружности равен 8. 
Пусть г и R — радиусы второй и третьей окружностей соответственно. 
Заметим, что фигуры, состоящие из двух соседних окружностей, 

, „ г R 8 „попарно подобны. Поэтому у = - = л, откуда находим, что г = 2,
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R = 4. Следовательно, сумма длин второй и третьей окружностей 
равна 2л(г + Д) = 2л-6 = 12л.

9.44. На отрезке АВ, равном 2R, как на диаметре построена окруж­
ность. Вторая окружность того же радиуса, что и первая, имеет центр 
в точке А. Третья окружность касается первой окружности внутрен­
ним образом, второй окружности — внешним образом, а также каса­
ется отрезка АВ. Найдите радиус третьей окружности.

„ RV3Ответ:
Решение. Пусть О — центр первой окружности, О, — центр тре­

тьей окружности, М — её точка касания с прямой АВ, х — её радиус. 
Тогда

ООХ = R — x, МОг = X, AOl = R -г х,

ОМ = ^ОО2-МО2 = VR2 - 2Rx,

AM2 + МО2 = АО2,
или

(R + VR2-2Rx)2 + x2 = (R + x)2.
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9.45. В выпуклом четырёхугольнике ABCD заключены две окруж­
ности одинакового радиуса г, касающиеся друг друга внешним обра­
зом. Центр первой окружности находится на отрезке, соединяющем 
вершину А с серединой F стороны CD, а центр второй окружности 
находится на отрезке, соединяющем вершину С с серединой Е сто­
роны АВ. Первая окружность касается сторон АВ, AD и CD, а вторая 
окружность касается сторон АВ, ВС и CD. Найдите АС.

Ответ: 2r V5.
Решение. Обозначим AD = а, ВС = Ь. Поскольку AF и СЕ — биссек­

трисы углов А и С, то треугольники ADF и СВЕ равнобедренные. По­
этому

CD = 2DF = 2AD = la, АВ = 2ВЕ = 2ВС = 2Ъ.

Пусть О L и О2 — центры соответственно первой и второй окруж­
ностей. Тогда ОСЕ— средняя линия трапеции (или параллелограм­
ма) AFCE, поэтому

2г = ОХО2 = |(CF + AE) =

С другой стороны, 2г ЧЙ а и 2г < Ь. Если хотя бы одно из этих нера­
венств строгое, то

2г <

Значит, а = 2г и Ь = 2г. Тогда ABCD — прямоугольник со сторонами 2г, 
2г, 4г, 4г, поэтому

АС2 = ВС2 + АВ2 = 4г2 + 16г2 = 20г2.

Следовательно, АС = 2г V5.

9.46. В прямоугольном секторе АОВ из точки В как из центра про­
ведена дуга ОС (С— точка пересечения этой дуги с дутой АВ') ради­
уса ВО. Окружность Sx касается дуги АВ, дуги ОС и прямой ОА, при­
чём точки касания различны, а окружность S2 касается дуги АВ, пря­
мой ОА и окружности Sx (точки касания также попарно различны). 
Найдите отношение радиуса окружности Sx к радиусу окружности S2.
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„ 4(2+ 73)Ответ: ----- .
Решение. Пусть R — радиус сектора, Р — центр окружности Sx, г — 

её радиус, М и D — её точки касания с дугой АВ и прямой ОА соответ­
ственно, х — радиус окружности S2, Q — её центр, К и N— её точки 
касания с дугой АВ и прямой ОА соответственно.

Рассмотрим случай, когда точка N лежит на продолжении отрез­
ка OD за точку D.

В прямоугольном треугольнике ODP известно, что

OD = 2VrR, ОР = ОМ-МР = R-r, DP = r.

По теореме Пифагора

OP2 = OD2+DP2, или (Я-г)2 = (27гЯ)2+г2.

Отсюда находим, что R = 6г.

В прямоугольном треугольнике OQN известно, что

OQ = ОК — KQ = R —х = 6г — х, QN = х, 

ON = OD+DN = 2угД + 27гх.

По теореме Пифагора

OQ2 = QN2+O№, или (6г-х)2 = х2 + 4(г7б + 7гх)2, 

или
3--2761/^-4 = 0.

X \ X
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Отсюда находим, что

/У л/б+зУ2 СТ-съ
V X - 3 Уз •

Следовательно,
г = 4(2+УЗ)
х 3

Пусть теперь точка N лежит между точками О и D. Тогда ON = 
= OD - DN = 2^/rR- 2у/Тх. Это приводит к уравнению

3- + 2л/6аД-4 = 0, 
х у х ’

из которого находим, что

9.47. На отрезке АС взята точка В, и на отрезках АВ, ВС, С А как 
на диаметрах построены полуокружности S15 S2, S3 по одну сторону 
от АС. Найдите радиус окружности, касающейся всех трёх полуокруж­
ностей, если известно, что её центр удалён от прямой АС на расстоя­
ние а.

_ аОтвет: -.
Решение. Пусть О15 О2, О — центры данных полуокружностей S15 

S2, Sg соответственно, г и R —радиусы полуокружностей Sj и S2, х —
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радиус искомой окружности, О3 — её центр. Тогда радиус полуокруж­
ности S3 равен r + R,

O2O3 = r + x, OO3 = r + R-x, ОО2 = R, 
O2O3=R + x, ОО2 = г.

По формуле Терона

saoo1o3 = \/(r+R)(R-x)xr, 5до0л = д/ {r + R){r-x}xR.

Поскольку 5ДОО1Оз = ~ и 5ДОО2Оз = у, то

„2п2 „2Г2
(г + R)(R — r}xr- {r + R} ■ (г —х) -xR = ——----

Из полученного уравнения находим, что х = у

9.48. Две окружности радиусов г и R (г < R) касаются друг дру­
га внешним образом. Прямая касается этих окружностей в точках 
М и N. В точках А и В окружности касаются внешним образом 
третьей окружности. Прямые АВ и MN пересекаются в точке С. Из 
точки С проведена касательная к третьей окружности {D— точка 
касания). Найдите CD.

„ ZrRОтвет: -=—.R — r
Решение. Пусть О и О2 — центры окружностей радиусов г и R со­

ответственно, О3 —центр третьей окружности, К — вторая точка пе­
ресечения прямой АС с первой окружностью, Р — точка касания двух 
первых окружностей.

Поскольку эти окружности касаются, точка Р лежит на прямой 
ОХО2. Докажем, что точка пересечения прямых MN и АВ также лежит 
на прямой О2О2.

Пусть прямая MN пересекает прямую ОХО2 в точке С'. Если Q — 
проекция точки Ох на O2N, то треугольник ОХМС' подобен треуголь-
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нику O2QO1 с коэффициентом

ОХМ OjM OjM г
O2Q ~ O2N - NQ, ~ O2N-O1M ~ R-r'

Поэтому

c/°i = 1Г7 -oio2 = /Г7 ’сд+г) =
Пусть прямая AB пересекает прямую О.О2 в точке С". Поскольку 

точка А лежит на отрезке С^Оз, а точка В — на О2О3, то

АО3КА = Z.CQAK = АО3АВ = АО3ВА = АО2ВР,

где F — вторая точка пересечения прямой АВ и окружности с цен­
тром О2. Поэтому КО31| ВО2. Пусть прямая, проходящая через точку О 
параллельно АВ, пересекает радиус О2В в точке L. Тогда треугольник 
CQKC" подобен треугольнику O2LOl с коэффициентом

О3К _ О,к _ О3К _ г
O2L ~ O2B-BL ~ О2В-О1К ~ R-r'

Поэтому

c"°i = 7Г"7'01°2 = TZ7 • (й + г) =
Таким образом, С'О3 = С,'О1. Значит, точки С' и С" совпадают. Сле­

довательно, прямые MN и АВ пересекаются на прямой О3О2.
Теперь найдём CD. Для этого сначала заметим, что точки А, Р и В 

на сторонах треугольника О] О2О3 таковы, что

О3А = О3Р, О2В = О2Р, О3А = О3В.
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Значит, в этих точках вписанная окружность треугольника ОгО2О3 ка­
сается его сторон. Поскольку СР — касательная к этой окружности, 
CD—касательная к окружности с центром O3s а САВ — общая секу­
щая этих окружностей, то

CD2 = СА ■ СВ = СР2.
Следовательно,

CD = СР = СО L + Oj Р = r(R + r) 2rR
R—r + r~R-r’

Задачи на доказательство и вычисление

9.49.1. Окружность с центром О и окружность вдвое меньшего ра­
диуса касаются внутренним образом в точке А. Хорда АВ большей 
окружности пересекает меньшую окружность в точке М.

а) Докажите, что М — середина АВ.
б) Луч ОМ пересекает большую окружность в точке Р. Найдите 

расстояние от центра окружности до хорды АР, если радиус большей
окружности равен 13, а ОМ = 5.

Ответ: 3-/13.
Решение, а) Линия центров касаю­

щихся окружностей проходит через точ­
ку их касания, поэтому ОА — диаметр 
меньшей окружности. Если точка М сов­
падает с О, утверждение очевидно. Пусть 
точка М отлична от О. Тогда ЛАМО = 90°, 
так как точка М лежит на окружности 
с диаметром ОА. Радиус, перпендикуляр­
ный хорде, делит её пополам, следова­
тельно, М — середина АВ.

б) Из прямоугольных треугольников 
АОМ и АРМ находим, что

AM = V ОА2 - ОМ2 = V169-25 = 12, 

АР = VAM2+MP2 =
= v/122 + (13-5)2 = v'208 = 4-/13. 

Высота ON равнобедренного треуголь­
ника АОР является медианой, поэтому 
AN = ^АР = 2л/13. Следовательно,

ON = V ОА2 — AN2 = V169-52 = Зд/ТЗ.
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9.50.1. Окружности с центрами Ог и О2 касаются внешним обра­
зом в точке С. К окружностям проведены общая внешняя касатель­
ная и общая внутренняя касательная. Эти касательные пересекаются 
в точке D.

а) Докажите, что треугольник O1DO2 прямоугольный.
б) Найдите радиусы окружностей, если DO L = V5 и DO2 = 2л/5.
Ответ: 1 и 4. _
Решение, а) Пусть А и В — точки

касания окружностей с общей внеш-
ней касательной. Точка А лежит на \
окружности с центром Оъ точка В— \
на окружности с центром О2. Центр /7\/у 
окружности, вписанной в угол, лежит ( j—тп--------------
на его биссектрисе, поэтому ОО2 — 2
биссектриса угла ADC, a DO2 — бис- '
сектриса угла BDC. Биссектрисы смеж- ____
ных углов перпендикулярны, поэтому в ~~
/О DO

б) Из прямоугольного треугольника \
OtDO2 находим, что /j

О2О2 = 'jDOl+DOl = V5 + 20 = 5.
Линия центров касающихся окружно- 5 °2
стей проходит через точку их касания, \
поэтому точка С лежит на отрезке ОгО2.
Тогда DC — высота прямоугольного треугольника O1DO2, проведён­
ная из вершины прямого угла. Следовательно, если R и R2 — иско­
мые радиусы окружностей, то

DO2 5 DO2 20
Д1 = О1С=ОЙ=5 = 1’ Д2 = °2С=ОЙ = “ = 4-

9.51.1. Окружности с центрами Ох и О2 касаются в точке А внеш­
ним образом. Прямая, проходящая через точку А, вторично пересека­
ет первую окружность в точке В, а вторую — в точке С.

а) Докажите, что О2С || ОгВ.
б) Найдите площадь треугольника ВСО2, если известно, что ра­

диусы первой и второй окружностей равны 5 и 8 соответственно, 
a ZABOj = 15°.

Ответ: 26.
Решение, а) Линия центров касающихся окружностей проходит че­

рез точку их касания, поэтому точка А лежит на отрезке О,О2. Тре­
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угольники ВО]А и СО2А равнобедренные, значит, ZACO2 = ZBAO] = 
= ZABOX. Следовательно, О2С || О | В.

б) В равнобедренном треугольнике АО3В угол при основании АВ 
равен 15°, поэтому АВ = 2АОг cos 15° = 10 cos 15* Аналогично АС = 
= 2 АО2 cos 15° = 16 cos 15°, Тогда

ВС АВ+АС = 10 cos 15°+ 16 cos 15° = 26 cos 15°.

Следовательно,

■5двсо2 — уОг^-ВС sinZBCO2 = | • 8 - 26cos 15° sin 15° =

= 52 • 2 cos 15° • sin 15° = 52 sin 30Q = 26.

9.52.1. В треугольник ABC помещены две касающиеся окружности 
с центрами О- и О2, причём первая из них касается сторон АВ и АС, 
а вторая — сторон АВ и ВС.

а) Докажите, что прямые АО и ВО2 пересекаются в центре окруж­
ности, вписанной в треугольник АВС.

б) Найдите радиусы окружностей, если они равны, а АВ = АС = 10 
и ВС = 12.

„ 15Ответ:
О
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Решение, а) Центр окружности, впи­
санной в угол, лежит на его биссектрисе, 
значит, АО и ВО2— биссектрисы углов 
при вершинах А и В треугольника АВС. 
Следовательно, их точка пересечения — 
центр вписанной окружности треуголь­
ника АВС.

б) Пусть искомый радиус равен х, ра­
диус вписанной окружности треугольни­
ка АВС равен г, а биссектрисы углов при 
вершинах А и В треугольника АВС пере­
секаются в точке О — центре вписанной 
окружности треугольника.

Пусть АН — высота треугольника 
АВС. Треугольник равнобедренный, по­
этому Н — середина основания ВС. По 
теореме Пифагора

АН = VAB2-BH2 = V100-36 = 8,

Значит,

5давс= ^ВС-АН= |-12-8 = 48.

В то же время площадь треугольника
равна произведению его полупериметра на радиус вписанной окруж- 

48 оности, поэтому г = — = 3.
Окружности с центрами О L и О2 равны и касаются, поэтому О LO2 = 

= 2х и ОгО2 || АВ. Треугольники ООХО2 и ОАВ подобны. Пусть высо- 
ОР Оу О?

та OF треугольника ОАВ пересекает ОТО2 в точке Р. Тогда = АВ , 
т — х 2х 5т* 15или = Ду. Отсюда находим, что х = = -g-.

9.53.1. Окружности с центрами О2 и О2 касаются внешним обра­
зом; прямая касается первой окружности в точке А, а второй — в точ­
ке В. Известно, что точка М пересечения диагоналей четырёхуголь­
ника О1АВО2 лежит на первой окружности.

а) Докажите, что треугольник МВО2 равнобедренный.
б) Найдите отношение радиусов окружностей.
Ответ'. 1:2.
Решение, а) Прямые ОгА и О2В параллельны, так как они пер­

пендикулярны одной и той же прямой АВ, поэтому АВО2М=АМАО1. 
Треугольник МВО2 подобен равнобедренному треугольнику МАО- по
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двум углам. Следовательно, треугольник МВО2 также равнобедрен-

б) Обозначим OLA = r, O2B=R. Тогда О1М = О1А = г и MB- О2В R, 
поэтому О2В = ОгМ + MB = r + R, а так как линия центров касающих­
ся окружностей проходит через точку их касания, ОгО2 = г + R. Зна­
чит, треугольник ВО1О2 равнобедренный. Его высота О^Р является 
медианой, а так как 0}ABF — прямоугольник, то FB = ОА = г. Значит, 

Г 11r=R. Следовательно, д = -,.
9.54.1. В полуокружности расположены две окружности, касающи­

еся друг друга, полуокружности и её диаметра.
а) Докажите, что периметр треугольника с вершинами в центрах 

окружностей и полуокружности равен диаметру полуокружности.
б) Известно, что радиус полуокружности равен 8, а радиус одной 

из окружностей равен 4. Найдите радиус другой.
Ответ'. 2.
Решение, а) Пусть АВ — диаметр полуокружности, О — её центр, 

О , —центр окружности радиуса г, С — точка её касания с полуокруж­
ностью, О2 — центр окружности радиуса R, D — точка её касания с по­
луокружностью, Е — точка касания окружностей с центрами О, и О2.

Точки О, Ог и С лежат на одной прямой, поэтому 00 = ОС -О2С = 
= ОС - г. Аналогично ОО2 = OD - O2D = OD - R и О2О2 = ОгЕ + О2Е = 
= r + R. Следовательно, периметр треугольника ООгО2 равен

00 j + ОО2 + Cj О2 — ОС — г + OD — R + г + R = ОС + OD — 1ОС = АВ.
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б) Пусть R -- 4, ОС = OD = 8. Тогда диаметр окружности с цен­
тром О2 равен радиусу полуокружности, значит, OD 1 АВ, а О — точка 
касания этой окружности с прямой АВ.

Пусть окружность с центром Ох касается АВ в точке Р, F — проек­
ция точки Ох на О2О. Тогда

О1Р=г, О1О2=г+4, O2F = OO2—OF = OO2 — O1P=4—r, ООХ = 8 — г.

Из прямоугольных треугольников ООХР и Ох О2Р находим, что 

ОР2 = ОО{ - ОгР2 = (8 - г)2 - г2 = 64 - 16г, 

OXF2 = ОХО2 -O2F2 = (r + 4)2 - (4-r)2 = 16r,

а так как OXF = ОР, то 64- 16г = 16г. Следовательно, г = 2.
9.55.1. Две окружности касаются внутренним образом. Третья ок­

ружность касается первых двух и их линии центров.
а) Докажите, что периметр треугольника с вершинами в центрах 

трёх окружностей равен диаметру наибольшей из этих окружностей.
б) Найдите радиус третьей окружности, если радиусы первых двух 

равны 6 и 2.
Ответ'. 3.
Решение, а) Пусть АВ — диаметр большей из трёх окружностей, 

О — её центр, Ох —центр окружности радиуса г, касающейся окруж­
ности с диаметром АВ в точке А, О2 — центр окружности радиуса R,
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касающейся окружности с диаметром АВ в точке С, окружности 
с центром Oj —в точке D, отрезка АВ — в точке Е.

Точки О, О2 и С лежат на одной прямой, поэтому ОО2 = ОС — О2С = 
= ОС — R. Аналогично ООг = ОА - О2А = ОА - г и OjO2 = O2D + O2D = 
= r + R. Следовательно, периметр треугольника ООгО2 равен

00 ^ -Т ОО2 • •• О] О2 — ОА — г + ОС — R -I- г : R — ОА 4- ОС — 2ОА = АВ.

б) Пусть ОА = 6, г = 2. Тогда

O2E = R, O1O2 = 2 + R, OOj = ОА-О2А = 6-2 = 4, 
ОО2 = ОС — О2С = 6 — R.

Из прямоугольных треугольников О1О2Е и ОО2Е находим, что

ОгЕ = у/О^-О^2 = У(2 + Ю2-Д2 = V4 + 4R,

ОЕ = .JOO2 - О2Е2 = y/(6-R)2-R2 = ./36-12R.

Если точка Е лежит на отрезке О В (см. рисунок слева), то ОХЕ = 
= GO, + ОЕ, или V4 + 4R = 4 + V36 - 12R. Из этого уравнения нахо­
дим, что R = 3 (это значит, что диаметр искомой окружности равен 
радиусу наибольшей из трёх окружностей, т. е. точка Е совпадает с О, 
см. рисунок справа).

Если точка Е лежит на отрезке ОА, то аналогично получим тот же 
результат.

9.56.1. В равнобедренной трапеции ABCD с основаниями AD и ВС 
расположены две окружности, каждая из которых касается другой 
окружности, двух боковых сторон и одного из оснований. Пусть 
Р и Q — точки касания окружностей с боковой стороной АВ, а об­
щая касательная окружностей, проходящая через их точку касания, 
пересекает боковые стороны в точках М и N.

а) Докажите, что MN = PQ.
б) Найдите площадь трапеции ABCD, если AD = 18 и ВС = 2.
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Ответ: 80</3.
Решение, а) Пусть окружности касаются в точке Е, меньшая окруж­

ность с центром Oj касается боковых сторон АВ и CD в точках Р и К 
соответственно, большая окружность с центром О2 — в точках Q и L 
соответственно, а прямые АВ и CD пересекаются в точке F.

Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его биссектрисе, 
поэтому точки О L и О2 лежат на биссектрисе угла AFD, т. е. на высоте 
равнобедренного треугольника ADF.

Прямая MN — общая касательная к окружностям, поэтому она 
перпендикулярна ОО2, а значит, параллельна основаниям трапе­
ции. По теореме о равенстве отрезков касательных, проведённых 
к окружности из одной точки, MP = ME — MQ и NL = NE = NK. Значит, 
ME PQ. Аналогично NF KI.. а так как PQ=FQ-FP=FL-FK=KL, 
то PQ—KL. Следовательно, PQ = MN.

б) Треугольник FMN подобен треугольнику FAD. При этом по­
добии отрезок ВС в треугольнике FMN соответствует отрезку MN 
в треугольнике FAD. Значит, коэффициент подобия, с одной стороны, 

ВС „ MN ~ ВС MN
равен с другой —Из равенства 7777 = 777 находим, что 
MN2 = ВС • AD = 2 • 18 = 36. Значит, MN = 6, ME = |MN = 3, а коэффи-

, ВС 2 1 „циент подобия равен - ,, — - = -. Тогда радиус второй окружности 
в три раза больше радиуса первой.

Лучи МОг и МО2 — биссектрисы смежных углов BMN и AMN. 
Поэтому треугольник О^МО2 прямоугольный, а так как ME — его 
высота, проведённая из вершины прямого угла, то ME2 = ОЕ ■ О2Е,
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или 9 = г • Зг, где г и Зг— радиусы окружностей. Отсюда находим, 
что г- 73. Тогда высота трапеции равна 2г + 6г = 8г = 8</3. Следова­
тельно,

sabcd = AD + BC ■ 8r = • 8V3 = 80V3.

9.57.1. В прямоугольном треугольнике АВС с прямым углом С из­
вестны стороны: АС = 15, ВС = 8. Окружность радиуса 2,5 с центром 
на стороне ВС проходит через вершину С. Вторая окружность с цен­
тром О касается катета АС, гипотенузы треугольника, а также внеш­
ним образом касается первой окружности.

а) Докажите, что прямая АО пересекает первую окружность.
б) Найдите радиус второй окружности.
Ответ: 2,5.
Решение, а) По теореме Пифагора находим, что АВ = 17.
Пусть М— точка пересечения прямой АО с катетом ВС. Центр 

окружности, вписанной в угол, лежит на биссектрисе угла, поэтому 
... Л „ СМ АС 15

АМ — биссектриса треугольника АВС. Тогда = дд = 17’ значит> 

см = вс'жЬв = »'Й = Т-

Таким образом, прямая АО пересекает диаметр окружности радиуса 
2,5 в точке, удалённой от центра на расстояние

5-СМ = 5-^ = |,

меньшее радиуса. Следовательно, прямая АМ пересекает эту окруж­
ность.

б) Пусть х — радиус второй окружности. Поскольку первая окруж­
ность проходит через вершину С прямого угла треугольника АВС, а её 
центр лежит на катете ВС, прямая АС касается этой окружности в точ­
ке С, a CD — отрезок общей внешней касательной первой и второй 
окружностей. Значит, С£) = 2у'2,5х = VIОх (см. п. 10 приложения 2), 
a AD = АС - CD = 15 - VlOx.
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Обозначим ABAC = а. Центр окружности, вписанной в угол, лежит 
на его биссектрисе, поэтому ADAO = . Из прямоугольного треуголь­

ника АВС находим, что sin а = cos а = --Т Тогда

_8_
а _ sin а _ 17 _ 1
2 — 1 + cos а ~ J-I-15 ' 4 ’

Из прямоугольного треугольника AOD получаем, что OD = AD tg 
или

х (15-л/Т0х)
Ло

Отсюда ух = Следовательно,

x=r^V = 5
V 2 J 2'
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Подготовительные задачи

10.1. Прямая, проходящая через общую точку А двух окружностей, 
вторично пересекает эти окружности в точках В и С. Расстояние меж­
ду проекциями центров окружностей на эту прямую равно 12. Найди­
те ВС, если известно, что точка А лежит на отрезке ВС.

Ответ'. 24.
Решение. Пусть М nN — проекции центров Oj и О2 данных окруж­

ностей на прямую ВС (М лежит на АВ, 
N — на АС). Поскольку диаметр, пер­
пендикулярный хорде, делит её попо­
лам, точки М и N — середины отрезков 
АВ и АС. Следовательно,

ВС = АВ + АС = 2 AM + 2AN =
= 2(АМ + AN) = 2MN = 2-12 = 24.

10.2. Окружности с центрами О! и О2 пересекаются в точках А и В. 
Известно, что РАОВ = 90°, ХАО2В = 60°, О1О2 = а. Найдите радиусы
окружностей.

Ответ: а/2 2а aj2 2а—=---- . —=-----или —-- ---- , —---- .
/з + Г /з + 1 /з-i /з-1

Решение. Пусть линия центров ОгО2 пересекает общую хорду АВ
окружностей в точке М. Тогда М— середина АВ и О}О21АВ. Тре­
угольник АОВ прямоугольный и равнобедренный, а треугольник 
АО2В равносторонний, поэтому если г и R — радиусы окружностей 
с центрами Ог и О2 соответственно, то АВ = г/2 и АВ = R, значит, 
Я = гУ5. Тогда

0М=^ ОМ=^3=£Х2 УЗ = г/6
1 Z Z z 2

Предположим, что центры окружностей лежат по разные сторо­
ны от прямой АВ (см. рисунок слева на следующей странице). Тогда 
О1М+МО2 = О1О2, или ~^ + ^-^ = а. Отсюда находим, что

а /2 п /тт 2аг=—_—. R = r~J2=- .—.
/3 + 1 /3 + 1
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Если же точки С\ и О2 лежат по одну сторону от прямой АВ (см. ри­
сунок справа), то О2М-МОг = ОгО2. Тогда

10.3. Отрезок, соединяющий центры двух пересекающихся окруж­
ностей, делится их общей хордой на отрезки, равные 5 и 2. Найди­
те общую хорду, если известно, что радиус одной окружности вдвое 
больше радиуса другой.

Ответ: 2л/3.
Решение. Пусть окружности с центрами О, и О2 и радиусами 

соответственно г и 2г пересекаются в точках А и В, а отрезки ОгО2 
и АВ — в точке К. Линия центров двух пересекающихся окружно­
стей перпендикулярна их общей хорде, поэтому треугольники АОТК 
и АО2К прямоугольные. Поскольку АО, <АО2, то КОг <КО2. Значит, 
КОг = 2 и КО2 = 5.

По теореме Пифагора
AOf - KOf = АО% - КО%, или г2 - 4 = 4г2 - 25, 

откуда находим, что г = \П. Следовательно, АВ = 2АК = 2л/Я2 - 4 = 
= 2/7^4 = 2д/3.
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10.4. Через вершину А остроугольного треугольника АВС прове­
дена прямая, параллельная стороне ВС, равной а, и пересекающая 
окружности, построенные на сторонах АВ и АС как на диаметрах, 

в точках М и N, отличных от А. Найди­
те MN.

Ответ: а.
Решение. Поскольку точка М лежит на 

окружности с диаметром АВ, то ААМВ = 
= 90°. Аналогично AANC = 90°. Значит, про­
тивоположные стороны четырёхугольника 
BMNC попарно параллельны. Следователь­
но, MN = ВС = а.

10.5. Две окружности пересекаются в точках А и В. Через точку А 
проведены диаметры АС и AD этих окружностей. Найдите расстояние 
между центрами окружностей, если ВС = а и BD = Ъ.

„ а + b |а-Ъ\Ответ: —г?— или —-—.
Решение. Пусть О—центр окружности с диаметром АС, О2— 

центр окружности с диаметром AD. Точка В лежит на окружности 
с диаметром АС, поэтому ААВС = 90°. Аналогично AABD = 90°.

Рассмотрим случай, когда точки О и О2 лежат по разные стороны 
от прямой АВ (см. рисунок слева). Тогда

ACBD = ААВС + AABD = 90° + 90° = 180°,

значит, точки С, В и О лежат на одной прямой, причём точка В лежит 
между С и D, поэтому CD = ВС + BD = а + Ь, а так как OLO2 — средняя 
линия треугольника ACD, то

OiO2 = |с£> =
1 z 2 2

Пусть теперь точки С и D лежат по одну сторону от прямой АВ 
и а > Ъ (см. рисунок справа). Тогда точки В, С и D лежат на одной 
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прямой, причём точка D лежит между В и С. Следовательно,

О}О2 = ^CD = ВС BID =

Аналогично для случая а < Ь.
10.6. В треугольнике АВС на наибольшей стороне ВС, равной Ь, 

выбирается точка М. Найдите наименьшее расстояние между центра­
ми окружностей, описанных около треугольников ВАМ и АСМ.

_ ЬОтвет: -.
Решение. Проекции центров О: и О2 данных окружностей на ВС — 

середины Р и Q отрезков ВМ и МС соответственно. Тогда О}О2 A PQ =
b X X= - (см. рисунок слева).

Если AM — высота треугольника ВАС, то

О,О2 = PQ = |

(см. рисунок справа). В остальных случаях ОгО2 >

Тренировочные задачи

10.7. Две окружности радиусов 3 и 4, расстояние между центрами 
которых равно 5, пересекаются в точках А и В. Через точку В проведе­
на прямая, пересекающая окружности в точках С и D, причём CD = 8 
и точка В лежит между точками С и D. Найдите площадь треугольни­
ка ACD.

~ 384Ответ:
Решение. Пусть Ох и О2 — центры меньшей и большей окружно­

стей соответственно, а точка С расположена на меньшей окружности. 
Тогда

ADCA = АВСА = ^АВ = АВО, О2.
2 1 z
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Аналогично ZCDA = ZBO2O1. Следовательно, треугольник ACD подо-

Треугольник ВОО, прямоугольный, так как

О|О| = 5 2 = З2 + 42 = ОХВ2 + О2В2.

Следовательно,

S -64.1.3-4-384
^двот - - 25 2 3 4- 25 •

10.8. Дан ромб ABCD. Радиусы окружностей, описанных около тре­
угольников АВС и BCD, равны 1 и 2. Найдите расстояние между цен­
трами этих окружностей.

„ ЗУ5Ответ: ——.
Отрезок ВС — общая хорда окружностей с центрами О и О2, 

описанных около треугольников АВС и BCD соответственно, поэтому 
прямая ОгО2 перпендикулярна отрезку ВС и делит его пополам.

Пусть М — середина ВС. Тогда О2М и BD — серединные перпенди­
куляры к сторонам ВС и АС треугольника АВС. Обозначим ZCBO2 = 
= АВСО2 = ZBOjM = а. Из прямоугольных треугольников ВМО1 и 
ВМО2 находим, что

ВМ = BOL sin а = 1 • sin ex = sin а, ВМ = О2В cos а = 2 cos а,
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1 2откуда tg а = 2. Тогда cos а = ~^=, sin а— —, значит,

ОМ = ВО, cos а = -к,
1 1 V5

4
ОМ = ВО sin а = -

V5

Следовательно,

4 1 3О,О2 = О2М-О,М = -=-^= = ~т=.
122 1 УЗ

10.9. Две окружности радиусов /5 и л/2 пересекаются в точке А. 
Расстояние между центрами окружностей равно 3. Через точку А про­
ведена прямая, пересекающая окружности в точках В и С так, что 
АВ = АС (точка В не совпадает с С). Найдите АВ.

_ 6Ответ: — .

Решение. Пусть О и О2— центры меньшей и большей окружно­
стей соответственно. Положим АВ = АС = 2х и опустим перпендикуля­
ры ОХМ и O2N на прямую ВС. Тогда М и N — середины хорд АВ и АС.

Если Р — проекция точки Ох на прямую O2N, то

ОгР = MN = МА + AN = 2х, ОМ>- = Ог А2 - МА2 = 2 - х2, 

O2N2 = О2А2 - NA2 = Б—х2.

В прямоугольном треугольнике О.РО2 известно, что

ОХО2 = (O2N - ОХМ)2 + ОХР2,

или
9 = (л/5 — х2 — д/2 —х2)2 + 4х2.

Из этого уравнения находим, что х= Следовательно, АВ=2х=—.
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10.10. Первая из двух окружностей проходит через центр второй 
и пересекает её в точках А и В. Касательная к первой окружности, 
проходящая через точку А, делит вторую окружность на дуги, градус­
ные меры которых относятся как т : п (т<п). В каком отношении 
вторая окружность делит первую? 

„ п -т Ответ: .2т
Решение. Пусть О- и О2 — центры соответственно первой и второй 

окружностей, Р — такая точка на второй окружности, что АР — каса­
тельная к первой окружности. Тогда

ZAO,P = 360° • —, z т + п

/Р.ЛО2 = (180° - ZAO2P) = i f 180° - 360° ■ —= 90° • 
z 2 2 2 V m + n)

Поскольку ZPAO2 —угол между касательной и хордой, то

ААО.О2 = 2АРАО2 = 180° • 1 z z п+т
ZAO^B = 2ZAOtO2 = 360° • 1 1 2 n+m

Следовательно, в первой окружности

^АО2В = 360° z п + т
Тогда дополнительная к ней дуга первой окружности равна 360° • - -у.
а искомое отношение равно ■

10.11. Через общую точку С двух равных окружностей проведе­
ны две прямые, пересекающие данные окружности в точках А, В 
и М, N соответственно. Прямая АВ параллельна линии центров, 
а прямая MN образует угол а с линией центров. Известно, что АВ = а. 
Найдите NM.

Ответ: a cos а.
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Решение. Пусть О и О2— центры окружностей, точки А и М при­
надлежат первой окружности, В и N — второй.

Опустим перпендикуляры ОхХ и O2Y на прямую АВ. Тогда X и У — 
середины хорд АС и ВС. Поэтому

О1О2 = ХУ = ^АС + ^ВС = ^АВ =
1 z 2 2 2 2

Опустим перпендикуляры ОХР и O2Q на прямую MN. Тогда Р и Q — 
середины хорд МС и NC. Поэтому PQ =^MN.

Пусть F—проекция точки О, на O2Q. Тогда CpF || MN. Следова­
тельно, ХРО1О2 = а и OF = PQ, а так как

O2F = О , О2 cos а = 2 cos а,

то
MN = 2.PQ = a cos а.

10.12. В параллелограмме ABCD известны стороны АВ а, ВС = b 
и угол ABAD = а. Найдите расстояние между центрами окружностей, 
описанных около треугольников BCD и DAB.

Ответ: л/а2 + b2 — 2ab cos а |ctg а|.
Решение. Пусть О, и О2—центры описанных окружностей тре­

угольников DAB и BCD соответственно, О —точка пересечения диаго­
налей параллелограмма. Поскольку треугольники DAB и BCD равны, 
то радиусы окружностей также равны.

Пусть а<90°. По теореме косинусов

BD = Va2 +b2 — 2ab cos а.

Вписанный в окружность с центром О, угол BAD равен половине цен­
трального угла BOtJ), значит,

ZBO1O2 = -ZBOjLi = ABAD = а.
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1 Трямая От О2 — серединный перпен­
дикуляр к диагонали BD, поэтому

О| О2 = 2ОгО = 2-ВО еА^КВО^О =

= 2 • ■' BD ctgКВОгО = BD ctg а =

= Vа2- + Ь2 — 2аЪ cos а ■ ctg а.
Если же а 90°, то

ZBOjO2 = jzBOjE) =

= | (360° — 2а) = 180°-а.

Следовательно,
О О2 = Va2 + b2 — 2ab cos а • ctg(180° — а) = — ctg ад/а2 +b2 — 2ab cos а.

10.13. Две окружности пересекаются в точках А и К. Их центры 
расположены по разные стороны от прямой, содержащей отрезок АК. 
Точки В и С лежат на разных окружностях. Прямая, содержащая от­
резок АВ, касается одной окружности в точке А. Прямая, содержащая 
отрезок АС, касается другой окружности также в точке А. Длина от­
резка ВК равна 1, длина отрезка СК равна 4, а тангенс угла САВ равен 
-Д=. Найдите площадь треугольника АВС.
л/15„ 5-I-VT5

Ответ: — , — .
Решение. Обозначим КВАК = а, КСАК = /3. По теореме об угле меж­

ду касательной и хордой
ZACK = ZBAK = а, КАВК = КСАК = 0.

- ВК АК Треугольники АВК и САК подобны по двум углам. Поэтому 4-т- = 777г ■______ /1К. КС 
Отсюда находим, что АК = \/ВК• КС = VI -4 = 2.



Задачи на доказательство и вычисление 241

Поскольку

tg ZCAB = tg(a + /3) = -/=> О,

то угол САВ острый. Тогда

cos(a + /3) = - J* sin(a+/3) = |.

По теореме косинусов из треугольника АКБ находим, что

АВ2 = АК2 + ВК2 - 2АК -ВК cos ААКВ =

= АК2 + ВК2 - 2АК ■ ВК cos (180° - а - /3) =

= АК2 + ВК2 + 2АК • В К cos (а + /3) = 4 + 1 + 2 • 2 • 1 • ' - = 5 + /15.

Из подобия треугольников АВК и САК следует, что АС = 2 АВ. Следо­
вательно,

SAABC = ±АВ- AC sin КВАС = АВ2 sin ABAC = 5+^.

Задачи на доказательство и вычисление

10.14.1. Окружности, построенные на сторонах АВ и АС треуголь­
ника АВС как на диаметрах, пересекаются в точке D, отличной от А.

а) Докажите, что точка D лежит на прямой ВС.
б) Найдите угол ВАС, если ААСВ = 30°, a DB: DC =1:3.
Ответ: 90°.
Решение, а) Точка D лежит на окружности с диаметром АВ, поэто­

му AADB = 90°. Аналогично AADC = 90°.
Если точки В и С лежат по разные стороны от прямой AD (см. ри­

сунок слева), то AADB -AADC = 180°. Следовательно, точка D лежит 
на прямой ВС.

Если же точки В и С лежат по одну сторону от прямой AD (см. рису­
нок справа), то AADB = AADC. Следовательно, и в этом случае точка D 
лежит на прямой ВС.
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б) Положим BD = х, CD = Зх. Из прямоугольного треугольни­
ка ADC находим, что

■УЗ г-AD = CDtg30° = Зх- -у- = хл/3.

Из прямоугольного треугольника ABD на­
ходим, что

. , „ . „ _ ВD _ х _ /3tgZBAD - Д1}- 3 ,

значит, ABAD = 30°. Следовательно,

ABAC = ABAD + ACAD = 30° -I- 60° = 90 й.

10.15.1. Окружность с центром О вписана в угол, равный 60°. Ок­
ружность большего радиуса с центром О- также вписана в этот угол 
и проходит через точку О.

а) Докажите, что радиус второй окружности вдвое больше радиуса 
первой.

б) Найдите длину общей хорды этих окружностей, если радиус 
первой окружности равен 2/15.

Ответ: 15.
Решение, а) Пусть окружность с центром О радиуса г касается од­

ной из сторон угла с вершиной А в точке В, а окружность с центром О, 
радиуса R > г касается той же стороны в точке С.

Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его биссектрисе, 
поэтому АОАВ = 30°. Пусть F — проекция точки О на ОгС. Тогда

OF\\AC, AFOO = АОАВ = 30°, FOX = ОХС-FC = ОгС - OB = R-r.

В прямоугольном треугольнике FOO^ катет РОХ лежит против угла 
в 30°, значит, OO1 = 2FO1, или R = 2(R-r). Следовательно, R=2r.
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б) Пусть окружности пересекаются в точках М и N. Тогда общая 
хорда MN окружностей перпендикулярна их линии центров 00 L и де­
лится ею пополам.

Отрезок МН — высота равнобедренного треугольника ОМОХ со 
сторонами

ОМ = г = 2л/15, ОХМ = 2г = 4л/15, ООг = 2r = 4-/15.

Обозначим ZMOOj = АОМОТ = а. Тогда

МО г 1 . д----------— VTscos а = „„„ = -г- = -г, sma = v 1 — cosz а = —т—,200 4г 4 4
поэтому

МН = ОМ sin а = 2л/15- - j'- = у,

Следовательно, MN = 2МН = 15.
10.16.1. Две окружности пересекаются в точках Р и Q. Прямая, 

проходящая через точку Р, второй раз пересекает первую окружность 
в точке А, а вторую — в точке D. Прямая, проходящая через точку Q 
параллельно AD, второй раз пересекает первую окружность в точке В, 
а вторую — в точке С.

а) Докажите, что четырёхугольник ABCD — параллелограмм.
б) Найдите отношение ВР : PC, если радиус первой окружности 

вдвое больше радиуса второй.
Ответ : 2:1.
Решение, а) Обозначим АВАР = а. Четырёхугольники ABQP и CDPQ 

вписанные, поэтому

ZBQP = 180° - a, APQC = 180° - ABQP = 180е - (180° - а) = а, 
AADC = APDC = 180° - APQC = 180° - а.

Значит, АВ || CD. Противоположные стороны четырёхугольника ABCD 
попарно параллельны, следовательно, это параллелограмм.
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б) Пусть R и г — радиусы первой и второй окружностей соответ­
ственно, причём R = 2r. По теореме синусов

ВР = 2R sin АВАР = 4r sin а, СР = 2r sin ZPQC — 2r sin а.
„ ВР 4г sin а QСледовательно, =- = т;—■.— = 2.

м ’ PC 2r sin а
10.17.1. Окружности с центрами О, и О2 разных радиусов пересека­

ются в точках Ап В. Хорда АС большей окружности пересекает мень­
шую окружность в точке М и делится этой точкой пополам.

а) Докажите, что проекция отрезка ОО, на прямую АС в четыре 
раза меньше АС.

б) Найдите О1О2, если радиусы окружностей равны 5 и 17, а АС = 
= 16.

Ответ: 2д/85.
Решение, а) Пусть О2А<О2А, О2Р и O2Q — перпендикуляры, опу­

щенные из центров окружностей на прямую АС. Тогда PQ — проекция 
отрезка ОО2 эту прямую. Радиус, перпендикулярный хорде, делит её 
пополам, поэтому Р — середина отрезка AM, a Q — середина АС. Зна­
чит, точка Q совпадает с М.

Обозначим АР = РМ = а. Тогда МС = AM = 2а, а АС = 2МС = 4а. 
Следовательно, РМ = |АС.
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б) В прямоугольных треугольниках
АО2М и АОтР известно, что

О2А = 17, АМ = нАС = 8, z 2
ОгА = 5, АР = РМ = |ДС = 4.

По теореме Пифагора

О2М = ^О2А2-АМ2 = V172-82 = 15,

ОХР = \JOXA2 — AP2 = V52-42 = 3.

Опустим перпендикуляр ОгН на прямую О2М. Тогда НМРОг 
прямоугольник, поэтому

01Н = МР = 4, МН = OLP = 3, О2Н = О2М + МН = 15 + 3 = 18.

Из прямоугольного треугольника О1НО2 находим, что

ОгО2= sj0xH2 + 02H2 = л/42 + 182 = 2л/85.

10.18.1. На диагоналях трапеции как на диаметрах построены ок­
ружности.

а) Докажите, что их общая хорда перпендикулярна основаниям 
трапеции.

б) Найдите длину этой хорды, если основания трапеции равны 
1 и 11, а диагонали — 6 и 8.

Ответ'. 4,8.
Решение, а) Пусть С). и О2 — середины диагоналей соответственно 

АС и BD трапеции ABCD с основаниями ВС и AD. Тогда О , и О2 — 
центры окружностей с диаметрами АС и BD. Пусть М и N — точки пе­
ресечения этих окружностей. Линия центров пересекающихся окруж­
ностей перпендикулярна их общей хорде, поэтому MN 1 О1О2, а так 
как отрезок, соединяющий середины диагоналей трапеции, паралле­
лен её основаниям, то MN 1AD и MN 1ВС.
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б) Пусть ВС = 1, AD = 11, АС = 6, BD — 8. Расстояние между середи­
нами диагоналей трапеции равно полуразности оснований (см. п. 5 
приложения 2), поэтому

О о _ АР-ВС _ 11^1 _

Линия центров пересекающихся окружностей перпендикулярна об­
щей хорде и делит её пополам, поэтому отрезок MN вдвое боль­
ше высоты МК треугольника ОХМО2 со сторонами О^М = - АС = 3, 

О2М = -BD = 4 и ОгО2 = 5. Этот треугольник прямоугольный с пря­
мым углом при вершине М. Значит,

_ (ДМ-O^W з-4 12
МК ОгО2 5 ' 5 "

24Следовательно, MN = 2МК = — = 4,8.
10.19.1. Две равные окружности с центрами О- и О2 пересекаются 

в точках М и N. Лучи ОгМ и O^N вторично пересекают окружность 
с центром О2 в точках А и В соответственно, причём М — середина 
ОХА.

а) Докажите, что точки А, В и О2 лежат на одной прямой.
б) Окружности пересекают отрезок О\О2 в точках С и D. Найдите 

отношение отрезка CD к радиусу окружностей.
Ответ: (2— л/З) : 1-
Решение, а) Поскольку каждая из окружностей симметрична отно­

сительно прямой ОХО2, точка N — середина О1В.
Пусть R — радиус окружностей. В треугольнике AOLO2 известно, 

что AM = O-jM = О2М =R, т. е. медиана О2М равна половине стороны 
ОХА. Значит, ZAO2OX = 90°. Аналогично ZBO2OX = 90°. Следователь­
но, точки А. В и О2 лежат на одной прямой.

б) Треугольник О -АВ равносторонний, так как ЛО2 = -АОг и

ZAOXB = 2ZAO1O2 = 2-30° = 60°.
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11оэтому О2О2 = —2— = RV3. Предположим, что точка С лежит меж­
ду О, и D. Тогда От О2 = O:D + О2С — CD, поэтому R-/3 = R + R - CD. 
Отсюда находим, что CD=R(2- л/3). Следовательно, = 2-- УЗ.IX.

10.20.1. Дана трапеция с основаниями AD и ВС. Окружности, по­
строенные на боковых сторонах АВ и CD как на диаметрах, пересека­
ются в точках М и N.

а) Докажите, что MN 1AD.
б) Найдите MN, если боковые стороны трапеции равны 12 и 16, 

а сумма проекций диагоналей на большее основание равна 20.
Ответ: 9,6.
Решение, а) Пусть О, и О2 — центры 

окружностей с диаметрами АВ и CD. 
Тогда О, О2 — средняя линия трапеции, 
поэтому ОгО2 || AD. Линия центров 
пересекающихся окружностей перпен­
дикулярна их общей хорде, поэтому 
MN 1 ОгО2. Следовательно, MN 1AD.

б) Пусть Р и Q — проекции вершин С и В на большее основа­
ние AD трапеции. Тогда

AP + DQ = 20, PQ = BC, AD = AP + DQ-PQ = AP + DQ-BC, 

поэтому AD + ВС = AP +DQ = 20. Значит, O| O2 = AD + BC = j q
Пусть AB = 12 и CD = 16. В треугольнике O1MO2 известно, что

0^2=10, О1М = |аВ = 6, О2М = |с£) = 8.

Этот треугольник прямоугольный с прямым утлом при вершине М. 
Общая хорда пересекающихся окружностей перпендикулярна линии 
центров и делится ею пополам, поэтому отрезок MN вдвое больше вы-
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соты МН прямоугольного треугольника ОХМО2, проведённой из вер­
шины прямого угла. Следовательно,

MN = 2МН = 2 ■ охм-о2м
ОгО2 2-—= 96 z 10 у,о.

10.21.1. Отрезок АВ — диаметр окружности с центром О. Вторая 
окружность с центром в точке В пересекается с первой окружностью 
в точках С и D. Касательная, проведённая в точке С к первой окруж­
ности, вторично пересекает вторую окружность в точке Р.

а) Докажите, что треугольники АОС и СВР подобны.
б) Найдите АР, если известно, что ВС = 15 и PC = 24.
Ответ: 4^/97.
Решение, а) Треугольники АОС и ВСР равнобедренные. Из теоре­

мы об угле между касательной и хордой следует, что АВРС = АВСР = 
= АСАВ = АОАС. Следовательно, треугольники АОС и СВР подобны по

б) Пусть М — проекция точки В на хорду СР второй окружно­
сти. Тогда М— середина СР. Обозначим ABAC = АВСМ = а. Тогда 
ААСР = ААСВ + АВСР = 90° + а. Из прямоугольного треугольника ВМС 

СМ 12 4 „ . /я------- — 3 „ 4находим, что cosa= -д^г = = у- Тогда sina=V1 - cos2 а= у, ctga= у.
Из прямоугольного треугольника АВС находим, что АС -ВСctga 

4
— 15 • д =20. По теореме косинусов

АР = \/АС2 + СР2 - 2 АС • СР cos (90° + а) = VAC2 + СР2 + 2АС • СР sin a = 

= ^202 + 242 + 2-20-24-| = 4v'97.

10.22.1. Точка М — середина гипотенузы АВ прямоугольного тре­
угольника АВС. Около треугольников АСМ и ВСМ описаны окружно­
сти с центрами Ох и О2 соответственно.

а) Докажите, что треугольник ОХМО2 прямоугольный.
б) Найдите расстояние между центрами окружностей, если АС = 72, 

ВС = 96.
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Ответ: 62,5.
Решение, а) Медиана СМ прямоугольного треугольника АВС равна 

половине гипотенузы АВ, поэтому треугольники АМС и ВМС равно­
бедренные с основаниями АС и ВС. Центры их описанных окруж­
ностей лежат на серединных перпендикулярах: О — на серединном 
перпендикуляре к АС, а значит, на биссектрисе угла АМС, О2 — на 
серединном перпендикуляре к ВС, а значит, на биссектрисе угла 
ВМС. Биссектрисы смежных углов перпендикулярны, следовательно, 
АО1МО2 = 90°, т. е. треугольник О, МО2 прямоугольный.

б) По теореме Пифагора
АВ = VAC2+BC'2 = V722+962 = V122-62-l-122-82 = 12V36+64 = 120.

Поэтому CM = -~АВ = 60.
Пусть Н — середина общей хорды МС данных окружностей. Линия 

центров пересекающихся окружностей перпендикулярна их общей 
хорде и делит её пополам, значит, МН = .';СМ = 30 и отрезок МН — 
высота прямоугольного треугольника О1МО2, проведённая из верши­
ны прямого утла.

ВС 96 4Обозначим ABAC = а. Тогда ig<z . Стороны острых
углов МОгО2 и MCA соответственно перпендикулярны, поэтому

АНМО2 = АМО2О2 = АМСА = ABAC = a.
Из прямоугольных треугольников МНО и МНО2 находим, что 

3 4OrH = МН ctg a = 30= 22,5, О2Н = МН tga = 30 • у =40. 

Следовательно,
ОгО2 = ОН + О2Н = 22,5 + 40 = 62,5.



§ 11. Окружности, связанные с треугольником,
четырёхугольником

Подготовительные задачи

11.1. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 2, угол 
при вершине равен 120°. Найдите диаметр описанной окружности.

Ответ: 4-
Решение. Боковая сторона ВС равнобедрен­

ного треугольника АВС видна из центра О опи­
санной окружности под углом 60", так как на 
дугу ВС опирается вписанный угол САВ, рав­
ный 30°. Поэтому треугольник СОВ равносто­
ронний. Следовательно,

R= ОС = ВС = 2.

11.2. Под каким углом видна из точек окружности хорда, равная 
радиусу?

Ответ: 30° или 150°.
Решение. Пусть АВ — хорда окружности радиуса R, М — произ­

вольная точка, лежащая на окружности и отличная от точек А и В, 
ААМВ = а. По теореме синусов

АВ R 1 
sma “ 2R ~ 2R ~ 2'

Следовательно, а = 30° (в этом случае точка М лежит на большей ду­
ге АВ, см. рисунок слева) или а ■ 150° (в этом случае точка М лежит 
на меньшей дуге АВ, см. рисунок справа).

11.3. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) проведена 
высота CD. Угол ВАС равен а. Радиус окружности, проходящей через 
точки А, С и D, равен R. Найдите площадь треугольника АВС.
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Ответ: R2tga.
Решение. Из точки D отрезок АС виден под прямым углом, значит, 

эта точка лежит на окружности с диаметром АС, а так как через три 
точки, не лежащие на одной прямой, проходит
единственная окружность, то окружность с диа­
метром АС — это окружность, о которой гово­
рится в условии задачи. Пусть О — её центр. То­
гда О — середина основания АС равнобедренно­
го треугольника АВС, поэтому ВО — высота дан­
ного треугольника. Из прямоугольного треуголь­
ника ОАВ находим, что ВО = OAtgZOAB = Rtga. 
Следовательно,

saabc = ^АС-ВО = ±-2R-Rtga = R2tga.

11.4. Катеты прямоугольного треугольника равны а и Ь, а гипоте­
нуза равна с. Найдите радиус вписанной окружности.

„ а + Ъ-сОтвет: •—-—
Решение. Обозначим вершины треугольника, противолежащие 

сторонам а, b и с, через А, В и С соответственно,
а точки касания с этими сторонами — соответ­
ственно А-, Bi и СР

Если О — центр данной окружности, то 
ОА1СВ1 —квадрат. Поэтому
CA1=r, ВС1=ВА1=а-г, АСг = АВ^ =Ь — г, 

с = АВ = АСг + QB = а + b — 2г.
Следовательно,

а + Ъ - с
Г ~ 2

11.5. Дан треугольник со сторонами 3, 4, 5. Найдите радиусы его 
описанной, вписанной и вневписанных окружностей.

Ответ: 1; 2; 3; 6.
Решение. Рассмотрим треугольник АВС, в котором АВ = 5, ВС = 3, 

АС = 4. Поскольку АВ2 = 52 = 42 + З2 = АС2 + ВС2, этот треугольник 
прямоугольный, причём АВ — его гипотенуза. Радиус окружности, 
описанной около прямоугольного треугольника, равен половине 

5 гипотенузы, т. е.
Если Ар, В- и Cj —точки касания окружности, вписанной в тре­

угольник, со сторонами ВС, АС и АВ соответственно, а г — радиус
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вписанной окружности с центром О, то четырёхугольник ОА 1СВ1 — 
квадрат со стороной г, поэтому

АСг = АВг = АС — СВ1 = АС - г, ВС2 = ВАГ = ВС - САг = ВС - г.

Тогда

АВ = АС-у + ВС2 = (АС - г) + (ВС - г) = АС + ВС - 2г.

Следовательно,
АС + ВС-АВ 4 + 3-5 .

Г = ------- 2------- = = L
3 4 _|_ 5

Пусть р = —'-у-— = 6 — полупериметр треугольника АВС, га — ра­
диус окружности с центром Оа, касающейся катета ВС в точке Д2, 
а продолжений гипотенузы АВ и катета АС — в точках М и N соот­
ветственно. Тогда

2р = АС + ВС + АВ = АС + (СА'2 + А2В) + АВ =
= АС + (CN + ВМ')+АВ=(АС + CN) + (АВ + ВМ) = AN + AM, 

а так как AM = AN, то AN = р. Четырёхугольник OaNCA2 — квадрат со 
стороной га, поэтому

r„ = ОаА2 = CN = AN- АС = р- АС = 6-4=2.



Подготовительные задачи 253

Если гь и гс— радиусы вневписанных окружностей треугольни­
ка АВС, касающихся катета АС и гипотенузы АВ, то аналогично 
найдём, что

гь = р — ВС = 6 — 3 = 3, гс = р = 6.

11.6. Найдите радиусы описанной, вписанной и вневписанных 
окружностей треугольника со сторонами 13, 13, 10.

169 10 15Ответ: -у, -у, 12, 12.
Решение. Пусть стороны АВ, АС и ВС треугольника АВС равны 13, 

13 и 10 соответственно, АН — высота треугольника, R и г — радиусы 
описанной и вписанной окружностей соответственно, ra, гь и гс — ра­
диусы вневписанных окружностей, касающихся сторон ВС, АС и АВ 
соответственно.

Поскольку треугольник равнобедренный, точка Н — середина 
основания ВС (см. рисунок слева). Из прямоугольного треугольни­
ка АВН находим, что

АН = VAB2-BH2 = V132 —52 = 12,

smZABC = smZABH = тт- = -гтт.Ан 1о

По теореме синусов

Пусть О — центр вписанной окружности треугольника АВС (см. 
рисунок справа). Тогда ВО — биссектриса треугольника АВН, поэто­
му

ОН ВН 5 ОН 5 5
ОА “ АВ ' 13 ’ АН = 5 + 13 “ 18'

Следовательно,

г = 0Н = йАН=га-12 = т-
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Пусть Оа — центр вневписанной окружности, касающейся сторо­
ны ВС и продолжения сторон АС и АВ, причём продолжения сторо­
ны АВ — в точке М (см. рисунок слева). Тогда

ВМ = ВН = Б, AM = АВ + ВМ = 13 + 5 = 18.
Из прямоугольного треугольника АМОа находим, что

ra = ОаМ = AM tg АМАН = AM • = 18 •

Пусть Ос — центр вневписанной окружности, касающейся сторо­
ны АВ и продолжений сторон ВС и АС в точках К и L соответственно 
(см. рисунок справа). Тогда АОС— биссектриса угла BAL, а так как 
АН — биссектриса смежного с ним угла ВАС, то /НАО = 90°. Четы­
рёхугольник АОСКН — прямоугольник (АНАО1.=ААНК=АНКОс=90°'), 
поэтому

гс = ОСК = АН = 12.
Аналогично найдём, что гь=АН =12.

11.7. Найдите радиусы описанной, вписанной и вневписанных 
окружностей треугольника со сторонами 13, 14, 15.

Ответ: 4, 14, 12,
О Z

Решение. Пусть стороны АВ, АС и ВС треугольника АВС равны 13, 
14 и 15 соответственно, R и г — радиусы описанной и вписанной 
окружностей соответственно, га, гь и гс — радиусы вневписанных 
окружностей, касающихся сторон ВС, АС и АВ соответственно, S — 
площадь треугольника АВС, р — полупериметр.
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По теореме косинусов

Тогда

АВ2 + АС2-ВС2 169+196-225 5
COSZBAC = 2АВ-АС = 2-13-14 = 13-

Пусть О — центр вневписанной окружности, касающейся сторо­
ны ВС в точке М и продолжения сторон АС и АВ — в точках К и L 
соответственно (см. рисунок справа). Тогда

АК = AL, СК = CM, BL = ВМ,

2р = AC+ ВС+ АВ = AC+ (СМ+ВМ)+АВ =
= (АС + СМ) + (АВ + ВМ) = (АС + СК) + (АВ + BL) = АК + AL, 

значит, АК =AL = p, поэтому

■5 = Здаок ASaaol — Skcblo = S ААОК + S AAOL — 2SBOC =
= ^AK-OK+^AL-OL-2-^BC-OM = ^pra + ^pra-BC-ra = Op-BC)ra.
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Следовательно,

_ S _ 84 _ 84 _ q .
'• р-ВС "21-15 6

Аналогично найдём, что

S 84 84 S 84 84 21
Гъ ~ р-АС ~ 21 -14 ” 7 ” i2’ Гс~ р - АВ ~ 21-13 ” 8 ” 2’

11.8. В равнобедренный треугольник с основанием, равным а, впи­
сана окружность, и к ней проведены три касательные так, что они 
отсекают от данного треугольника три маленьких треугольника, сум­
ма периметров которых равна Ь. Найдите боковую сторону данного 
треугольника.

„ Ь — аОтвет: „ .
Решение. Сумма периметров отсечённых треугольников равна пе­

риметру данного треугольника. Поэтому сумма боковых сторон равна 

b-а. Тогда каждая боковая сторона равна

11.9. Проекция боковой стороны равнобедренной трапеции на 
большее основание равна а, средняя линия трапеции равна Ь, а ост­
рый угол при основании равен 45°. Найдите радиус окружности,
описанной около трапеции.

Ответ: у —.
Решение. Пусть ABCD — равно­

бедренная трапеция с основаниями 
AD > ВС, AADC = 45°, СН — высота 
трапеции, R — радиус окружности, 
описанной около трапеции. Известно, 
что проекция диагонали равнобедрен-
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ной трапеции на большее основание равна полусумме оснований, 
т. е. средней линии трапеции. Тогда

CH = DH = a, AH = ^AD+BC) = b, AC = V СИ2 + АН2 = Va2 + b2.

Окружность, описанная около трапеции, совпадает с окружностью, 
описанной около треугольника ACD. По теореме синусов

АС АС у/а2 + Ь2 I а2 А-Ь2

2sinZADC = 2 sin 455 “ V 2

11.10. Основания равнобедренной трапеции равны 9 и 21, а высота
равна 8. Найдите радиус окружности, описанной около трапеции.

Ответ:
О

Решение. Из вершины С меньшего 
основания ВС трапеции ABCD опустим 
перпендикуляр СК на большее основа­
ние AD. Тогда СК = 8. Если AD = 21, 
ВС = 9, то

KD = Л1)2Р1С = б, CD = ССК ■ DK = V 82 + 62 = 10, 

sinZD = ^ = |, АС = VAK2 + СК2 = V152 + 82 = 17.

Если R — радиус окружности, описанной около трапеции ABCD, то

АС 85
К -т 2sinZD - 8 '

Тренировочные задачи

11.11. Трапеция ABCD с основаниями ВС = 2 и AD = 10 такова, 
что в неё можно вписать окружность и около неё можно описать 
окружность. Определите, где находится центр описанной окружно­
сти, т. е. расположен он внутри трапеции, или вне её, или же на 
одной из сторон трапеции ABCD. Найдите также отношение радиусов 
описанной и вписанной окружностей.

„ ЗЛ4Ответ: вне; —=—.
Решение. Пусть R и г — радиусы вписанной и описанной окружно­

стей, К — основание перпендикуляра, опущенного из вершины С на 
сторону AD. Поскольку трапеция вписанная, то она равнобедренная. 
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т л тг AD + ВС . „г AD + BC лТогда АК = KD =--- •„— = 4, а так как трапеция описан­
ная, то 2 • CD = ВС + AD, поэтому CD = 6. Отсюда находим, что

СК = 2л/5, АС = 2л/14.

С помощью теоремы косинусов убеждаемся, что угол ZACD тупой, 
поэтому центр описанной окружности лежит вне трапеции. Кроме

того,

1„„ /г R 3V14а так как г = -СК = V5, то - = —=—2 ’ г 5
11.12. В прямоугольном треугольнике отношение радиуса вписан- 

нои окружности к радиусу описанной окружности равно Найдите 
острые углы треугольника.

3 3Ответ: arctg^, arcctg^.
Решение. Пусть радиус вписанной окружности прямоугольного 

треугольника с катетами а, Ъ и гипотенузой с равен 2х, тогда радиус
описанной окружности равен 5х и с = 10х. 
Поэтому а2 +Ь2 = 100х2.

Поскольку радиус окружности, вписан­
ной в прямоугольный треугольник, равен 

—4—- (задача 11.4), получим уравнение 
а + b = 14х. Из системы

а = 8х,

а2 + Ь2 = 100х2, 
а + b = 14х

находим, что 

b = 6х или а = 6х, b = 8х.
3 4Следовательно, тангенсы острых углов треугольника равны 7 и

11.13. В прямоугольный треугольник АВС с углом А, равным 30°, 
вписана окружность радиуса R. Вторая окружность, лежащая вне тре­
угольника, касается стороны ВС и продолжений двух других сторон. 
Найдите расстояние между центрами этих окружностей.

Ответ: 2RC2.
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Решение. Пусть Ох и О2 — центры данных окружностей (R — ра­
диус первой), С — вершина прямого угла. Тогда треугольник ОгСО2 
прямоугольный. Поскольку точки О1 и О2 расположены на биссектри­
се угла А, то

АО^С = 75°-45° = 307.

Следовательно,
О2О2 = 20 2С = 2RO2.

11.14. В треугольнике PQR угол QRP равен 60°. Найдите расстоя­
ние между точками касания со стороной QR окружности радиуса 2, 
вписанной в треугольник, и окружности радиуса 3, касающейся про­
должений сторон PQ и PR.

Ответ: V3.
Решение. Пусть О] и О2 — центры окружностей радиусов 2 и 3 со­

ответственно, М и N — их точки касания со стороной RQ. Тогда

RM = O1MctgAMRO1 = 2ctg30° = 2д/3, 

RN = O2N ctgANRO2 = 3 ctg 60° = д/З.

Поэтому
MN = RM-RN = 2д/3 - д/3 = V3.
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11.15. Равносторонний треугольник АВС со стороной 3 вписан 
в окружность. Точка D лежит на окружности, причём хорда AD рав­
на д/3. Найдите хорды BD и CD.

Ответ: л/3, 2л/3 или 2д/3, V3.
Решение. Пусть точка D лежит на меньшей ду­

ге АВ. Тогда четырёхугольник ADBC вписанный, 
поэтому

AADB = 180° - ААСВ = 180° - 60° = 120°.

Обозначим BD = x. По теореме косинусов

АВ2 = AD2 + BD2 - 2AD ■ BD cos 120°,

или 9=3+№+xV3, откуда находим, что BD=x= 
= л/З = AD, а так как СА = СВ, то прямая CD — 
серединный перпендикуляр к хорде АВ, зна­
чит, CD — диаметр окружности. Следовательно, 
СО = 2д/3.

Если же точка D лежит на меньшей дуге АС, то 
аналогично найдём, что BD = 2д/3 и CD = /3.

11.16. Пусть О—центр окружности, описанной около треугольни­
ка АВС, ААОС = 60°. Найдите угол АМС, где М —центр окружности, 
вписанной в треугольник АВС.

Ответ: 165° или 105е.
Решение. Если точки О и В лежат по разные стороны от прямой АС 

(см. рисунок слева), то градусная мера дуги АС, не содержащей точ­
ки В, равна 360° - 60° = 300°, поэтому

ААВС = 1-300° = 150°.

О в
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Сумма углов при вершинах А и С треугольника АВС равна 180° - 
- 150° = 30°, а так как АМ и СМ — биссектрисы треугольника АВС, 
то сумма углов при вершинах А и С треугольника АМС равна 15". 
Следовательно,

/АМС = 180°-15° = 165°.

Если же точки О и В лежат по одну сторону от прямой АС (см. 
рисунок справа), то аналогично получим, что /АМС = 105°.

11.17. В треугольнике АВС известно, что АС = b, ААВС = а. Найдите 
радиус окружности, проходящей через центр вписанного в треуголь­
ник АВС крута и вершины А и С.

_ ЬОтвет: ------„.2 cos 2
Решение. Пусть О — центр вписанного в треугольник АВС круга, 

R — искомый радиус. Имеем

11.18. В окружности проведены две хорды АВ = а и АС = Ь. Длина 
дуги АС, не содержащей точки В, вдвое больше длины дуги АВ, не 
содержащей точки С. Найдите радиус окружности.

я2Ответ: :.
V 4а2 — Ь2

Решение. Вписанный угол равен половине дуги, на которую он опи­
рается, поэтому угол В треугольника АВС



262 § 11. Окружности, связанные с треугольником, четырёхугольником

Если R — радиус окружности, то по теореме синусов

Р__« ___ «2
2 5111« yW-i/

11.19. Из точки М на окружности проведены три хорды: MN = 1, 
МР = 6, MQ = 2. При этом углы NMP и PMQ равны. Найдите радиус 
окружности.

/34
Ответ: 2у уу.

Решение. Обозначим ZNMP = ZPMQ =
= а. Выразим равные отрезки NP и PQ

Q / по теореме косинусов из треугольников
\ NMP и PMQ соответственно:

7/ \ NP2 = MN2+MP2-2NM-MP cos а,
К» 6

MV^ ___—PQ2 =MP2 + MQ2-2МР-Mucosa.

Nx. / Приравняв правые части полученных
У равенств, получим уравнение, из кото- 

-----------' „ .. 1 „ рого найдем, что cos а = у. Тогда

NP = у1 • 36 -2-1-6-у = V34, sin а = .

Если R — искомый радиус, то

= NP = у'34 /34
я 2sina лё 2V 15'

11.20. Через вершины А и В треугольника АВС проходит окруж­
ность радиуса г, пересекающая сторону ВС в точке D. Найдите радиус 
окружности, проходящей через точки А, В и С, если АВ = с и АС = Ь.

Ответ: с
Решение. Поскольку

\в ZADC + ZADB = 180°, 

то

/ с/
"Др sin Z ADC = sin ZADB = 2r

Если R — радиус окружности, проходящей че­
рез точки А, С и D, то

b / с D - Ь - ь -ЬгIX. -- , --2sinZADC 2 • — с
2г
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11.21. Центр описанной окружности треугольника симметричен 
его центру вписанной окружности относительно одной из сторон. 
Найдите утлы треугольника.

Ответ: 36°, 36°, 108°.
Решение. Пусть О и Q — соответственно центры описанной и впи­

санной окружностей треугольника АВС, причём точки О и Q симмет­
ричны относительно прямой ВС. Обозначим АОВС = AQBC = а. Тре­
угольник ВОС равнобедренный, поэтому

ZQCB = ZOCB = АОВС = а,

а так как BQ — биссектриса угла АВС, то ААВС = 2а. Аналогично 
ААСВ = 2а. Значит, треугольник АВС равнобедренный, его биссек­
триса AM является высотой, а точки Q и М лежат на отрезке ОА. 
Поскольку треугольник АОВ также равнобедренный (ОА = ОВ как 
радиусы одной окружности), то

АОВА = АОАВ, или За = 90° - 2а.

Отсюда находим, что а = 18°. Следовательно,

ААСВ = ААВС = 2а = 36°, АСАВ = 6а = 108°.

11.22. Угол при основании равнобедренного треугольника равен <р.
Найдите отношение радиуса вписанной в данный треугольник окруж­
ности к радиусу описанной окружности.

Ответ: tg^-sin2(p.
Решение. Обозначим основание ВС рав­

нобедренного треугольника АВС через а, 
радиусы вписанной и описанной окружно­
стей— г и R соответственно, центр вписан­
ной окружности — О, середину ВС—М. То­
гда

ВС _ _______ а______ __ а
2sinABAC ~ 2sin(180°-2y>) — 2sin2T?’
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Следовательно,

г = ОМ = ВМtg( :/ВI = |tg

Г Фд = tg 2- sin2</>.

11.23. В треугольнике АВС с периметром 2р сторона АС равна а, 
острый угол АВС равен а. Вписанная в треугольник АВС окружность 

с центром О касается стороны ВС в точке К. Най­
дите площадь треугольника ВОК.

Ответ: |(p-a)2tg^.
Решение. Поскольку

ВК = р—АС = р — а, OK^BKtg^=(p-a)tg^, 

то
5&ВОк = Ук-ОК = | (р - a)2 tg f.

11.24. В треугольнике АВС с периметром 2р острый угол ВАС ра­
вен а. Окружность с центром в точке О касается стороны ВС и продол­
жений сторон АВ и АС в точках К и L соответственно. Точка D лежит 
внутри отрезка АК, AD = a. Найдите площадь треугольника DOK.

Ответ: ^р(р-а) tg у

Решение. Пусть М — точка касания данной окружности со сторо­
ной ВС. Тогда

А

Ж
 КВ = ВМ, LC = СМ,

2р = АВ + ВС+АС = АК + AL,

а так как АК = AL, то АК = р. Поэтому

OK = AKtS^ = ptS^.

Следовательно,SDOJr = |l)K-OK = |p(p-a)tgf.

11.25. В треугольник вписана окружность радиуса 4. Одна из сто­
рон треугольника разделена точкой касания на части, равные 6 и 8. 
Найдите две другие стороны треугольника.

Ответ: 13 и 15.
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Решение. Пусть К, М, N — точки касания вписанной окружности 
со сторонами соответственно ВС, АС и АВ треугольника АВС; ВК = 8, 
КС = 6. Тогда СМ = КС = 6, BN = ВК = 8.

Обозначим AM = AN = х. Поскольку площадь треугольника рав­
на произведению полупериметра треугольника на радиус вписанной 
окружности, то

^длвс = (8 + 6 + х)4 = (14+х)4. 
С другой стороны, по формуле Терона

SAABC = yj (14 + х) • 6-8-х. 

Решив уравнение

4(14+х) = ц/(14+х)-6-8-х, 

найдём, что х = 7. Следовательно,
АС = х + 6 = 13, АВ = х + 8 = 15.

11.26. Прямоугольный треугольник АВС разделён высотой CD, 
проведённой к гипотенузе, на два треугольника: BCD и ACD. Радиусы 
окружностей, вписанных в эти треугольники, равны 4 и 3 соответ­
ственно. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник АВС.

Ответ: 5.
Решение. Пусть г — искомый радиус, /у и г2— радиусы данных 

окружностей. Из подобия треугольников DBC и СВА находим, что
_ ВС

Г ~ АВ’
а из подобия треугольников DC А и СВА—что

*2 АС 
г АВ'

Возведём обе части этих равенств в квадрат и сложим почленно полу­
ченные равенства. Тогда

г2 = г2 + г2 = 16 + 9 = 25.
Следовательно, г = 5.
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11.27. К окружности, вписанной в треугольник со сторонами 6, 10 
и 12, проведена касательная, пересекающая две большие стороны. 
Найдите периметр отсечённого треугольника.

Ответ: 16.
« Решение. Пусть К — точка касания окружности,
\ вписанной в треугольник АВС, со стороной АВ
\ (АВ =10, АС =12, ВС = 6).

Если р — полупериметр треугольника, то

АК = Р ~вс = 14-6 = 8,
К' \ а длина отрезка АК равна полупериметру отсечён- 

т \ ного треугольника. Следовательно, искомый пери-
В 6 С метр равен 16.
11.28. Окружность, вписанная в треугольник, точкой касания де­

лит одну из сторон на отрезки, равные 3 и 4, а противолежащий этой 
стороне угол равен 120°. Найдите площадь треугольника.

Ответ: 4л/3.
Решение. Обозначим через х расстояние от вершины угла в 120° до 

ближайшей точки касания и применим теорему косинусов. Получим
. -7 л ГУ 65 — 7уравнение х + 7х - 4=0, из которого находим, что х = —=—.

Пусть р — полупериметр треугольника, г — радиус вписанной 
окружности, S — площадь. Тогда

„ , . , 765-7 765 + 7 . ,ЛО /тг (765 - 7)73р 3+4-1----- , r = xtg60 = х73 =--------------------------- ,, —.

Следовательно,
с 765 + 7 (7б5-7)ТЗ .

11.29. Пусть CD — медиана треугольника АВС. Окружности, впи­
санные в треугольники ACD и BCD, касаются отрезка CD в точках 
М и N. Найдите MN, если АС -ВС = 2.

Ответ: 1.
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Решение. Поскольку AD = DB, а 

cm=ac+c^ad
то

MN = \СМ - CN\ =
_ I AC + CD-AD _ BC + CD-BD I _
"I 2 2 1“

|AC-BC| 2 
“ 2 ” 2 ” i-

. v BC + CD-BDСЛ - 2

11.30. На основании AB равнобедренного треугольника ABC взята 
точка D, причём BD — AD = 4. Найдите расстояние между точками, 
в которых окружности, вписанные в треугольники ACD и BCD, каса­
ются отрезка CD.

Ответ: 2.
Решение. Пусть окружности, вписанные в треугольники ACD и 

BCD, касаются отрезка CD в точкахМ nN соответственно. Поскольку 
АС = ВС, а

11.31. В четырёхугольнике MNPQ расположены две непересекаю- 
щиеся окружности так, что одна из них касается сторон MN, NP, PQ, 
а другая — сторон MN, MQ, PQ. Точки В и А лежат соответственно на 
сторонах MN и PQ, причём отрезок АВ касается обеих окружностей. 
Найдите длину стороны MQ, если NP = Ьп периметр четырёхугольни­
ка BAQM больше периметра четырёхугольника ABNP на величину 2р.
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Ответ: Ь + р.
Решение. Четырёхугольники ABMQ и ABNP описанные, поэтому 

MQ + АВ = |ръ АВ + NP = .

где Р. и Р2 — периметры этих четырёхугольников, значит,

MQ-NP = |(Pi-P2) = р.

Отсюда находим, что

MQ = NP + p = Ъ + р.

11.32. Около окружности радиуса R описан параллелограмм. Пло­
щадь четырёхугольника с вершинами в точках касания окружности 
и параллелограмма равна S. Найдите стороны параллелограмма.

4R3Ответ: —
Решение. В данный параллелограмм ABCD вписана окружность, 

поэтому ABCD —ромб. Пусть А — его острый угол. Четырёхугольник 
с вершинами в точках касания — прямоугольник с диагоналями, 
равными 2R. Обозначим угол между ними через а. Тогда

S = i-2.fi • 2Rsin а = 2R2 sin а,

S откуда sma= —.
Пусть К — проекция точки В на сторо­

ну AD. Тогда
_ ВК _ 2R 2R 4R3
— sin ZA — sina — — S'

2R2

11.33. В четырёхугольнике ABCD сторона АВ равна стороне ВС, 
диагональ АС равна стороне CD, а ZACB = ZACD. Радиусы окружно­
стей, вписанных в треугольники АСВ и ACD, относятся как 3 :4. Най­
дите отношение площадей этих треугольников.

Ответ: 9:14.
Решение. Обозначим ZACB = ZACD = а. Прямые АВ и CD парал­

лельны, так как ABAC = ZACB = ZACD, значит, ABCD — трапеция. 
Высоты треугольников АВС и ACD, проведённые из вершин соответ­
ственно С и А, равны, поэтому отношение площадей треугольников 
АВС и ACD равно отношению оснований АВ и CD трапеции.

Центры О и Q окружностей, вписанных в треугольники АВС и ACD 
соответственно, — точки пересечения биссектрис этих треугольни­
ков, поэтому ZACO = ZACQ.
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Пусть ОМ и QK — радиусы окружностей, проведённые в точки ка­
сания окружностей со стороной АС, N — середина основания AD рав­
нобедренного треугольника ACD.

Прямоугольные треугольники CKQ и СМО подобны по двум углам, 
• ал. л QK 4 СК 4причем коэффициент подобия равен значит, j.

Положим СК = 4х, СМ — Зх. Точка М — середина основания АС 
равнобедренного треугольника АВС, поэтому

CD = АС = 2СМ = 6х, АК = АС- СК = 6х - 4х = 2х, 
AN = АК = Зх, AD = 4х.

По теореме косинусов

AC2 + CD2-AD2 _ 36х2 + 36х2-16х2 7
соза- 2AC-CD ~ 2-6х-6х “ 9‘

Из прямоугольного треугольника ВМС находим, что

R _ _ СМ Зх 27х
cos « 7 7 ’

9

27хзначит, АВ = ВС = Следовательно,

„ 27 х
Злавс _ АВ _ у _ 9
^AACD CD 6х 14

11.34. Периметр треугольника АВС равен 8. В треугольник впи­
сана окружность, и к ней проведена касательная, параллельная сто­
роне АВ. Отрезок этой касательной, заключённый между сторонами 
АС и СВ, равен 1. Найдите сторону АВ.

Ответ: 2.
Решение. Обозначим точки пересечения касательной со сторона­

ми АС и СВ через М и N, а точки касания этих сторон с вписанной
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окружностью—через Р и Q. Тогда полупериметр 
треугольника CMN равен

СР = CQ = 4- АВ.
Из подобия треугольников CMN и САВ следует, 
что

MN 4-АВ 1 4-АВ
АВ ’ 4 ’ ИЛИ АВ 4

(отношение периметров подобных треугольни­
ков равно отношению соответствующих сторон).

А В Из этого уравнения находим, что АВ = 2.
11.35. Радиус вписанной в треугольник АВС окружности равен 

-/3 - 1. Угол ВАС равен 60°, а радиус окружности, касающейся сторо­
ны ВС и продолжений сторон АВ и АС, равен д/3 + 1. Найдите углы 
АВС и АС В.

Ответ: 30°, 90°.
Решение. Пусть О и О2—центры окружностей радиусов д/3 - 1 

и д/3 + 1 соответственно, Р и N — точки касания окружностей с пря­
мой АС, М — точка пересечения биссектрисы АОг угла А со сторо­
ной ВС. Тогда

ООг = АО, — АО = ZOjN - 2ОР = 4.
Опустим перпендикуляр OF на продолжение радиуса большей окруж­
ности, проведённого в точку касания с прямой ВС. Тогда

О-^г — v 3 — 1 + v3 +1 — 2v3, cos/-FO-yO — 0 0 — /| — 2 '

Следовательно,
ZFOiO = 30°, АВМА = 120°,

ZACB = АВМА - АМАС = 120° - 30° = 90°, ААВС = 30°.
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11.36. В параллелограмме ABCD острый угол BAD равен а. Пусть 
Оъ О2, О3, О,—центры окружностей, описанных около треугольни­
ков DAB, DAC, DBC, АВС соответственно. Найдите отношение площа­
ди четырёхугольника О3О2О3О4 к площади параллелограмма ABCD.

Ответ: ctg2 а.
Решение. Рассмотрим четырёхугольник, вершины которого — точ­

ки пересечения четырёх серединных перпендикуляров к сторонам 
данного параллелограмма. Это также параллелограмм, и его верши­
ны— это точки О4, О2, О3 и О4. Обозначим через О общий центр этих 
параллелограммов.

Пусть острый угол между диагоналями параллелограмма ABCD 
равен </>. Тогда острый угол между диагоналями параллелограмма 
OiO2O3O4 также равен (острые углы с соответственно перпендику­
лярными сторонами равны).

Рассмотрим окружность с центром О15 описанную около тре­
угольника ABD. Центральный угол BO3D вдвое больше вписанного 
угла BAD, поэтому

АВО О = ВО D = ABAD = а.

00,
Из прямоугольного треугольника В040 находим, что = ctg а. Ана-

002
логично находим, что -777 = ctg а. Следовательно,

^О1О2ОзО4 yOjOj • O2O4siny
$abcd у BD ■ AC sin ip.

OO. O2O4 OjO OO. ?
= ^7Г'~ = BO ’ AO = ctg a • Ctg a = Ctg «•
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11.37. Около треугольника АВС описана окружность. Медиана AD 
продолжена до пересечения с этой окружностью в точке Е. Известно, 
что АВ -I- AD = DE, ABAD = 60”, АЕ = 6. Найдите площадь треугольни­
ка АВС.

„ 9V3Ответ:
Решение. На продолжении отрезка ЕА за точку А отложим отре­

зок АВ, равный АВ. Тогда

BjD = B1A + AD = BA -I- AD = DE.

Следовательно, четырёхугольник B..BEC — параллелограмм. Тогда

ААВС = АВ}ЕС = ABBA = 30°, AADB = 90°,

поэтому АЕ — диаметр окружности,

ААВЕ = 90°, АС = АВ = А/-.' = 3.

Следовательно,

11.38. В четырёхугольник ABCD можно вписать и вокруг него мож­
но описать окружность. Диагонали этого четырёхугольника взаимно 
перпендикулярны. Найдите его площадь, если радиус описанной 
окружности равен R и АВ = 2ВС.

8 7Ответ: $R.
Решение. Обозначим ВС х, АВ = 2х, AD = y, CD = z. Поскольку 

в четырёхугольник можно вписать окружность, то суммы его проти­
воположных сторон равны, а так как диагонали четырёхугольника 
перпендикулярны, то равны и суммы квадратов его противополож-
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ных сторон. Тогда

х + у = 2х + z, 

х2 + у2 = 4x2+z2

х = у-z,

Зх2 = (y-z)(y + z)

x = y-z,

Зх2 = х (у +z)
X = y-z, 
Зх = у + z

у = 2х,
Z = X

(так как х 0). Поэтому ВС = DC и ВА = DA, т. е. точки А и С рав­
ноудалены от концов отрезка BD. Значит, прямая АС — серединный 
перпендикуляр к хорде BD описанной окружности четырёхугольни­
ка ABCD. Следовательно, АС—диаметр 
этой окружности, ААВС = AADC = 90°.

По теореме Пифагора

ВС2 + АВ2 = АС2, или х2 + 4х2 = 4R2,

9 4 9откуда х = -R. Следовательно,

■SABCD = ^хавс = 2' ^ВС - АВ = 2х2 = рРС.

11.39. Радиус окружности, описанной около остроугольного тре­
угольника АВС, равен 1. Известно, что на этой окружности лежит 
центр другой окружности, проходящей через вершины А, С и точку 
пересечения высот треугольника АВС. Найдите АС.

Ответ: V3. В___
Решение. Если Н — точка пересечения вы- / / \ 'Х 

сот треугольника АВС, то ААНС = 180° - / / \ \
— А АВ С. Тогда / Z, \

А АОС = cjAHC = 360°- 2 ААНС = 2 А АВС, \ /7 /
-4)х 4—

где О — центр второй окружности, а так как / \\. X/ \ 
ААОС + ААВС= 180°, то ЗААВС = 180°. Следо- Х\^ХХ 
вательно, ААВС = 60°. Тогда \ ° /

л/3 г- \ /АС = 2RsinAABC = 2-1-= V3.

11.40. Под каким углом видна из вершины прямого угла прямо­
угольного треугольника проекция вписанной окружности на гипоте­
нузу?

Ответ: 45°.
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Решение. Первый способ. Пусть О — центр окружности радиуса г, 
вписанной в прямоугольный треугольник ABC' Р, Q и Т — точки ка­
сания этой окружности соответственно с катетами АС, ВС и гипоте­
нузой АВ; MN — проекция окружности на гипотенузу.

Поскольку CPOQ — квадрат со стороной г, то ОС = rVX Аналогич­
но находим, что ОМ = ON = rV2. Значит, точки С, М и N лежат на 
окружности с центром О и радиусом гл/2.

Поскольку MON — центральный угол этой окружности, a MCN — 
вписанный, то

/MCN = ^/MON = . 90 45°.

Второй способ. Через точки М и N проведём касательные к окруж­
ности, не совпадающие с прямой АВ. Пусть X и Y — точки их касания 
с окружностью, a F и G — точки их пересечения с катетами АС и ВС 
соответственно. Тогда

CF = CP + PF = r + PF = r+PX = MX+FX = MF.
Значит, треугольник CFM равнобедренный. Аналогично CG = NG, 
т. е. треугольник CNG также равнобедренный.
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Проведём высоту СН треугольника АВС. Тогда MF || СН и NG || СН, 
поэтому

ZHCM = ZCMF = ZMCF, Z.HCN = ACNG = ZNCG.

Следовательно,

ZMCN = ZHCM + ZHCN = ^ZACB = | • 90° = 45°.

Задачи на доказательство и вычисление

11.41.1. Сторона ВС треугольника АВС равна 48. Около треуголь­
ника описана окружность радиуса 25. Известно, что радиус ОА делит 
сторону ВС на два равных отрезка.

а) Докажите, что треугольник АВС равнобедренный.
б) Найдите его боковые стороны.
Ответ: 30.
Решение, а) Пусть М— середина 

хорды ВС. Поскольку ВС = 48, то ВС — 
не диаметр окружности. Известно, что 
радиус окружности, проходящий через 
середину хорды, не являющейся диа­
метром, перпендикулярен этой хорде, 
значит, ОМ — высота равнобедренного 
треугольника ВОС. Высота AM тре­
угольника АВС является его медианой, 
поэтому треугольник АВС равнобед­
ренный.

б) Из прямоугольного треугольни­
ка ОМВ находим, что

ОМ = VOB2-BM2 = V252 - 242 = 7.

Поэтому AM = ОА- ОМ = 25 - 7 = 18. Следовательно,

АС = АВ = VBM2 + AM2 = v'242 + 182 = 30.

11.42.1. Дан треугольник со сторонами 25, 25 и 48.
а) Докажите, что он тупоугольный.
б) Найдите расстояние между центрами его вписанной и описан­

ной окружностей.
„ 575Ответ: -^-г.
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А Решение, а) Пусть АВ = АС = 25,
25.—ВС = 48 — стороны треугольника АВС.

~-------- ""'“с теореме косинусов

АВ2 + АС2-ВС2 252+ 252 — 482 2-252-482 п
C0SАВАС = 2АВ-АС = 2-25.25 = ' 2-25.25 < °'

Следовательно, ABAC > 90fe.
б) Пусть АН — высота равнобедренного треугольника АВС. Тогда 

Н — середина ВС, а так как АН — биссектриса треугольника, то 
центр От вписанной окружности лежит на отрезке АН. Поскольку тре­
угольник АВС тупоугольный с тупым углом при вершине А, центр О 
его описанной окружности и вершина А лежат по разные стороны от 
прямой ВС, причём точка О лежит на серединном перпендикуляре 
к стороне ВС, т. е. на прямой АН. Значит, 00! = ОА - О А

Из прямоугольного треугольника АНВ находим, что

АН = VAB2 -ВН2 = а/252 - 242 = 7, sin ААВС =

Пусть 0А = R — радиус описанной окружности треугольника АВС. По 
теореме синусов

АС 25 625
ОА- К - 2sin ААВС 2 _ А ■ 

25

Пусть S — площадь треугольника АВС, р — полупериметр, г = ОгН — 
радиус вписанной окружности. Тогда

Saabc = ^ВС-АН = |-48-7 = 24-7, р = 25 + 225 + 48 = 49, 

Г = ^ = ^ = Т’ O.A = AH-O1H = AH-r=7-y =
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Следовательно,

ллгл /лл л 625 25 575ОО1 = ОА-О1А = —-- = —.

11.43.1. Трапеция с основаниями 1 и 3 такова, что в неё можно 
вписать окружность и около неё можно описать окружность.

а) Докажите, что центр описанной около трапеции окружности 
расположен внутри трапеции.

б) Найдите площадь круга, описанного около трапеции.
_ 7лОтвет: — .
Решение, а) Пусть ABCD — трапеция с основаниями AD и ВС. По­

скольку около неё можно описать окружность, трапеция равнобедрен­
ная, AB = CD. Поскольку в неё можно вписать окружность, суммы её 

1 + 3 противоположных сторон равны, поэтому АВ = CD = — = 2.

Пусть СН — высота трапеции. Тогда DH = =
АН = 3-1 = 2. Обозначим AADC = а. В прямоугольном треугольни­
ке CHD катет DH равен половине гипотенузы CD, значит, AADC = 
= AHDC = 60Q, а СН = /3.

Из прямоугольного треугольника АСН находим, что

АС = VAH2 + СН2 = /4 + 3 = /7.

По теореме косинусов

, . _ АС2 + СД2-АД2 _ 7 + 4-9 _ п
cos/АСД 2AC-CD 2-/7-2>0’

значит, AACD < 90°. Этот угол наибольший в треугольнике ACD, 
так как он лежит против наибольшей стороны АД. Поэтому тре­
угольник АСД остроугольный. Центр окружности, описанной око­
ло остроугольного треугольника АСД, лежит внутри треугольника, 
следовательно, центр той же окружности, описанной около трапе­
ции ABCD, лежит внутри трапеции.
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б) Пусть радиус этой окружности равен R. По теореме синусов

R = АС = АС = — = Я
2sinAADC 2sin60° 9 V 3’

2 2

Следовательно, площадь круга равна ,тЯ2 = 4р.

11.44.1. В параллелограмме ABCD с углом А, равным 60°, проведе­
на биссектриса угла В, пересекающая сторону CD в точке М.

а) Докажите, что треугольник ВСМ равносторонний.
б) В треугольник ВСМ вписана окружность радиуса л/7. Другая 

окружность вписана в трапецию ABMD. Найдите расстояние между 
центрами этих окружностей.

Ответ: 7.
Решение, а) Луч ВМ — биссектриса угла АВС, поэтому

ZBMC = ААВМ = АМВС,

значит, треугольник ВМС равнобедренный, а так как АВСМ = ABAD = 
= 60°, то равнобедренный треугольник ВСМ — равносторонний.

б) Пусть О- и О2 — центры окружностей, вписанных соответствен­
но в треугольник ВСМ и в трапецию ABMD, а радиус первой окруж­
ности равен г. Тогда ОгМ = 2г.

Треугольник О2МО2 прямоугольный, поскольку АО1МО2 = 90° как 
угол между биссектрисами смежных углов. Треугольник ВО2М также 
прямоугольный, так как АВО2М = 90° как угол между биссектрисами 
внутренних односторонних углов АВМ и BMD при параллельных пря­
мых АВ и CD и секущей ВМ.

Пусть МН — высота равностороннего треугольника ВСМ. Тогда 
ВНМО2 — прямоугольник, значит,

О2М = ВН = МН ctg 60° = Зг • = г V3.

Следовательно,

От О2 = v/O1M2 + O2M2 = л/4г2 + Зг2 = гу7 = v7- V? = 7.
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11.45.1. Длины сторон АВ, AD, ВС и CD выпуклого четырёхуголь­
ника ABCD в указанном порядке образуют арифметическую прогрес­
сию.

а) Докажите, что в этот четырёхугольник можно вписать окруж­
ность.

б) Найдите радиус этой окружности, если АВ = 6, AD = 8, ВС = 10, 
CD = 12 и BD = BC.

Ответ: 4.
Решение, а) Пусть АВ = a, AD = a + d,BC = a + 2d, CD а • 3d. Тогда 

АВ 4- CD — и + а + 3d = 2а -Т 3d и AD А ВС —а 4- d 4-<т — 2d — 2а 4-3d. Зна­
чит, АВ + CD = AD +ВС. Суммы противоположных сторон выпуклого 
четырёхугольника ABCD равны, следовательно, в него можно вписать 
окружность.

б) Из пункта а) следует, что в данный четырёхугольник можно впи­
сать окружность.

Треугольник ABD прямоугольный с прямым углом при вершине А, 
так как АВ2 + AD2 = 36 4-64= 100 = ВО2. Треугольник BCD равнобед­
ренный, его высота ВН является медианой, поэтому

DH=~CD=6 = AB, ВН = VBC2 - СН2 = л/100 -36 = 8 = AD.

Противоположные стороны четырёхугольника ABHD попарно равны, 
значит, это параллелограмм, а так как /BAD = 90°, это прямоуголь­
ник. Поскольку АВ || CD, данный четырёхугольник ABCD—прямо­
угольная трапеция. Диаметр вписанной в неё окружности равен 
меньшей боковой стороне AD. Следовательно, радиус этой окруж­
ности равен AD = 4.

11.46.1. В треугольник АВС вписана окружность радиуса R, касаю­
щаяся стороны АС в точке D, причём AD = R.

а) Докажите, что треугольник АВС прямоугольный.
б) Вписанная окружность касается сторон АВ и ВС в точках Е и F. 

Найдите площадь треугольника ВЕР, если R = 5 и CD = 15.
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Ответ: 40.
Решение, а) Пусть О — центр вписанной окружности треуголь­

ника АВС. Центр окружности, вписанной в угол, лежит на его бис­
сектрисе, значит, АО — биссектриса угла ВАС. Треугольник AOD 
прямоугольный и равнобедренный, поэтому AOAD = 45". Следова­
тельно, ABAC = 90°.

б) Обозначим BF = х. По теореме о равенстве отрезков каса­
тельных, проведённых к окружности из одной точки, АЕ = AD = 5, 
CF = CD = 15 и BE = BF = х. По теореме Пифагора ВС2 = АС2 + АВ2, 
или (15+ х)2 = 202 + (5+х)2. Из этого уравнения находим, что х 10. 
Тогда

ОС ■ /ЛПГ АС 20 4ВС = 25, smZABC = -?—? = т— =
EJVj AjCD -D

Следовательно,
1 14

SxBEF = FBE • BF sinZABC = | ■ 10 • 10 ■ | = 40.

11.47.1. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD co сторонами AB = 
= 3, ВС CD S, AD = 8 и диагональю AC = 7.

а) Докажите, что около него можно описать окружность.
б) Найдите диагональ BD.
„ 55Ответ: —.
Решение, а) По теореме косинусов

АВ2+ВС2-АС2 9 + 25-49 1
C0S/А1;<: = --- 2 АВ-ВС = 2-3-5 = 2'

AD2+DC2-AC2 64 + 25-49 1
cosZADt 2AD-DC 2-8-5 ' 2’

значит, ZABC = 120° и ZABC = 60°. Сумма противоположных углов 
четырёхугольника равна 120° + 60® = 180% следовательно, около него 
можно описать окружность.
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б) Обозначим ABCD = а. Тогда по свойству вписанного четырёх­
угольника ABAD = 180° - а. По теореме косинусов

BD2 = ВС2 + CD2 — 2ВС ■ CD cos а = 25 + 25 — 2 • 5 • 5 • cos а = 50 — 50 cos а, 
BD2 = АВ2 + AD2 - 2АВ ■ AD cos(180°-a) =

= 9 +64+ 2- 3- 8- cos a = 73 + 48 cos a.

Из равенства 50 - 50 cos a = 73 + 48 cos а находим, что cosa = -^g. 
Следовательно,

,______________ j To" с ,__________ c c; tr
BD = V50-50cosa = J 50 + 50 • = |V98 + 23 = ^ ■ 11 =

V yo / / /

11.48.1. Сторона AC треугольника ABC больше стороны AB. Впи­
санная в треугольник окружность касается стороны ВС в точке М, 
а вневписанная — в точке N.

а) Докажите, что MN = АС - АВ.
б) Найдите расстояние между центрами окружностей, если сумма 

их радиусов равна 24, а MN = 10.
Ответ: 26.
Решение, а) Пусть ВС = а, АС = Ь, АВ = с, р - - - - — полупери­

метр треугольника, а вневписанная окружность касается продолже­
ний сторон АВ и АС в точках К и L соответственно. Тогда

CN = CL, BN = ВК, AL = АК,
2р= АС + CN + BN + АВ = АС + CL + В К + АВ = AL+AK = 2AL, 

поэтому

.т a + b + c , а + с-ЬAL = АК = р =----2---- > CN = CL = AL—AC = р-Ъ =---- ----- •
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Аналогично докажем, что ВМ = р -Ь = Следовательно,

MN = В С - CN - ВМ = а - а -I- с — Ъ
2 “

= а — (а + с — Ь) = Ъ — с = АС — АВ

б) Пусть О — центр вписанной окружности треугольника АВС, 
О,—центр вневписанной окружности, касающейся стороны ВС. 
Радиусы ОМ и OXN этих окружностей параллельны, так как они 
перпендикулярны одной и той же прямой ВС.

Пусть Н — основание перпендикуляра, опущенного из точки Ох на 
прямую ОМ. Тогда MNO-H — прямоугольник, поэтому

HO=MN = 10, HM = OXN, ОН = ОМ + НМ = OM + O^N = 24.

Из прямоугольного треугольника ОНО находим, что

ООг = ...JHOI + ОН2 = У102 + 242 = 26.

11.49.1. Окружность, построенная на медиане ВМ равнобедренно­
го треугольника АВС как на диаметре, пересекает основание ВС в точ­
ке К.

а) Докажите, что отрезок ВК втрое больше отрезка СК.
б) Пусть указанная окружность пересекает сторону АВ в точке N. 

Найдите АВ, если В К = 18 и BN = 17.
Ответ: 18.
Решение, а) Пусть АН — высота треугольника АВС. Точка К ле­

жит на окружности с диаметром ВМ, поэтому Z.BKM = 90°, значит, 
МК || АН, а так как М — середина АС, то МК — средняя линия тре­
угольника АНС. Тогда К — середина СН, следовательно,

ск = ^сн = | • |вс = |вс, ВК = ЗСК.
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б) Положим AB = AC = 2x, ABAC = а. Тогда AM = x, AN = 2x - 17.
Из прямоугольного треугольника AMN находим, что

AN 2х-17
C0S “ “ AM ~ x ’

а так как BC = BK + СК = 18 + 6 = 24, то по теореме косинусов

АВ2 + АС2 -ВС2 4х2 + 4х2-242 х2 - 72
соза- 2АВ-АС “ 2-2х-2х ~ х2 '

х2 — 72 2х —17Из уравнения -—- = • находим, что х = 8 или х = 9.
В первом случае AN = 2х - 17 = -1, что противоречит условию 

(точка N должна лежать на отрезке АВ}. Второе решение удовлетво­
ряет условию задачи. Следовательно, АВ — 2х= 18.

11.50.1. Диагонали АС и BD выпуклого четырёхугольника ABCD 
перпендикулярны.

а) Докажите, что АВ2 + CD2 = ВС2 + AD2.
б) Известно, что в этот четырёхугольник можно вписать окруж­

ность. Найдите её радиус, если ВС = 8, CD = 12, ABAD = 150°.
Ответ: 2,4.
Решение, а) Пусть Р — точка пересечения диа­

гоналей четырёхугольника ABCD. По теореме Пи­
фагора из прямоугольных треугольников АРВ, 
ВРС, CPD и APD находим, что

АВ2 = РА2 + РВ2, ВС2 = РВ2 -I- PC2,

CD2 = PC2+PD2, AD2 = PD2+PA2.

Следовательно,

АВ2 + CD2 = {РА2 + РВ2} + {PC2 + PD2} =

= {РВ2+РС2} + {PD2+PA2} ■ bc2+ad2.
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б) Обозначим АВ = х и AD = у. Поскольку четырёхугольник опи­
санный, то х + 12 = у + 8, откуда у - х = 4. Диагонали четырёх­
угольника перпендикулярны, поэтому х2 + 144 = у2 + 64, значит, 
у2 - х2 = 80, а так как х - у — 4, то х + у = 20. Из системы

Г у - х = 4,
' у + х = 20

находим, что х = 8, у = 12.

Таким образом, четырёхугольник ABCD разбивается диагона­
лью BD на два равных треугольника. Тогда

Sabcd = 2sxaBD = 2 • | АВ • AD sin 150° = 8 • 12 - | = 48.

В то же время площадь описанного четырёхугольника равна произве­
дению его полупериметра на радиус г вписанной окружности, следо­
вательно,

_ sabcd _ 48 „ -
AB + AD 8 + 12 '

11.51.1. Стороны треугольника относятся как 2:3:3.
а) Докажите, что точки касания вписанной и вневписанной окруж­

ностей треугольника делят его большую сторону на три равных от­
резка.

б) Найдите отношение радиусов этих окружностей.
Ответ: 1:4.
Решение, а) Пусть АВ = АС = За, ВС = 2а — стороны треугольни­

ка АВС, р = j (2а + За + За) = 4а — его полупериметр, М и N — точки 

касания соответственно вписанной и вневписанной окружностей со 
стороной АВ, К — точка касания вневписанной окружности с продол­
жением стороны АС, Н — точка касания вписанной окружности со 
стороной ВС. Поскольку треугольник равнобедренный, Н — середина 
основания ВС.

Тогда

ВМ = ВН = а, AN = АК = СК-АС = р- За = 4а - За = а, 
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значит,
MN = АВ - ВМ - AN = За - а - а = а.

Следовательно, BM=MN=AN.

б) Пусть О и O L—центры соответственно вписанной и вневпи­
санной окружностей треугольника АВС, г и R — их радиусы, L — точ­
ка касания вневписанной окружности с продолжением основания ВС. 
Тогда

AAHL = ZHLOi = 90°,

а так как центр окружности, вписанной в угол, лежит на его биссек­
трисе, то АОг и АН — биссектрисы смежных углов, значит, АН АО = 
= 90°. Тогда АН 1.0 — прямоугольник, поэтому АН = O1L=R.

По свойству биссектрисы треугольника
ОН ВН а 1
ОА ~ ВА ~ За ~ 3'

Следовательно,
г ОН ОН 1
R : АН ОН + ОА ~ 4'

11.52.1. К окружности, вписанной в квадрат ABCD, проведена ка­
сательная, пересекающая стороны АВ и AD в точках М и N соответ­
ственно.

а) Докажите, что периметр треугольника AMN равен стороне ква­
драта.

б) Прямая MN пересекает прямую CD в точке Р. В каком отно­
шении делит сторону ВС прямая, проходящая через точку Р и центр 
окружности, если AM : МВ = 1:3?

Ответ: 1:3.
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Решение, а) Пусть окружность, вписанная в квадрат, касается его 
стороны АВ в точке М15 стороны AD — в точке ЛТ-,, а прямой MN— 
в точке Т. Тогда

ММг = МТ, NN1 = NT,

AM -I- MN + AN = AM- MT -I- NT + AN =
= (AM + MMJ + (Wj + AN) = ^AB + | AD = AB.

б) Положим AB = 4a. Тогда радиус окружности равен 2а, AM = 
= ^АВ = а.

Пусть О — центр окружности. Тогда

МТ = ММг = АМг—АМ = 2а — а = а.

Треугольник РОМ прямоугольный, поскольку АМОР = 90° как угол 
между биссектрисами внутренних односторонних углов при парал­
лельных прямых АВ, PC и секущей МР. Пусть К — точка касания 
окружности со стороной CD, Н — точка пересечения прямой РО со 
стороной ВС. Обозначим АМОТ = а. Тогда

АОРК = АОРМ = АМОТ = a, tga= ±
’ ° ОТ 2а 2 ’

PK = OKttga = 2a-2 = 4а, СР = РК + КС = 4а + 2а = 6а, 

значит,

СН = CPtga 6а-| = За, ВН = ВС-СН = 4а-За = а.

Следовательно,
ВН а 1
СН ~ За ~ 3 ’
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Подготовительные задачи

12.1. Точка М внутри окружности делит хор­
ду этой окружности на отрезки, равные а и Ъ. 
Через точку М проведена хорда АВ, делящаяся 
точкой М пополам. Найдите АВ.

Ответ: 2Vab.
Решение. Обозначим АМ = ВМ = х. По тео­

реме об отрезках пересекающихся хорд х2 = ab, 
откуда х = Vab. Следовательно, АВ = 2х = 
— 2-jab.

АВК

12.2. Диагонали вписанного четырёхугольника ABCD пересекают­
ся в точке К. Известно, что АВ = а, В К = Ь, АК = с, CD = d. Найдите АС.

_ ac + bd Ответ: — —.а
Решение. Из подобия треугольников 

и DCK (по двум углам) следует, что 
АВ ВК 
CD ~ СК'

Поэтому
ск - сп ■ — - —СК CD АВ а

Следовательно,

АС = АК+КС = с + — = —а а

12.3. Из точки, расположенной вне окружности на расстоянии /7 
от центра, проведена секущая, внутренняя часть которой вдвое мень­
ше внешней и равна радиусу окружности. Найдите радиус окружно­
сти.

Ответ: 1.
Решение. Пусть секущая, проведённая из точки М, пересекает 

окружность с центром О в точках В и С (В лежит между С и М), 
а прямая МО пересекает окружность в точках А и D (А лежит между 
М и О). Тогда МВ ■ МС = МА - MD (оба произведения равны квадрату 
касательной, проведённой к окружности из точки М).

Обозначим через г радиус окружности. Тогда
ВС = г, ВМ = 2г, МС = Зг, МА = МО-ОА= V7-r,

MD = MO + OD = V7 + r,
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значит, 2г - 3г = (77 г)(77 : г). Из этого уравнения находим, что 
г= 1.

12.4. Через точку М проведены две прямые. Одна из них касается 
некоторой окружности в точке А, а вторая пересекает эту окружность 
в точках В и С, причём ВС = 7 и ВМ = 9. Найдите AM.

Ответ: 12 или Зл/2.
Решение. Пусть точка В лежит между точками М и С (см. рисунок 

слева). По теореме о касательной и секущей

AM2 = МС-МВ = (9 + 7)9 = 16-9 = 122.

Следовательно, AM = 12.

Если точка С лежит между точками В и М (см. рисунок справа), то 
аналогично получим, что AM = 3-/2.

12.5. Из точки А проведены два луча, пересекающие данную 
окружность: один — в точках В и С, другой — в точках D и Е. Из­
вестно, что АВ = 7, ВС = 7, AD = 10. Найдите DE.

/л 1Ответ: -.
Решение.' Ясно, что точка В расположена между точками А и С. 

Предположим, что точка D расположена между точками А и Е (см. ри-
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сунок слева). Тогда по следствию из теоремы о касательной и секущей 
АВ-АС = AD-AE, или 14-7 = 10(10 + £)Е).

Отсюда находим, что DE = что невозможно. Поэтому точка Е рас­
положена между А и D (см. рисунок справа). Тогда

AB-AC = AD-AE, или 14-7 = 10(10-DE).
Отсюда находим, что DE = |.

12.6. Точка М удалена от центра окружности радиуса R на рассто­
яние d. Прямая, проходящая через точку М, пересекает окружность 
в точках А и В. Найдите произведение AM -ВМ.

Ответ: |Р2 — d2|.
Решение. Рассмотрим случай, когда точка М лежит внутри окруж­

ности (см. рисунок слева). Пусть О — центр окружности, R — ради­
ус, PQ — диаметр, проходящий через точку М (М между О и Р). По 
теореме о произведениях отрезков пересекающихся хорд для любой 
хорды АВ, проходящей через точку М,
АМ-ВМ = PM-QM = (OP-OM)(OQ + OM) = (P-d)(P + d) = P2-d2.

Если же точка М лежит вне окружности (см. рисунок справа), то 
аналогично получим, что AM -ВМ = d 2- R2.

12.7. В квадрат ABCD со стороной а вписана окружность, которая 
касается стороны CD в точке Е. Найдите хорду, соединяющую точки, 
в которых окружность пересекается с прямой АЕ.
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Ответ: —=.
Vs

Решение. Пусть РЕ — искомая хорда, М —точка касания окружно­
сти со стороной AD. Тогда

АЕ = VAD2 + DE2 = у а2 + AM = |.

По теореме о касательной и секущей

, л г. л а2 а-/5 ( aVS „„АAM2 = АЕ ■ АР, или — = I —---- РЕ \.

Из этого уравнения находим, что РЕ = -Ф.

12.8. В прямоугольном треугольнике АВС угол А прямой, катет АВ 
равен а, радиус вписанной окружности равен г. Вписанная окруж­
ность касается катета АС в точке D. Найдите хорду, соединяющую 
точки пересечения окружности с прямой BD.

~ 2агОтвет: —------- .
у г2 +а2

Решение. Пусть О — центр вписанной окружности треугольни­
ка АВС, Е — отличная от D точка пересечения прямой BD с этой 
окружностью, Р— точка касания окружности с катетом АВ. Обозна­
чим DE = x.

Четырёхугольник AFOD — квадрат со стороной г, поэтому AF = 
= OD = г и AD = OF = г. По теореме Пифагора

BD = V АВ2 + AD2 = Va2+r2.

По теореме о касательной и секущей
BD • BE = BF2, или

л/а2 + г2 (Va2 + г2 — х) = (а —г)2.

Из этого уравнения находим, что х = 
2аг

-\/г2 -Ьа2
12.9. На боковой стороне равнобедренного треугольника как на 

диаметре построена окружность, делящая вторую боковую сторону на 
отрезки, равные а и Ъ. Найдите основание треугольника.

Ответ: y2a(a + b) или i/2b(a + b).
Решение. Первый способ. Пусть окружность, построенная как на 

диаметре на боковой стороне АВ равнобедренного треугольника АВС, 
пересекает боковую сторону АС в точке К, причём СК = а, АК = Ъ. 
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Тогда КАКВ = 90°. Из прямоугольного треугольника АКВ по теореме 
Пифагоргт находим, что

ВК = V АВ2 — АК2 = ^(а + ЬУ-Ь2 = Уа(2Ь+а),

а из прямоугольного треугольника В КС — что

ВС = VBK2 + СК2 = ^a(2b + a)+a2 = \Jla{a + b\

Если СК = Ь, АК = а, то аналогично получим, что ВС = у 2b(a + Ь).
Второй способ. Пусть окружность, построенная как на диаметре на 

боковой стороне АВ равнобедренного треугольника АВС, пересекает 
боковую сторону АС в точке К, а основание ВС — в точке М, причём 
СК = а, АК = Ь. Тогда /АМВ = 90°, т. е. АМ — высота равнобедренного
треугольника, проведённая к основанию. Зна­
чит, М — середина ВС.

Из точки С к окружности проведены две се­
кущие, поэтому

СМ-СВ = СК-СА, или |св2 = а(а + Ъ),

откуда СВ = у 2a (а + Ь).
Если СК = Ь, АК = а, то аналогично получим, 

что ВС = У2Ь(а + Ь).

МВ = 1, СМ = 2. Найдите
12.10. В окружности с центром О проведены хорды АВ и CD, пе­

ресекающиеся в точке М, причём АМ = 4, 
угол ОМС.

Ответ: 90°.
Решение. Из равенства АМ ■ МВ =

= СМ ■ MD следует, что

АМ-МВ = ±1
СМ 2

т. е. М — середина хорды CD. Поскольку 
диаметр, проходящий через середину хор­
ды, не являющейся диаметром, перпендикулярен этой хорде, то 
ЛОМС = 90°.

Тренировочные задачи

12.11. В окружность вписан четырёхугольник ABCD, причём АВ яв­
ляется диаметром окружности. Диагонали АС и BD пересекаются
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3
в точке М. Известно, что ВС = 3, СМ = а площадь треугольника АВС 
втрое больше площади треугольника ACD. Найдите AM.

~ 17Ответ: —.
Решение. Пусть DK — высота треугольника ADC. Поскольку впи­

санный угол АСВ опирается на диаметр АВ, то ААСВ = 90°. Поэто­
му DK параллельно ВС, а так как площадь треугольника ADC в три 
раза меньше площади треугольника АВС, то его высота DK втрое 
меньше высоты ВС треугольника АВС. Следовательно, треуголь­
ник DKM подобен треугольнику ВСМ с коэффициентом Имеем

ВМ = VBC'2+CM2 = DM = ±ВМ ■ ■ —.

Поскольку AM ■ МС = DM ■ МВ, то
DM- MB 17

' MC 4 •

12.12. Через вершины В и С треугольника АВС проведена окруж­
ность, которая пересекает сторону АВ в точке К, а сторону АС — 
в точке Е. Найдите АЕ, зная, что АК = КВ = а, /ВСК = а, /СВЕ = /3.

Ответ: т—-— ( у sin2 6+8 sin2 а - sin В |.2sina Vv ' 'J
Решение. Обозначим через R радиус данной окружности. Треуголь­

ник ВСК вписан в окружность, поэтому R = 2s°na- Треугольник ВСЕ

или

также вписан в эту окружность, поэтому

СЕ = 2R sin /3 =
asin/3
sin a ’

а так как АС ■ АЕ = АВ ■ АК, то

АЕ +
а sin /3 
sin a АЕ = 2а2,

, a sin 13 ■ АЕ „ , 
АЕ2 +---- 4------ --  2а2 = 0.sin а
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Отсюда находим, что

АЕ = — (\/sin2 /3+8 sin2 а - sin б").
2sma к 'J

12,13. Окружность, построенная на стороне АС треугольника АВС 
как на диаметре, проходит через середину стороны ВС и пересекает 

2 
в точке D продолжение стороны АВ за точку А, причём AD = 3 АВ. 
Найдите площадь треугольника АВС, если АС = 1.

ГУОтвет: о
Решение. Пусть М— середина ВС. Диаметр АС виден из точки М 

под прямым углом, значит, AM — высота и медиана треугольни­
ка АВС, поэтому этот треугольник равнобедренный, АВ = АС = 1. 
Тогда

2 2 2 5
ав> = |ав = |, BD = 1 + | = |,

а так как ВС-ВМ =BA-BD, то 2ВМ2 = |, ВМ = \/ Поэтому

AM =

Следовательно,

12.14. Каждая из боковых сторон АВ и ВС равнобедренного тре­
угольника АВС разделена на три равные части, и через четыре точки 
деления на этих сторонах проведена окружность, высекающая на ос­
новании АС хорду DE. Найдите отношение площадей треугольников 
АВС и BDE, если АВ = ВС = 3 и АС - -4.

Ответ:
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Решение. Поскольку треугольник АВС равнобедренный, то AD = 
ЕС. Обозначим DE = x. Тогда

CD =

Из точки С к указанной окружности проведены две секущие. Про­
изведение всей секущей на её внешнюю 

В часть для данной точки и данной окружно-
СТИ ПОСТОЯННО, ПОЭТОМУ

X/ \Ч CE-CD = 2, или , = 2.

f\/__________ \1 X Отсюда находим, что х = 2j2. Следователь-
А А ~ С НО,

/ $лавс _ АС _ 4 _ /х
$ABDE DE 2^2

12.15. Окружность, диаметр которой равен ‘/10, проходит через 
соседние вершины А и В прямоугольника ABCD. Длина касательной, 
проведённой из точки С к окружности, равна 3, АВ = 1. Найдите сто­
рону ВС.

Ответ'. |(д/5 г:1).
Решение. Заметим, что вершина С расположена вне окружности. 

Пусть СК — указанная касательная (К — точка касания). Если окруж­
ность не имеет общих точек с данным прямоугольником, кроме то­
чек А и В, то, продолжив отрезок СВ до пересечения с окружностью 
в точке Р, получим прямоугольный треугольник АВР, гипотенуза АР 
которого — диаметр окружности. Поэтому

bp = Jap2-ab2 = vio-1 = з.
По теореме о касательной и секущей

ВСЧВС + ВР) = СК2, или ВС(ВС + 3) = 9.

Отсюда находим, что
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Если же окружность пересекает прямоугольник ещё в точках, от­
личных от А и В, то соответствующее уравнение имеет вид

ВС(ВС-З) = 9.

Его корень —

12.16. Окружность проходит через соседние вершины М и N пря­
моугольника MNPQ. Длина касательной, проведённой из точки Q 
к окружности, равна 1, PQ = 2. Найдите площадь прямоугольни­
ка MNPQ, если диаметр окружности равен /5.

Ответ: а/5 ±1.
Решение. Пусть прямая MQ вторично пересекает окружность в точ­

ке К. Тогда ANMK = 90°, поэтому NK — диаметр окружности, NK = ОБ. 
По теореме Пифагора

МК = VNK2-MN2 = -./5^4 = 1.

Пусть прямая, проведённая через вершину Q, касается окружно­
сти в точке А. По теореме о касательной и секущей QM ■ QK = QA2. 
Обозначим QM = х.
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Если точка К лежит на продолжении стороны QM (см. рисунок 
У5 _ 1

слева), то х(х +1) = 1, откуда х = —?—-. Следовательно,

SMNPQ = QM-PQ = ^2^-2 = V5- 1.

Если же точка К лежит на отрезке QM (см. рисунок справа), то 
х(х— 1) = 1, откуда х = 1. Следовательно,

Sm.m>q = 'W-PQ = ^^-2 = 75 + 1.

12.17. Точки А, В, С, D — последовательные вершины прямоуголь­
ника. Окружность проходит через вершины А и В и касается сторо­
ны CD. Через вершину D проведена прямая, которая касается той же 
окружности в точке Е, а затем пересекает продолжение стороны АВ 
в точке К. Найдите площадь трапеции BCDK, если известно, что

АВ= 10 и КЕ:КА = 3:2.
Ответ: 210.
Решение. Пусть М — середина CD. Тогда 

DE = DM = 5. Положим АК = 2х, КЕ = Зх. 
По теореме о касательной и секущей

КЕ2 = ВК ■ АК, или 9х2 = (10 + 2х)2х.

Из этого уравнения находим, что х = 4. По­
этому

АК = 8, ВК = 18, КЕ = 12, KD = KE + ED = 12 + 5 = 17.

По теореме Пифагора из треугольника KAD находим, что

AD = s/KD2—AK2 = V172 —82 = У225 = 15.

Следовательно,

sbcdk = ^BK + CD)-AD = | (18 + 10) -15 = 210.

12.18. Найдите радиус окружности, которая высекает на обеих сто­
ронах угла, равного а, хорды, равные а, если известно, что расстояние 
между ближайшими концами этих хорд равно Ъ.

Ответ:
A/a2 + b«+2absin2

2cos 2
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Решение. Пусть М— вершина дан­
ного угла, АВ и CD — данные хорды, 
АС = b, АВ = CD = a, R — радиус окруж­
ности.

Поскольку МА ■ МВ = MD ■ МС и 
АВ = CD, то МА = МС. Поэтому тре­
угольник АМС равнобедренный. Сле­
довательно,

ABAC = 180° - А МАС = 90° +1.

По теореме косинусов

ВС2 = АВ2 + АС2 - 2АВ ■ AC cos f 90° + = а2 + Ъ2 + 2аЪ sin |,

y/a2+b2 + 2ab sin J 
2sin(90° + f) ” 2 cos а

12.19. Сторона квадрата ABCD равна 1 и является хордой некото­
рой окружности, причём остальные стороны квадрата лежат вне этой 
окружности. Касательная СК, проведённая из вершины С к этой же 
окружности, равна 2. Найдите диаметр окружности.

Ответ: 710.
Решение. Пусть AD —хорда окружности, луч CD пересекает окруж­

ность в точке М, отличной от D. Тогда СМ ■ CD = СК2. Отсюда находим, 
что DM = 3.

Поскольку AADM = 90", то AM—диаметр окружности. Следова­
тельно,

AM2 = AD2+DM2 = 1+9 = 10, AM = VlO.

12.20. В прямоугольном треугольнике АВС с катетами АВ = 3 
и ВС = 4 через середины сторон АВ и АС проведена окружность, каса­
ющаяся катета ВС. Найдите длину отрезка гипотенузы АС, который 
лежит внутри этой окружности.

„ 11Ответ: -г-.
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Решение. Пусть М и N — середины АС и АВ соответственно, К — 
точка касания. Тогда MN— средняя линия треугольника АВС; диа­

метр окружности, проходящий через точку каса­
ния К, перпендикулярен ВС, а значит, и MN. По­
этому

MN = ±ВС = 2,

СК = СВ - КВ = СВ —TzMN = 4-1 = 3.
Пусть Т — вторая точка пересечения окружности 
с гипотенузой АС. Тогда

СТ • СМ = СК2, или f | + МТ j | = 9.

Отсюда находим, что МТ =
12.21. В треугольнике АВС сторона ВС равна 4, а медиана, про­

ведённая к этой стороне, равна 3. Найдите длину общей хорды двух 
окружностей, каждая из которых проходит через точку А и касает­
ся ВС, причём одна касается ВС в точке В, а вторая — в точке С.

Ответ: у.
Решение. Пусть D—вторая точка пересечения указанных окруж­

ностей, а прямая AD пересекает ВС в точке М. Тогда по теореме о ка­
сательной и секущей

MB2 --MA-MD = МС2,
поэтому МВ = МС, т. е. АМ — медиана треугольника АВС, АМ = 3. Из 
уравнения

МА (МА -AD) = МВ2, или 3 (3 - AD) = 4,

12.22. Окружность, проходящая через вершины В, С и D паралле­
лограмма ABCD, касается прямой AD и пересекает прямую АВ в точ­
ках В и Е. Найдите длину отрезка АЕ, если AD = 4 и СЕ = 5.

„ 16Ответ: -=■.
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Решение. Пусть точка Е лежит между 
точками А и В. Трапеция BCDE вписана 
в окружность, поэтому она равнобедренная. 
Значит, BD = СЕ = 5. Хорда ВС параллель­
на касательной AD, поэтому треугольник 
BDC равнобедренный (прямая, проходящая 
через точку D перпендикулярно касатель­
ной AD, проходит через центр окружности, 
перпендикулярна хорде ВС и делит её попо­
лам). Следовательно, AB = CD = BD = CE = 5, и по теореме о

ной и секущей А!)2 = АВ ■ АЕ, откуда АЕ — 16
5 ’

Если точка не лежит между точками А и В, то задача

касатель­

но имеет
решений (в этом случае, рассуждая аналогично первому случаю, по­
лучим, что АЕ = < 5, что невозможно).

12.23. Из точки А, находящейся на расстоянии 5 от центра окруж­
ности радиуса 3, проведены две секущие АКС и ALB, угол между кото­
рыми равен 30° (К, С, L, В — точки пересечения секущих с окружно­
стью). Найдите площадь треугольника AKL, если площадь треуголь­
ника АВС равна 10.

8Ответ:
Решение. Проведём из точки А касательную к данной окружности. 

Пусть М — точка касания, О — центр окружности.
Из прямоугольного треугольника 

ОМА находим, что

AM2 = АО2 - ОМ2 = 25 - 9 = 16.

Тогда а

АК-АС = AL-AB = AM2 = 16.

Поэтому

S&AKL = ■ AL sin 30° = | АК • AL = |
2 4 4 АС

64 _ 16 _ _____ 1
” AC-AB ~ 1-АС-АВ ~ ±АС-А

12.24. На прямой расположены точки А, В, С и D, следующие друг 
за другом в указанном порядке. Известно, что ВС = 3, АВ = 2CD. Через 
точки А и С проведена некоторая окружность, а через точки В и D — 
другая. Их общая хорда пересекает отрезок ВС в точке К. Найдите ВК.
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Ответ: 2.
Решение. Пусть CD = a, АВ = 2а. Обозначим ВК х. Тогда

КС = 3 — х, KD = DC + KC = а + 3-х, АК = АВ + ВК = 2а + х.

Пусть MN — общая хорда указанных окружностей. Тогда АК ■ КС = 
= MK-NK = BK- KD, поэтому АК • КС = ВК • KD, или (2а + х) (3 - х) = 
= х (а + 3 - х). Из этого уравнения находим, что х = 2.

12.25. В равнобедренном треугольнике АВС (ABAC') проведены 
биссектрисы AD, BE, CF. Найдите ВС, если известно, что АС = 1, а вер­
шина А лежит на окружности, проходящей через точки D, Е и F.

п Л7-1Ответ: —у—■
Решение. Пусть ВС = х. По свойству биссектрисы треугольника 

СЕ ВС х _ 1 х— = — = у. Отсюда находим, что СЕ = х• АЕ = х• ууу = у

Поскольку CD2 = СЕ ■ АС, то

17-1

Из этого уравнения находим, что

х = 2
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12.26. Окружность касается сторон АВ и AD прямоугольника ABCD 
и проходит через вершину С. Сторону DC она пересекает в точке N.
Найдите площадь трапеции ABND, если АВ = 9 и AD = 8.

Ответ: 40.
Решение. Обозначим DN = х. Пусть 

Р и Q — точки касания окружности со 
сторонами соответственно AD и АВ дан­
ного прямоугольника, а перпендикуляр 
к стороне АВ, проведённый через точку Q, 
пересекает сторону DC в точке F. Тогда 
центр окружности лежит на прямой QF, 
а так как диаметр, перпендикулярный 
хорде, делит её пополам, то F — середина 
хорды CN.

По теореме о касательной и секущей PD2 =DC ■ DN = 9х, поэтому
РО = Зл/х. Тогда

AQ = АР = AD-PD = 8 - Зд/х,
QB = АВ - AQ = 9 - (8 - Зд/х) = 1 + Зд/х, 

NC = 2CF = 2QB = 2 + 6д/х.
Поскольку NC + ND = 9, то

2 +6д/х + х = 9, или х + 6д/х-7 = 0.
Отсюда находим, что х = 1. Следовательно, 

.. AB + ND . и и ип
$ABND ' 9 AD = 10 • 4 = 40.

12.27. На одной из сторон угла, равного а (а < 90°), с вершиной 
в точке О взяты точки А и В, причём ОА = а, ОВ = Ь. Найдите ради­
ус окружности, проходящей через точки А и В и касающейся другой
стороны утла.

_ а+Ь — 2-УаЬ cos а Ответ: -------z—:---------- .2 sin а
Решение. Пусть D — точка касания окружности с другой стороной 

угла, Н — проекция точки D на пря­
мую АВ, R — искомый радиус. По тео­
реме о касательной и секущей нахо­
дим, что OD = Vab. Тогда по теореме 
косинусов

AD uh ш -2av/abcosa =

= a(a + b — ZVab cos а).
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Треугольники ODB и OAD подобны (по двум углам) с коэффициентом

, _ ОВ _ Ь _ Vb
’ OD - Jab ~ Ja

Из прямоугольного треугольника DHB находим, что

DH OD ■ sin a Vab sin a a sin а
smADBH = -^ = = ~ad~

Следовательно,

,, AD _ АР _ АР2 _ a(a+b — 2VabcoSа) _ a + b-2Vabcosa
— 2 sin ZDBH — basing ~ 2a sing — 2asina — 2sina

AD

12.28. На катете AC прямоугольного треугольника ABC как на 
диаметре построена окружность. Она пересекает гипотенузу АВ в точ­
ке Е. На стороне ВС взята точка G так, что отрезок AG пересека­
ет окружность в точке F, причём отрезки EF и АС параллельны, 
BG = 2CG и АС = 2V3. Найдите GF.

Ответ: 1.
Решение. Пусть CG = t, ZCAG = а. Тогда ВС = 31, а так как СЕ — 

высота прямоугольного треугольника АВС, проведённая из вершины 
прямого угла, то ААВС = ZACE. Поскольку трапеция AEFC вписана 
в окружность, то она равнобедренная, поэтому ZACE = ZCAG = а. Зна­
чит, ZABC = ZCAG = а. Следовательно, прямоугольные треугольники 
АВС и GAC подобны по двум углам.

CG АСИз равенства ~ следует, что АС2 = CG ■ ВС, или 12 = 3t2, от­
куда t = 2.

Из прямоугольного треугольника ACG находим, что
CG 2 

tga“ AC ~ 2V3

поэтому а = 30°, Тогда AG = 2CG = 4.
По теореме о касательной и секущей GF ■ AG = CG2, или 4GF = 4.

Следовательно, GF = 1.
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12.29. В параллелограмме ABCD угол BCD равен 150°, а сторо­
на AD равна 8. Найдите радиус окружности, касающейся прямой CD 
и проходящей через вершину А. а также пересекающей сторону AD 
на расстоянии 2 от точки D.

Ответ: 2(5±2-/3).
Решение. Пусть R — искомый радиус, К — точка касания указан­

ной окружности с прямой CD, М — точка пересечения этой окружно­
сти со стороной AD (DM = 2). Тогда

DK = VDM-DA = С2~8 = 4.

Если точка К лежит на луче DC, то

МК2 = DM2 + DK2 - 2DM ■ DK cos 30° =

= 4+16 -2-2- 4-= 20 —8-/3 = 4(5-2л/3).

Из теоремы об угле между касательной и хордой следует, что /МАК = 
= /DKM. Тогда

■ .nr/w DM sin 30° 1sin /МАК = sin AD KM = ,777----= 7777
Mix Mix

(теорема синусов), поэтому

я = Я^4Лж2 = 2<5~2'/®'

Если точка К лежит на продолжении стороны DC за точку D (см. ри­
сунок на следующей странице), то

МК2 = DM2 + DK2 - 2DM ■ DK • cos 150° = 4(5 + 2л/3),
DMsinl50° 1sin /МАК = sin /1ЖМ =----- -------- = 7777.

Mix. Mix

Следовательно,

R=2^§OK = S«R2 = ^5 + 2^
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12.30. Окружность и прямая касаются в точке М. Из точек А и В 
этой окружности опущены перпендикуляры на прямую, равные а и Ъ 
соответственно. Найдите расстояние от точки М до прямой АВ.

Ответ: V~ab.
Решение. Пусть указанная касательная и прямая АВ пересекаются 

в точке К под углом а, а х— искомое расстояние. Тогда

Ъ х а sin а - вк - мк - АК.

Перемножив почленно равенства

АК МК’ В К МК’

получим
ab х2

АК-ВК ~ МК2'

Поскольку АК ■ ВК = МК2, то х2 = ab. Следовательно, х = /ab.

Если прямая АВ параллельна касательной, то всё очевидно.
12.31. Окружность, вписанная в треугольник АВС, делит медиа­

ну ВМ на три равные части. Найдите отношение ВС :СА: АВ.
Ответ: 5:10:13.
Решение. Пусть К, L и N — точки касания вписанной окружности 

со сторонами АС, ВС и АВ соответственно; Р и Q — точки пересе­
чения окружности с медианой ВМ (Р лежит между В и Q). Предпо­
ложим, что точка К расположена между точками М и С. Обозначим
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ВС = a, BF = FQ = QM = х. Тогда

BL2 = BQ-BF = 2х2.

Поэтому BL=xV2, BN=BL=xV2. Аналогично находим, что KM—xV2, 
а так как CL = СК, то

МС = ВС = а, АС = 2а, АВ = AN+NB = a+xV2+xV2 = а + 2х>/2.

Выразим медиану ВМ через стороны треугольника АВС:

4ВМ2 = 2-ВС2+2- АВ2 - АС2, или

36х2 = 2а2+2 (а+ 2x^/2)2-4а2.

Из этого уравнения находим, что а - — . Тогда

„„ 5хд/2 „ 5х-У2ВС = а = ——, СА = 2а = ——»

л п I о /о 13хд/2АВ = a + 2xV2 = —-—.

Следовательно, ВС: СА: АВ = 5:10:13.
12.32. Две окружности радиусов Й и г пересекаются в точках А и В 

и касаются прямой в точках С и D соответственно; N — точка пересе­
чения прямых АВ и CD (В между А и А). Найдите:

1) радиус окружности, описанной около треугольника ACD;
2) отношение высот треугольников NAC и NAD, опущенных из вер­

шины N.
Ответ: VrR,
Решение. Обозначим AACN = a, AADN = [3. Тогда по теореме сину­

сов
„ AC AD 2/'sina 2rsin/2AC =2jRsina, A£? = 2rsmB, = — > —:—— = ------- - ,’ ' ’ sin/3 sine smp sina

„ sin a FTОтсюда находим, что —=■ = J = .
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Если R1 — радиус окружности, описанной около треугольника 
ACD, то

„ AC 2Rsina „ sina /—кк, = — -х = — —г = R- —х = VrR.1 2 sm р 2 sm р sm р

По теореме о касательной и секущей

С№ = NA ■ NB, DN2 = NA ■ NB.

Поэтому CN = DN. Если h1 и h2 — высоты, о которых говорится в усло-
вии задачи, то

/ц _ CN ■ sin а _ sina _ ГТ 
h2 ~ DN ■ sin/3 ~ sin/3 ~ v R'

12.33. Равнобедренная трапеция с основаниями AD и ВС (AD > ВС} 
описана около окружности, которая касается стороны CD в точке М. 
Отрезок АМ пересекает окружность в точке N. Найдите отношение 

AD к ВС, если AN: NM = k.
Ответ: 8k —1.
Решение. Обозначим AD = а, ВС = Ъ, 

MN = х. Пусть Q и F — точки касания 
окружности с основаниями ВС и AD со­
ответственно. Тогда по 
тельной и секущей

теореме о каса-

AF2 = AM-AN, или =k(k + l)x2.

Продолжим АМ до пересечения с прямой ВС в точке Р. Из равен­
ства DM = FD — | и подобия треугольников СРМ и DAM следует, что

= -^| = 2. Поэтому СР = 2СМ = 2CQ = Ъ.
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По теореме о касательной и секущей

9 9Ь2PQ2=PN-PM, или — bx(k + l) 
а

Ьх(к + 1) 
а

(так как РМ= -АМТ). Разделив почленно это равенство на доказанное 

ранее, получим, что 9bk = b(k + V) + а. Отсюда находим, что ~ = 8к - 1.

12.34. В трапеции ABCD с основаниями AD и ВС угол А равен 45°, 
угол D равен 60°. На диагоналях трапеции как на диаметрах постро­
ены окружности, пересекающиеся в точках М и N. Хорда MN пересе­
кает основание AD в точке Е. Найдите отношение АЕ :ED.

Ответ:
Решение. Пусть окружность с диаметром BD пересекает основа­

ние AD трапеции ABCD в точке Q, а окружность с диаметром АС — 
в точке Р. Тогда СР и BQ — высоты трапеции.

Обозначим СР = BQ = h. Тогда DP = AQ = h. По теореме о про­
изведениях отрезков пересекающихся хорд

DE-EQ= NE-EM = АЕ-ЕР, или ( +РЕ \ EQ = (/1 + EQ)PE.
v V 3 J

EQОтсюда находим, что РЕ ——. Следовательно,
v 3

DE _ DP+PE _ 7? + л _ 1
АЕ AQ + QE h + QE Q3'

Задачи на доказательство и вычисление

12.35.1. Точка М — середина гипотенузы АВ прямоугольного тре­
угольника АВС. На отрезке СМ как на диаметре построена окруж­
ность.
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а) Докажите, что она проходит через середины катетов.
б) АР и BQ— касательные к этой окружности (Р и Q — точки ка­

сания). Найдите отношение АР: BQ, если tgZABC = 2.
Ответ: 2:1.

поэтому

Решение, а) Пусть окружность с диаметром СМ 
пересекает катеты АС и ВС прямоугольного тре­
угольника АВС в точках К и L соответственно. Точ­
ка К лежит на окружности с диаметром СМ, по­
этому К.СКМ = 904.. Прямые КМ и ВС параллельны, 
так как они перпендикулярны одной и той же пря­
мой АС. Значит, КМ — средняя линия треугольника 
АВС. Следовательно, К — середина АС. Аналогично 
L — середина ВС.

б) Обозначим CL = BL = a. Тогда

ВС = 2а, АС = BCtgZABC = 2а-2 = 4а,
АК = СК = 2а.

По теореме о касательной и секущей

BQ2 = BL • ВС = а • 2а = 2а2,

АР2 = АК • АС = 2а • 4а = 8а2,

АР2 _ 8а/
BQ2 ' 2а2

АР Следовательно, = 2.

12.36.1. В прямоугольном треугольнике АВС с гипотенузой АВ про­
ведены медианы АМ и BN. Около четырёхугольника ABMN можно 
описать окружность.

а) Докажите, что треугольник АВС равнобедренный.
б) Найдите радиус окружности, описанной около четырёхугольни­

ка ABMN, если АВ = 4-1/5.
Ответ: 5.
Решение, а) Отрезок MN — средняя 

линия треугольника АВС, поэтому 
MN || АВ. Поскольку ABMN —трапеция, 
вписанная в окружность, она равнобед­
ренная. Значит, AN = ВМ. Следователь­
но, АС = 2AN = 2ВМ = ВС.
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б) Гипотенуза АВ равнобедренного прямоугольного треугольни- 
4^/5 —

ка равна 4V5, значит, его катеты равны —= 2-/10. Поэтому NC = 
V 2

= -^ВС = -/10. Из прямоугольного треугольника BCN находим, что

BN = /С\ ВС = /10 + 40 = 5л/2.

Пусть R — радиус окружности, описан­
ной около четырёхугольника ABMN. По 
теореме синусов

г. _ BN _ 5/2 _
К 2 sin ABAN 2 sin 45° J'

12.37.1. Отрезок CD — биссектриса треугольника АВС. Окруж­
ность, проходящая через точки С и D, касается стороны АВ и пе­
ресекает стороны АС и ВС в точках М и N соответственно.

а) Докажите, что MN || АВ.
б) Найдите MN, если AD = 2, BD = 4 и AM = 1.
Ответ: 4,5.
Решение, а) Применяя теорему 

об угле между касательной и хордой 
и теорему о вписанных углах, полу­
чим, что

AADM = ADCM = ADCN = ADMN.

Следовательно, MN || АВ.
б) По теореме о касательной и се­

кущей AM ■ АС = AD2, откуда АС =
AD2 4= =.,, = - = 4. Тогда МС AC. AM

= 4-1 = 3. Поскольку MN || АВ, тре­
угольник CMN подобен треугольни­
ку САВ, причём коэффициент подобия

СМ 3 „ равен = т Следовательно,

3 3 9MN = ±АВ = 4.(2 + 4) =

12.38.1. Из точки А проведены секущая и касательная к окружно­
сти радиуса R. Пусть В — точка касания, a D и С — точки пересечения 
секущей с окружностью, причём точка D лежит между А и С. Извест­
но, что BD — биссектриса треугольника АВС и её длина равна R.

а) Докажите, что треугольник АВС прямоугольный.
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б) Найдите расстояние от точки А до центра окружности.

Ответ: ——.
Решение, а) Пусть О — центр окружности. Поскольку BD = R, цен­

тральный угол BOD равен 60°, поэтому ABCD = 30°. Из теоремы об 
угле между касательной и хордой следует, что AABD = ABCD = 30°, 
значит, ААВС = 2AABD = 60°, Следовательно, ABAC = 90°,

б) Из прямоугольного треугольника BAD находим, что

АВ = BD cos 30° = ?'Ф"'
Следовательно,

ОА = VAB* 2 + OB2 = yJ^+R2 =

Следовательно, треугольники АМВ и ВМС 
' подобны по двум углам (угол при вер­

шине М общий).
б) Коэффициент подобия треугольников АМВ и ВМС равен от­

ношению соответствующих сторон, т. е. ^ = |- Значит, AM = -ВМ 

и ВМ = ^МС. Поэтому AM = | • |мс = ?МС. Следовательно, = 7 ■
2 J 2 2 4 МС 4

12.39.1. Около треугольника АВС описана окружность. Касатель­
ная к окружности, проходящая через точку В, пересекает прямую АС 
в точке М.

а) Докажите, что треугольники АМВ и ВМС подобны.
б) Найдите отношение AM : МС, если известно, что АВ : ВС = 3:2.

Ответ: 9:4.
■—в Решение, а) Пусть точка С лежит между

z' /rL А и М. Из теоремы об угле между каса-
/ Xх тельной и хордой следует, что
( // \ АСВМ = АСАВ = АМАВ.
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12.40.1. Окружность, проходящая через вершины А, В и С прямо­
угольной трапеции ABCD с прямыми углами при вершинах А и В, 
пересекает отрезки AD и CD соответственно в точках М и N, причём 
AM: AD = CN: CD = 1:3.

а) Докажите, что CD = AD.
б) Найдите площадь трапеции, если радиус окружности равен 3.
Ответ: 12У5.
Решение, а) Из точки D проведены 

к окружности секущие DMA и DNC. Зна- 
2 

чит, DM ■ AD = DN • CD, а так как DM = 
и DN= --CD. то |aD2=|cD2. Следователь­

но, CD = AD.
б) Окружность описана около прямо­

угольного треугольника АВС, поэтому 
АС — её диаметр. Значит, АС = 6.

Точка М лежит на окружности с диамет­
ром АС, значит, CM 1AD, т. е. СМ —высо­
та трапеции.

Обозначим АМ = х. Тогда DM = Зх, 
CD = AD = 3х. По теореме Пифагора

СМ2 = АС2-АМ2 = 36-х2, СМ2 = CD2 —DM2 = 9.У-4х2 = Бх2.

Из уравнения 36 - х2 = Бх2 находим, что х= Уб. Тогда

СМ = У36 — х2 = У36 - 6 = Узо, AM = V6, AD = ЗУб.

Следовательно,

sabcd = 5 tAD +вс)-см = | tAD +АМ)-СМ = | (ЗУб + Уб) УЗО = 12У5.

12.41.1. Основание и боковая сторона равнобедренного треуголь­
ника равны 26 и 38 соответственно.

а) Докажите, что средняя линия треугольника, параллельная осно­
ванию, пересекает окружность, вписанную в треугольник.

б) Найдите длину отрезка этой средней линии, заключённого 
внутри окружности.

Ответ: 5.
Решение, а) Пусть О — центр окружности, вписанной в треуголь­

ник АВС со сторонами АВ = АС = 38, ВС = 26, АН — высота треуголь­
ника, точки М и N — середины сторон АВ и АС соответственно, К — 
точка пересечения АН и MN, р—полупериметр треугольника АВС. 



312 § 12. Пропорциональные отрезки в окружности

Поскольку MN — средняя линия равнобедренного треугольника, точ­
ка К — общая середина MN и АН.

Из прямоугольного треугольника АВН находим, что

диаметр окружности

АН = VAB2-BH2 = V382 - 132 = 5/51, 

значит, КН = ^АН = 5л^~.

Пусть г — радиус вписанной окружности 
треугольника АВС. Тогда

S&abc _ 1ВС'АН _ 13-5751 _ 65/51
1 р АВ-4- ВН 38 + 13 51 ’

а диаметр вписанной окружности равен 2г =
130/5Т „= ———. Поскольку

130/51 5/51 ,130 5 , , „гс
^ — > 2 260 > 255>

больше КН. Следовательно, вписанная окруж­
ность пересекает среднюю линию MN треугольника.

б) Пусть вписанная окружность касается сторон АВ и АС в точках
D и Е соответственно, а средняя линия MN пересекает эту окружность

в точках Р и Q (Р между М и Q). Тогда (см. [2], 
с. 109)

AD =р-ВС = 51 -26 = 25, 
MD = AD -AM = 25 - 19 = 6.

По теореме о касательной и секущей MD2 = 
= МР ■ MQ, а так как

MP = NQ = ^(MN-PQ) = | (13-PQ),

MQ = MP + PQ = |(MN + PQ) = |(13 + PQ), 

то 36 =/(13-PQ)(13+ PQ). Отсюда находим, 
что PQ = 5.

12.42.1. Пусть CQ — биссектриса треугольника АВС. Касательная 
к описанной окружности треугольника АВС, проходящая через точ­
ку С, пересекает прямую АВ в точке D.

а) Докажите, что треугольник CDQ равнобедренный.
б) Найдите CD, если BQ = а и AQ = Ь (а > Ь).
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Ответ:---- Т.а-Ъ
Решение, а) Предположим, что точка А лежит между В и D. Обо­

значим /.АВС = /3, ААСВ = у. Из теоремы об угле между касательной 
и хордой следует, что ZACD = ZABC = /3, а так как CQ — биссектриса 
угла АСВ, то ZACQ= 5. Поэтому /DCQ (3 + Аналогично для слу­
чая, когда точка В лежит между А и D.

Угол DQC— внешний угол треугольника BCQ, поэтому ZDQC = 
= /3 + . Значит, ZDCQ = ADQC. Следовательно, треугольник CDQ 
равнобедренный.

б) Обозначим CD = х. Треугольник ADC подобен треугольнику 

CDB по двум углам, причем коэффициент подобия равен -, ■ — j - “ 
(биссектриса треугольника делит его сторону на отрезки, пропорци-

, „ . _ Ь „„ Ьхональные двум другим сторонам). Значит, AD = --CD = —.
ЬхТогда х = CD = DQ = AQ -I- AD = b + —■ Отсюда находим, что CD = 

ab= х =---- г.а - о

12.43.1. Хорды AD, BE и CF окружности делят друг друга на три 
равные части.

а) Докажите, что эти хорды равны.
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б) Найдите площадь шестиугольника ABCDEF, если точки А, В, 
С, D, Е и F последовательно расположены на окружности, а радиус 
окружности равен 2л/21.

Ответ: 117л/3.
Решение, а) Пусть хорды AD и BE пересекаются в точке Р. Положим 

AD = 3х и BE = 3у. По теореме о произведении отрезков пересекаю­
щихся хорд АР ■ PD = ВР ■ РЕ, или х • 2х = у • 2у. Отсюда находим, что 
х у. Значит, AD = BE. Аналогично AD = CF.

б) Пусть хорды AD и CF пересекаются в точке Q, а хорды BE nCF — 
в точке Т. Равные хорды равноудалены от центра окружности, поэто­
му центр равностороннего треугольника PQT совпадает с центром О 
данной окружности.

Опустим перпендикуляр ОН из центра окружности на сторону PQ. 
Тогда Н — середина AD, а ОН — радиус вписанной окружности равно­
стороннего треугольника PQT со стороной х. Значит,

_ , . х д/3 , , т 1 . _ ЗхОН = АН = ^AD = -г-о 2 2
По теореме Пифагора ОН2 + АН2 = ОА2, или

■^х2 + ^х2 = (2л/21)2.

Отсюда находим, что х = 6.
Через точки Р, Q и Т проведём прямые, соответственно параллель­

ные хордам CF, BE и AD. Эти прямые и хорды CF, BE и AD разбивают 
шестиугольник ABCDEF на 13 равных равносторонних треугольников 
со стороной х. Площадь каждого из них равна

Следовательно,
Sabcmf = 13 • ^ = 13 • ^ = 13 • 97^ = 117^.
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12.44.1. Четырёхугольник ABCD с перпендикулярными диагоналя­
ми АС и BD вписан в окружность.

а) Докажите, что прямая, проходящая через точку пересечения 
диагоналей четырёхугольника перпендикулярно стороне ВС, делит 
пополам сторону AD.

б) Найдите стороны четырёхугольника ABCD, если известно, что 
АС = 84, BD = 77, а диаметр окружности равен 85.

Ответ: 40, 68, 75, 51.
Решение, а) Пусть Р — точка пересече­

ния диагоналей АС и BD четырёхугольни­
ка ABCD, PH — перпендикуляр, опущен­
ный из точки Р на сторону ВС, К — точка 
пересечения прямой PH со стороной AD. 
Обозначим ADAC = ADBC = а. Тогда

AKPD = АВРН = 90° - а,

AKDP = 90° - а = AKPD,

ААРК = 90° - AKPD = 90° - (90° - а) = а.

Значит, треугольники PKD и РКА равно­
бедренные, КА = КР = KD. Следовательно, 
К — середина стороны AD.

б) Будем считать, что центр О описан­
ной окружности четырёхугольника ABCD 
расположен внутри треугольника CPD.

Пусть точки М и N — проекции точ­
ки О на диагонали АС и BD соответствен­
но. Тогда М и N — середины диагоналей.

Из прямоугольных треугольников ОМС 
и OND находим, что

ОМ = VOC2-MC2 = у/ (^г)2-422 = ^/(y-42K¥+42) =
/1 169 13

V 2 ’ 2 “ 2 ’

ON = = Af)4?)2 = Лт-тКт + т) =
/8 162

V 2 ’ 2 = 18.
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Тогда
13 77 13NP = ОМ = ~, ВР = BN-NP = -у - у = 32, 

DP = BD — BP = 77-32 = 45, MP = ON = 18,
АР = АМ-МР = 42- 18 = 24, СР = АС-АР = 84-24 = 60.

Из прямоугольных треугольников АВР и ВОР находим, что 

АВ = VAP' t BP2 = С24 ■ 32- = 40, 

ВС = VCP2+BP2 = л/602 + 322 = 68.

PCТреугольник CPD подобен треугольнику ВРА с коэффициентом = 
60 15

= 32=“’ПОЭТОМУ
CD = ^АВ= ■^•40 = 75.

О о

Аналогично находим, что
24 3AD = ^ВС = |- - 68 = 51.

Для любого другого возможного расположения центра О получим 
тот же результат.



§ 13. Углы, связанные с окружностью

Подготовительные задачи

13.1. Окружность касается сторон угла с вершиной А в точках 
В и С. Найдите градусные меры дуг, на которые окружность делится 
точками В и С, если ABAC = 70°.

Ответ-. 110°, 250°,
Решение. Пусть О—центр окружности. 

В четырёхугольнике АВОС углы при верши­
нах В и С прямые, значит,

АВОС = 180° -ABAC = 180° - 70° = 110°, 

следовательно, градусная мера меньшей ду­
ги ВС также равна 110°. Тогда градусная ме­
ра большей дуги ВС равна 360° - 110° = 250®.

13.2. Пусть АВ и АС —равные хорды, MAN — касательная, градус­
ная мера дуги ВС, не содержащей точки А, равна 200°. Найдите углы 
МАВ и NAC.

Ответ: АМАВ = AN АС = 40° или АМАВ = AN АС = 140°.
Решение. Заметим, что

vCAB = 360° - 200° = 160°, -АВ = ^АС = = 80®.

Если угол МАВ острый (см. рисунок слева), то

АМАВ = ^АВ = 40°.

Тогда и ANAC = 40°.

Если же угол МАВ тупой (см. рисунок справа), то

АМАВ = 180° - 40° = 140°.

Тогда и ANAC = 140°.



318 § 13. Углы, связанные с окружностью

13.3. Треугольник АВС равнобедренный. Радиус ОА описанного 
круга образует с основанием АС угол ОАС, равный 20°. Найдите 
угол ВАС.

Ответ: 35° или 55°.
Решение. Если точки О и В лежат по разные стороны от прямой АС 

(см. рисунок слева), то
АВС = ААОС = 180° - 2 • 20° = 140°.

Тогда угол АВС опирается на дугу, угловая величина которой равна
360° - 140° = 220%

Поэтому
1 ОАО _  110°

ААВС = 110°, ABAC = = 35%

Если точки О и В лежат по одну сторону от прямой АС (см. рисунок 
справа), то аналогично находим, что ABAC = 55®.

13.4. Окружность описана около равностороннего треугольни­
ка АВС. На дуге ВС, не содержащей точку А, расположена точка М, 
делящая градусную меру этой дуги в отношении 1: 2. Найдите углы 
треугольника АМВ.

Ответ: 20°, 60°, 100° или 40", 60°, 80°.
Решение. Пусть : ^СМ = 1:2 (см. рисунок слева). Тогда
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По теореме о вписанном угле
/ВАМ = |<>ВМ = 20я,

а так как вписанные углы АМВ и АСВ опираются на одну и ту же дугу, 
то ZAMB = ZACB = 60°. Следовательно,

ZABM = 180° - 20° - 60° = 100й.
Если же ...DM : МОМ = 2:1 (см. рисунок справа), то аналогично 

найдём,что
ZBAM = 40°, ZAMB = 60°, ZABM = 80°.

13.5. Точки А, В, С и D последовательно расположены на окруж­
ности. Известно, что градусные меры меньших дуг АВ, ВС, CD и AD 
относятся как 1:3 :5: 6. Найдите углы четырёхугольника ABCD.

Ответ: 96°, 132°, 84°, 48°.
Решение. Пусть градусная мера меньшей

дуги АВ равна х. Тогда градусные меры по- /Х\\м>
следовательных дуг ВС, CD и AD соответ- / / \\ \
ственно равны Зх, 5х и 6х. Из уравнения I / 
х + Зх + 5х + 6х = 360° находим, что х = 24°, I / 
следовательно, градусные меры последова- \ 1
тельных дуг АВ, ВС, CD и AD соответствен- У
но равны 24°, 3 • 24° = 72°, 5 • 24° = 120° --------У
и 6-24° = 144°.

Градусная мера вписанного угла равна половине градусной меры 
дуги, на которую он опирается, следовательно,

ZBAD = ^BCD = | (72°+ 120°) = 96°,

ZABC = ^ADC = -(144° +120°) = 132°,

ZBCD = ^BAD = | (24°+ 144°) = 84°,

ZADC = t^ABC = ~(24° + 72°) = 48°.

13.6. Окружность проходит через вершины А и С треугольни­
ка АВС, пересекая сторону АВ в точке Е и сторону ВС в точке F. 
Угол АЕС в 5 раз больше угла ВАР, а угол АВС равен 72°. Найдите 
радиус окружности, если АС = 6.

Ответ: 3.
Решение. Обозначим ZBAF = а. Тогда ZAEC = 5а. Вписанные углы 

ECF и EAF опираются на одну и ту же дугу, поэтому ZBCE = ZECF = 
= ZEAF = ZBAF = а.
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По теореме о внешнем угле тре­
угольника ААВС + АВСЕ = ААЕС, или 
72° + а = 5а, откуда находим, что а = 
= у • 72° = 18°, значит, ААЕС = Ба = 
= 5-18° = 90°.

Центр окружности, описанной око­
ло прямоугольного треугольника АЕС, — 
середина гипотенузы АС, поэтому ради­
ус окружности равен половине АС, т. е. 3.

13.7. Из точки Р, расположенной внутри острого угла с верши­
ной А, опущены перпендикуляры РВ и PC на стороны угла. Известно, 

что АСВР = 25°. Найдите угол САР.
Ответ: 25°.
Решение. Из точек В и С отрезок АР виден 

под прямым углом, значит, эти точки лежат на 
окружности с диаметром АР. Вписанные в эту 
окружность углы САР и СВР опираются на одну 
и ту же дугу, следовательно,

АС АР = АСВР = 25°.

13.8. В окружность вписан прямоугольник ABCD, сторона АВ ко­
торого равна а. Из конца К диаметра КР, параллельного стороне АВ, 
сторона ВС видна под углом р. Найдите радиус окружности.

Ответ: а д,.
2|cos /31

Решение. Пусть R — искомый радиус. Рассмотрим случай, когда 
точка К лежит на дуге AD, не содержащей точки В (см. рисунок 
слева). Тогда в прямоугольном треугольнике АВС известно, что

ABAC = АВКС = в, 2R = АС =----1 ’ cos ABAC cos/3

Следовательно, R— „ а .
Ал cos /э
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Если точка К лежит на дуге ABD (см. рисунок справа), то анало­
гично найдём, что R = -т—-.” ’ 2cos/3

13.9. В выпуклом четырёхугольнике ABCD известно, что ABCD = 
= 80°, ААСВ = 50° и AABD = 30°. Найдите угол ADB.

Ответ: 50°.
Решение. Четырёхугольник ABCD выпуклый, поэтому луч СА про­

ходит между сторонами угла BCD, значит,

AACD = ABCD - ААСВ = 80° - 50° = 30°.

Из точек В и С, лежащих по одну сторону 
от прямой AD, отрезок AD виден под одним 
и тем же утлом, значит, точки В, С, А и D ле­
жат на одной окружности. Вписанные в эту 
окружность углы ADB и АСВ опираются на 
одну и ту же дугу, следовательно,

AADB = ААСВ = 50

13.10. В выпуклом четырёхугольнике ABCD известно, что ААСВ = 
= 25°, AACD = 40° и ABAD = 115°. Найдите угол ADB.

Ответ: 25°
Решение. Четырёхугольник ABCD выпуклый, поэтому луч СА про­

ходит между сторонами угла BCD, значит,

ABCD = ААСВ + AACD = 25° -I- 40° = 65°.

Тогда

ABCD + ABAD = 65°+ 115° = 180°,

поэтому четырёхугольник ABCD вписан­
ный, т. е. точки А, В, С uD лежат на одной 
окружности. Вписанные в эту окружность 
углы ADB и АСВ опираются на одну и ту 
же дугу, следовательно,

AADB = ААСВ = 25°.

13.11. В выпуклом четырёхугольнике ABCD известно, что ААВС = 
= 116°, AADC = 64°, АСАВ = 35° и ACAD = 52°. Найдите угол между 
диагоналями, опирающийся на сторону АВ.

Ответ: 81°.
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Решение. Пусть диагонали данного четырёхугольника пересекают­
ся в точке М. Поскольку

ААВС + AADC = 116°+ 64° = 180°, 

около данного четырёхугольника можно опи­
сать окружность. Искомый угол АМВ есть 
внешний угол треугольника AMD. Поэтому он 
равен

ACAD + AADB = 52° + AADC - ABDC =
= 52°+ 64°-35° = 8Г.

13.12. В четырёхугольнике ABCD известно, что AABD = AACD = 45°, 
ABAC = 30°, ВС = 1. Найдите AD.

Решение. Поскольку из точек В и С, расположенных по одну сто­
рону от прямой AD, отрезок AD виден под одним и тем же углом, то 

точки А, В, С и D лежат на одной окружно­
сти. Пусть R — радиус этой окружности. Тогда 
из треугольника АВС находим, что

п _ ВС _ 1
2smABAC ~ 2sin30°

а из треугольника ABD — что

AD = 2R sin A ABD = 2 sin 45'

13.13. Во вписанном четырёхугольнике ABCD известны углы: 
ADAB = а, ААВС = [3, АВКС = у, где К — точка пересечения диаго­
налей. Найдите угол ACD.

/3 + у-аОтвет: — — ■.
Решение. Обозначим AABD = AACD = tp. Тогда

ADBC = /3 - <р, ACAD = ADBC = fi-y), 
ABAC = ABAD - ACAD = a - (/3 - </>), 

у = A B КС = ABAC + A ABD =
= (a-13 + tp) + y> = a- p + 2y>.

Следовательно,

0 +y —a
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13.14. Около треугольника АВС, в котором ВС = а, АВ = а, АС = (3, 
описана окружность. Биссектриса угла А пересекает эту окружность 
в точке К. Найдите АК.

a cos
Ответ: . ,о ,—г. / /X \sin(p + а) / /==Т X \
Решение. Пусть R — радиус окружности, опи- / / \ \

санной около треугольника АВС. Тогда I / 1 X)
ABAC = 180° - (/3 + а), Н ус

2R — ВС — а
— sin(/3+a) — sin(/3 + a)’ к

ААВК = ААВС + АСВК = а + | (180° - (а + /3)) = 90° + —, - 

Следовательно,
В—а( а-В\ В - a aQ0S оАК = 2R>mAABK = 2Ksin 90° + —= 2Ясоз L— = . ,а ,2 ..2 ) 2 sm(p + а)

13.15. Треугольники АВС и ADC имеют общую сторону АС; сто­
роны AD и ВС пересекаются в точке М. Углы В и D равны по 40°, 
Расстояние между вершинами D и В равно стороне АВ, ААМС = 70®. 
Найдите углы треугольников АВС и ADC.

Ответ: ABAC = 110°, АВСА = 30°, ADCA = 60°, ADAC = 80°.
Решение. Точки А, В, С, D лежат на одной окружности; АМС — 

внешний угол треугольника DMC. Поэтому ADCM = 30°. Тогда

АВСА = AADB = ABAD = ABCD = ADCM = 30°.
Следовательно,

ADCA = 60°, ABAC =110°, ADAC = 80°.
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13.16. Внутри угла с вершиной О взята некоторая точка М. Луч ОМ 
образует со сторонами угла углы, один из которого больше другого 
на 10°; А и В — проекции точки М на стороны утла. Найдите угол
между прямыми АВ и ОМ.

Ответ: 80®.
Решение. Пусть

АВОМ = а, ААОМ = а +10%

Р — точка пересечения прямых АВ и ОМ.
Поскольку отрезок ОМ виден из точек А и В 

под прямым утлом, то точки А и В лежат на 
окружности с диаметром ОМ, а АРО — внеш­
ний угол треугольника АРМ. Следовательно,

ААРО = ААМО + АВАМ = (90° - ААОМ} + АВОМ =
= 90°-(а+10°) +а = 80°.

13.17. Вершина угла величиной 70° служит началом луча, обра­
зующего с его сторонами углы 30° и 40°. Из некоторой точки М на 
этот луч и на стороны утла опущены перпендикуляры, основания 
которых — А, В и С. Найдите углы треугольника АВС.

Ответ: 30°, 40°, 110°.
Решение. Пусть А и С — основания перпендикуляров, опущенных 

из точки М на стороны данного угла с вершиной О, точка В — осно­
вание перпендикуляра, опущенного из 
точки М на луч, проходящий между сто­
ронами угла АОС, причём АЛОВ = 30° 
и АСОВ 40°.

Из точек А, В и С отрезок ОМ виден 
под прямым углом, значит, эти точки ле­
жат на окружности с диаметром ОМ. Впи­
санные в эту окружность углы АСВ и АО В 
опираются на одну и ту же дугу, по­
этому ААСВ = АЛОВ = 30% Аналогич­
но ABAC = АСОВ = 40°. Следовательно, 
ААВС = 180° - 30° - 40° = 110°.

13.18. В остроугольном треугольнике АВС из основания D высо­
ты BD опущены перпендикуляры DM и DN на стороны АВ и ВС. Из­
вестно, что MN = a, BD = Ъ. Найдите угол АВС.

Ответ: arcsin г-о
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Решение. Поскольку ABMD = ABND = 90°, 
то отрезок BD виден из точек М и N под 
прямым углом, поэтому точки М и N ле­
жат на окружности с диаметром BD = 2R, 
где R — радиус этой окружности. Значит, 
MN = 2Rsin ААВС. Следовательно,

sin ААВС = MN 
2R

MN а
BD ~ Ь'

13.19. Хорда делит окружность на дуги, градусные меры которых 
относятся как 11:16. Найдите угол между касательными, проведён­
ными через концы этой хорды.

5Ответ: 33°20' = ^.
Решение. Угловая величина меньшей из двух дуг равна

||-360° = ^-40Л

Следовательно, угол между касательными равен

13.20. Расстояние между центрами непересекающихся окруж­
ностей равно а. Докажите, что точки пересечения общих внешних 
касательных с общими внутренними касательными лежат на одной
окружности, и найдите её радиус.

,, аОтвет: -.
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Решение. Поскольку центр окружности, вписанной в угол, лежит 
на биссектрисе этого угла, а угол между биссектрисами смежных уг­
лов прямой, то из каждой точки пересечения общих внешних каса­
тельных с общими внутренними отрезок ОХО2 с концами в центрах 
окружностей виден под прямым углом. Значит, каждая такая точка 
лежит на окружности с диаметром О1О2 = а. Следовательно, радиус 
окружности равен 4.

13.21. В треугольнике АВС проведены биссектрисы AD и BE, пе­
ресекающиеся в точке О. Известно, что ОЕ = 1, а вершина С лежит 
на окружности, проходящей через точки Е, D и О. Найдите стороны 
и углы треугольника EDO.

Ответ: 1, 1, л/3; 120* 30°, 30°.
Решение. Поскольку биссектрисы треугольника пересекаются в од­

ной точке, то СО — биссектриса угла АСВ. Поэтому OD = ОЕ = 1.

Обозначим ААСВ = а. Тогда

ADOE = АЛОВ = 180° - АО АВ - АОВА = 180° - | А А - 9 АВ = 

= 180°-|(ZA + ZB) = 180° -|(180°- ААСВ) = 90°+

Поскольку четырёхугольник CEOD вписанный, то

AECD + ADOE = 180°, или а+(90° + = 180°.

Отсюда находим, что а = 60°. Следовательно,

ADOE = 120°, ADEO = AEDO = 30°, DE = л/3.

13.22. В треугольнике АВС угол В прямой, величина угла А равна 
а 45°, точка D — середина гипотенузы. Точка С- симметрична точ­
ке С относительно прямой BD. Найдите угол АС1В.

Ответ: 90° -I- а, если а < 45°; 90° - а, если а > 45°.
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Решение. Пусть ABAC <45° (см. рисунок слева). Точка D — центр 
окружности, описанной около треугольника АВС. Поскольку С, D = 
= DC, то точка Cj принадлежит этой окружности. Поэтому

ZBCjC = ABAC = а,
а ААСгС = 90°, так как он вписанный и опирается на диаметр АС. 
Следовательно, ААС В = 90° + а.

Если ABAC > 45° (см. рисунок справа), то аналогично получим, что 
ААСг В = 90° -а.

13.23. На стороне АВ треугольника АВС во внешнюю сторону по­
строен равносторонний треугольник. Найдите расстояние между его
центром и вершиной С, если АВ = с и АС = 120°.

„ сУЗОтвет:
Решение. Точка С лежит на окружности, 

описанной около построенного равносто­
роннего треугольника (60° + 120° = 180°), 
поэтому искомое расстояние равно радиусу 
этой окружности, т. е.

R = 2 sin 60°

13.24. В четырёхугольнике ABCD углы В и 
наль АС образует со стороной АВ острый угол 
ной AD —угол в 30°. Найдите острый угол меж­
ду диагоналями АС и BD.

Ответ: 80°.
Решение. Точки А, В, С и D лежат на окруж­

ности с диаметром АС. Поэтому 

^АВ = 2ААСВ = 2(90° - АСАВ) =
2(90° - 40°) = 100°, ^DC = 2ADAC = 60°.

D прямые. Диаго- 
в 40°, а со сторо-
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Если О — точка пересечения диагоналей, то

ZAOB = ^AB + ^DC = = 80°.

13.25. В прямоугольном треугольнике АВС угол при вершине А ра­
вен 60°, О — середина гипотенузы АВ, Р — центр вписанной окружно­
сти. Найдите угол РОС.

Ответ: 15°.
Решение. Первый способ. Поскольку ОС = ОА, a КА = 60°, то тре­

угольник АОС равносторонний, поэтому ZBOC= 120°. С другой сто­
роны,

/В PC = 90° + |ZA = 90° + 30° = 120я

как угол между биссектрисами углов В и С треугольника АВС. Значит, 
точки В, О, Р и С расположены на одной окружности. Следовательно,

ZPOC = ZPBC = 15°.

Второй способ. Поскольку ОС = ОА, a ZA = 60°, то треугольник 
АОС равносторонний, поэтому ZAOC = 60°. Пусть К — точка каса­
ния вписанной окружности с гипотенузой АВ, АВ —2а, г — радиус 
вписанной окружности, р — полупериметр треугольника АВС. Тогда

,Т, f r>z^> АВ -Ь АС — ВСОК = АО- АК = а- (р- ВС) = а - ■------- г-- « =
2а + а — а-/3 а(д/3-1)

~а~ 2 2

АС + ВС — АВ а + а^3-2а а(л/3-1)
КР = г — ------- --------  —-------2------- = ----- 2----- ’

Значит, в прямоугольном треугольнике ОКР катеты ОК и КР равны. 
Следовательно, ZKOP = 45 , а

ZPOC = ЛАОС - АКОР - 60° - 45° = 15я.
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13.26. В параллелограмме ABCD острый угол равен а. Окружность 
радиуса г проходит через вершины А, В, С и пересекает прямые 
AD и CD в точках М и N. Найдите площадь треугольника BMN.

Ответ: 2r2 sin2 a sin 2а.
Решение. Предположим, что точка М 

лежит на прямой AD, а точка N — на пря­
мой CD.

Пусть ABAD = а. Тогда

ABNM = ABAD = a, ABMN = ABCN = а.
Отсюда находим, что

BN = ВМ = 2r sin a, AMBN = 180° - 2а.

Поэтому

SABMN = I BN -ВМ sin ANBM = •,;(2rsina)2sin(180°-2a) =

= 2r2 sin2 a sin 2a.

Если точка M лежит на прямой CD, а точка N — на прямой AD, то 
получим тот же результат.

13.27. Окружность, проходящая через вершины А, В и С паралле­
лограмма ABCD, пересекает прямые AD и СО в точках М и N соответ­
ственно. Точка М удалена от вершин В, С и D на расстояния 4, 3 и 2 
соответственно. Найдите MN.

„ 8Ответ:
Решение. Поскольку

ААВС = A ADC = ANDM,
ААСВ = АМАС = AMNC, 

треугольники NDM и СВА подобны. Сле- 
MN MD „довательно, Кроме того, по­

скольку АВСМ — равнобедренная трапе­
ция, АВ = МС = 3, АС = МВ = 4. Поэтому

MN= АС-МО = 4^ = 8 
АВ 3 3’

13.28. В окружность вписан четырёхугольник ABCD, диагонали ко­
торого взаимно перпендикулярны и пересекаются в точке Е. Прямая, 
проходящая через точку Е и перпендикулярная к ВС, пересекает сто­
рону AD в точке М. Докажите, что ЕМ — медиана треугольника AED, 
и найдите её длину, если АВ = 7, СЕ = 3, AADB = а.
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V 49 - 9 tg2 а 
Ответ: ---- .2sma

Решение. Вписанные углы АСВ и
ADB опираются на одну и ту же дугу, 
поэтому

АЕСВ = ААСВ = AADB = а.
Пусть прямые ME и ВС пересекаются 
в точке Н. Тогда

ADEM = АВЕН = АВСЕ = а, 
поэтому ME = MD. Аналогично ME = 
= МА. Следовательно, М — середина

AD, т. е. ЕМ — медиана треугольника AED.
Из прямоугольных треугольников ВСЕ, АВЕ и AED находим, что

BE = СЕ tg a = 3 tg а, АЕ = А АВ2 - BE2 = у/А9 - 9 tg2 а, 

r _ АЕ _ y'49-9tg2«
— sin a — sin a

1 i/49 -9tg2 a
Следовательно, EM = -AD = —--------•M ’22 sm a

13.29. Дан треугольник ABC. Из вершины А проведена медиа­
на AM, а из вершины В — медиана ВР. Известно, что угол АРВ равен 
углу В МА. Косинус угла АСВ равен 0,8 и ВР = 1. Найдите площадь 
треугольника АВС.

хл 2Ответ:
Решение. Первый способ. Поскольку ААРВ = АВМА, то точки А, 

В, М и Р лежат на одной окружности; СВ и СА — секущие, поэто­
му СМ ■ СВ = СР ■ СА, или 2СМ2 = 2СР2. Следовательно, СМ = СР, 
поэтому СА = СВ, т. е. треугольник АВС равнобедренный, поэтому 

АМ = ВР=1.
£ Пусть МС = х. Тогда АС = 2.x. По теореме ко-
/\ синусов

У У AM2 = CM2 +АС2-2СМ- AC cos ААСВ, или

Р—Aw 1 = х2 + 4х2 — 2х ■ 2х • =.

/ /\ /\\ а 5/у \х\ Отсюда находим, что х=Тогда

// W 1 1 ■> 3
\1/_______ \j 5ДЛВС = ^AC-BCsinZC = |-(2х)2-| =

у3 _ 6М _ 6 5 _ 2
-------“ 5 ” 5 ’ 9 “ 3 ’
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Второй способ. Пусть О — точка пересечения медиан треуголь­
ника АВС. Треугольники АОР и ВОМ подобны (по двум углам). 
Поэтому АО : OB = РО : ОМ. Следовательно, АО ■ ОМ = ВО ■ ОР, или 
^АМ2 = --ВР2 (так как медианы делятся точкой пересечения в отно­

шении 2 : 1, считая от вершины треугольника). Поэтому AM = ВР. 
Следовательно, треугольник АВС равнобедренный. Далее см. первый 
способ.

13.30. В треугольнике АВС угол АВС равен а, угол ВСА равен 2а. 
Окружность, проходящая через точки А, С и центр описанной око­
ло треугольника АВС окружности, пересекает сторону АВ в точке М. 
Найдите отношение AM к АВ.

Решение. Пусть О — центр окружности, описанной около треуголь­
ника АВС. Тогда по теореме об измерении вписанного угла и по тео­
реме о внешнем угле треугольника

ЛАОС = 2ААВС = 2а, ААМС = ЛАОС = 2а,
ШСВ = ААМС - ШВС = 2а-а = а,

а так как /АСВ = 2а, то СМ — биссектриса треугольника АСВ. Следо­
вательно,

AM _ АС _ sin а _ sing
МВ ~ ВС ~ sin(180°-3a) — sin За'

Поэтому
AM _ sing _ sing _ sing _ 1
AB sin a + sin За 2 sin 2a cos a 4 sin a cos2 a 4 cos2 a'

13.31. Точка E лежит на продолжении стороны АС правильно­
го треугольника АВС за точку С. Точка К — середина отрезка СЕ. 
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Прямая, проходящая через точку А перпендикулярно АВ, и прямая, 
проходящая через точку Е перпендикулярно ВС, пересекаются в точ­
ке D. Найдите утлы треугольника BKD.

Ответ: 90°, 60°, 30 .
Решение. Пусть М — точка пересечения прямых ВС и ED. Посколь­

ку
ABAD = ABMD = 90°,

то точки A, D, М, В лежат на окружности с диаметром BD.

Поскольку МК — медиана прямоугольного треугольника СМЕ, то

СК = КМ, АВМК = АСМК = АКСМ = АВСА = 60°,

а так как АВАК = 60°, то точка К принадлежит окружности, проходя­
щей через точки В, А и М, т. е. окружности с диаметром BD. Следова­
тельно,

ABKD = 90°, ABDK = АВАК = 60°,
ADBK = 30°.

13.32. Вне правильного треугольника АВС, но внутри угла ВАС взя­
та точка М так, что угол СМА равен 30° и угол ВМА равен а. Найдите 

угол АВМ.
Ответ: 180° —2а.
Решение. Проведём окружность с цен­

тром в точке В и радиусом ВА. Тогда точ­
ка М принадлежит этой окружности. Значит, 
треугольник АВМ равнобедренный. Следова­
тельно,

А В ААВМ = 180° — 2ААМВ = 180° - 2а.
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13.33. В трапеции MNPQ (MQ || NP) угол NQM в два раза меньше 
13угла MPN. Известно, что NP = МР = MQ = 12. Найдите площадь 

трапеции.
185Ответ: -г- .
О

13Решение. Точки М nN лежат на окружности радиуса — с центром 
в вершине Р. Пусть прямая MQ вторично пересекает эту окружность 
в точке Qt. Тогда вписанный угол MQ^N равен половине соответству­
ющего центрального угла MPN, т. е.

/MQJV = ^MPN = AMQN,

Пусть Н — высота равнобедренного треугольника MPQ. Тогда Н — 
середина основания MQ. По теореме Пифагора

PH = ^PQ2 - QH2 = у/^-36 = |.

Следовательно,

PN+MQ f + 12
^MNPQ — 2 2

5 185
2 ” 8 ’

13.34. Дан угол, равный а. На его биссектрисе взята точка К; 
Р и М — проекции К на стороны угла. На отрезке РМ взята точка А, 
причём КА = а. Прямая, проходящая через А перпендикулярно КА, 
пересекает стороны угла в точках В и С. Найдите площадь треуголь­
ника ВКС.

„ 2 . аОтвет: a ctg
Решение. Заметим, что

АРМ К = КМРК =
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Поскольку отрезок СК виден из точек А и М под прямым углом, то 
точки С, А, К и М лежат на одной окружности. Поэтому

ЛАСК = Л АМК = |.

Аналогично
ЛАВ К = ЛАРК = ~.

Из прямоугольного треугольника АСК находим, что

АС = АК ctg ЛАСК = a ctg |.

Следовательно,

ВС = 2АС = 2а ctg ?, SABKC — 1С -АК = а2 ctg 4.

13.35. Ha биссектрисе угла с вершиной L взята точка А. Точки 
К и М — основания перпендикуляров, опущенных из точки А на 
стороны угла. На отрезке КМ взята точка Р (КР < РМ), и через неё 
перпендикулярно к отрезку АР проведена прямая, пересекающая 
прямую KL в точке Q (К лежит между Q и L), а прямую ML — в точке S. 
Известно, что ЛКЬМ = а, КМ = а, QS = Ъ. Найдите QK.

\/b2 — а2

Ответ: —----- .2 cos |
Решение. Поскольку ЛАКС) = ЛАРС) = 90°, то точки Р, К, Q и А ле­

жат на окружности с диаметром AQ. Следовательно,

AAQS = Л АКМ = ЛАРК =

Аналогично ZASQ = Поэтому треугольник QAS равнобедренный. 
Тогда

до - -2L -21  ( f   Ci ♦
COS 7 COS 72 2
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Из равнобедренного треугольника АКМ находим, что

АК =
$КМ

COS 2 •

По теореме Пифагора из прямоугольного треугольника AKQ находим, 
что

!-------------------- \/ — 0.^
QK = yjAQ?-AK2 =

13.36. В выпуклом четырёхугольнике ABCD проведены диагонали 
АС и BD. Известно, что AD = 2, / ABD = AACD = 90°, а расстояние меж­
ду центрами окружностей, вписанных в треугольники ABD и ACD. 
равно /2. Найдите ВС.

Ответ: VS.
Решение. Пусть О, и О2— центры указанных окружностей. По­

скольку

AAO,D = AAO.D = 90° + ^AACD = 90° + 45° = 135°,
1 z 2

точки А, О1з О2 и D лежат на одной окружности. Пусть О — центр 
этой окружности, R — её радиус. Тогда центральный угол AOD равен 
360° - 2AAO1D = 360° — 270° = 90°, значит, точка О (так же как и точ­
ки В и С) лежит на окружности с диаметром AD, т. е. на окружности, 
описанной около данного четырёхугольника.

Треугольник AOD прямоугольный и равнобедренный, поэтому

R = ОА = OD = = V2,
V2 72

Точка О — середина дуги AD, не содержащей точки В, значит, СО 
и ВО — биссектрисы углов ACD и ABD, поэтому ВОгО — одна прямая 
и СО2О — одна прямая.
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Треугольник ООО, равносторонний (OOj = ОО2 =R= V2 = ОгО2), 
поэтому ZBOC = ZO1OO2 = 60°. Следовательно, по теореме синусов

л/3 г-ВС = AD sin 60° = 2- = л/З.

13.37. В треугольнике АВС перпендикуляр, проходящий через се­
редину стороны АВ, пересекает прямую АС в точке М, а перпендику­
ляр, проходящий через середину стороны АС, пересекает прямую АВ 
в точке N. Известно, что MN = ВС и прямая MN перпендикулярна 
прямой ВС. Найдите углы треугольника АВС.

Ответ: А А = 60°, АВ = 15°, АС = 105° или А А = 60°, АВ = 105°, 
АС= 15й.

Решение. Пусть ВС = a; D и Е — середины АВ и АС. Точки Е, М, D 
и N лежат на окружности с диаметром MN (так как AMEN = AMDN = 
= 90°), MN = a, ED = '-^ (средняя линия треугольника АВС). Тогда по 
теореме синусов DE = MN sin ADME. Следовательно,

sinZDME = И = | = J-

Тогда либо ADME = 30°, либо ADME = 150°.
Пусть ADME = 30°. Тогда

ABAC = AMAD = 90° - AEMD = 60°.

Вписанные углы EDN и EMN опираются на одну и ту же дугу, DE || ВС 
(как средняя линия), а ААВС = ADMN (как углы с соответственно пер-
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пендикулярными сторонами). Поэтому

AEMN = AEDN = AEDA = ААВС = ADMN.

Следовательно,

ААВС = t;AEMD = 15°.

Тогда
ААСВ = 180° - 60° - 15° = 105°.

Если же ADME = 150°, рассуждая аналогично, получим, что 

ABAC = 60°, ААСВ = 15°, ААВС = 105°.
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13.38. В равносторонний треугольник АВС вписана полуокруж­
ность с центром О на стороне АВ. Некоторая касательная к полу­
окружности пересекает стороны ВС и СА в точках М и N соответ­
ственно, а прямая, проходящая через точки касания сторон ВС и АС 
с полуокружностью, пересекает отрезки ОМ и ON соответственно 
в точках Р и Q. Найдите PQ, если MN = 2.

Ответ: 1.
Пусть X и Y — точки касания полуокружности со сторонами ВС 

и АС. Тогда

ZNOM = ^/XOY = | (180° - 60°) = 60°, ZCXY = 60°.

Поэтому точки М, X, О и Q лежат на одной окружности, причём МО — 
диаметр этой окружности. Следовательно, MQ — высота треугольни­
ка MON. Аналогично докажем, что NP — высота треугольника MON.

Поэтому треугольник POQ подобен треугольнику NOM с коэффи­
циентом

cos /NOM = cos 60° =

Следовательно,

PQ = MN cos 60° = 2 ? = 1.

Задачи на доказательство и вычисление

13.39.1. В окружность вписан четырёхугольник с тремя равными 
сторонами.

а) Докажите, что в этом четырёхугольнике есть параллельные сто­
роны.
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б) Найдите диагонали четырёхугольника, если радиус окружности 
равен 25, а каждая из трёх равных сторон четырёхугольника равна 30.

Ответ: 48.
Решение, а) Пусть четырёхугольник ABCD вписан в окружность, 

причём АВ = ВС = CD. Вписанные углы АСВ и CAD опираются на рав­
ные хорды, поэтому ААСВ = ACAD. Следовательно, ВС || AD.

б) Обозначим ABAC = а. По теореме синусов
СВ 30 3

sm Я - 2.25 “ 50 “ 5 ’
а так как а < 90° (как половина угла BAD треугольника BAD), то

cos а = а/1 - sin2 а =

Пусть ВН — высота равнобедренного треугольника АВС. Тогда
4

АС = 2АН = 2-ABcosa = 2-30-= 48.

Аналогично BD = 48.
13.40.1. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD. Известно, что

cos ZABC = -cos AADC.

а) Докажите, что этот четырёхугольник вписанный.
б) Найдите радиус окружности, описанной около четырёхугольни­

ка, если ААСВ = 30°, ВС = 6, а высоты треугольников ABD и CBD, про­
ведённые из вершины В, равны.

Ответ: 6.
Решение, а) Из равенства cos ААВС = - cos AADC следует, что сум­

ма противоположных углов АВС и ADC четырёхугольника ABCD рав­
на 180°. Значит, около него можно описать окружность.

б) Точка В лежит внутри угла ADC и равноудалена от его сторон 
DA и DC, значит, DB — биссектриса этого угла. Поэтому АВ = ВС = 6.
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Пусть R— радиус окружности, 
ка ABCD. По теореме синусов

описанной около четырёхугольни-

R = АВ
2 sin ZACB 2 sin 30 = 6.6

13.41.1. Диагонали трапеции перпендикулярны боковым сторонам.
а) Докажите, что трапеция равнобедренная.
б) Найдите площадь трапеции, если её основания равны 10 и 26.

Ответ: 216.
Решение, а) Пусть AD и ВС — основа­

ния трапеции ABCD. Поскольку AABD = 
= AACD = 90°, точки А, В, С и D лежат 
на окружности с диаметром AD, т. е. око­
ло трапеции ABCD можно описать окруж­
ность. Следовательно, трапеция равнобед­
ренная.

б) Пусть AD = 26, ВС = 10, СК — высота 
трапеции. Тогда

KD = AD~BC = 8, АК = AD + BC = 18,

а так как СК — высота прямоугольного треугольника ACD, проведён­
ная из вершины прямого угла, то СК = VAK-KD = -/18-8 = 12. Следо­
вательно,

Sabcd = AD^BC • СК = 18 • 12 = 216.

13.42.1. Дан параллелограмм ABCD. Прямая CD касается окружно­
сти, описанной около треугольника ABD.

а) Докажите, что диагональ BD равна одной из сторон параллело­
грамма.
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б) Найдите площадь параллелограмма ABCD, еслиВИ=2 и ABCD= 
=45",

Ответ: 4.
Решение, а) Проведём диаметр окружности через точку D. По­

скольку CD — касательная к окружности, этот диаметр перпендику­
лярен CD, а значит, перпендикулярен и хорде АВ, параллельной CD. 
Диаметр, перпендикулярный хорде, делит её пополам, значит, высота 
треугольника ADB, проведённая из вершины D, является медианой. 
Значит, треугольник ABD равнобедренный с основанием АВ. Следо­
вательно, BD = AD.

б) В равнобедренном треугольнике ABD угол при основании ра­
вен 45°, значит, AADB = 90°. Следовательно,

SABCD = ZS&abd = 2 • < AD • BD = AD ■ BD = 2-2 = 4.

13.43.1. Две окружности пересекаются в точках А и В. Через точ­
ку В проведена прямая, пересекающая окружности в точках С и D, ле­
жащих по разные стороны от прямой АВ. Касательные к этим окруж­
ностям в точках С и D пересекаются в точке Е.

а) Докажите, что четырёхугольник ACED вписанный.
б) Найдите АЕ, если АВ = 10, АС = 16, AD = 15.
Ответ: 24.
Решение, а) Из теоремы об угле между касательной и хордой следу­

ет, что ABAC = AECD и ABAD = AEDC. Поскольку луч АВ лежит между 
сторонами угла CAD, то

ACAD = ABAC + ABAD = AECD + AEDC = 180° - ACED.

Следовательно, около четырёхугольника ADEC можно описать окруж­
ность.

б) Докажем подобие треугольников АВС и ADE. Действительно, 
так как четырёхугольник ABCD вписанный, то ABAC = AECD = AEAD 
(вписанные углы, опирающиеся на одну дугу). Аналогично ААСВ = 
= AAED. Следовательно, треугольники АВС и ADE подобны по двум
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„ АЕ AD углам. Тогда откуда находим, что2Т.С

А£ = А2гАС = 1^6 = 24.
АВ

13.44.1. В остроугольном треугольнике АВС из вершин А и С опу­
щены высоты АР и CQ на стороны ВС и АВ.

а) Докажите, что ABPQ = ABAC.
б) Известно, что площадь треугольника АВС равна 96, площадь 

четырёхугольника AQPC равна 72, а радиус окружности, описанной 
около треугольника АВС, равен -Д. Найдите PQ.

Ответ: 8.
Решение, а) Из точек Р и Q отрезок АС 

виден под прямым углом, значит, эти точ­
ки лежат на окружности с диаметром АС. 
Тогда ACPQ — вписанный четырёхуголь­
ник, поэтому

ZBPQ = 180° - ZCPQ = ZQAC = ABAC.

б) Треугольник BPQ подобен тре­
угольнику ВАС по двум углам (угол при 
вершине В — общий), а так как

■Sabpq — SABAC — SAqPC — 96 — 72 — 24, 

то отношение площадей этих треугольни- 
24 1ков равно — = С одной стороны, ко­

эффициент подобия равен квадратному 
1 корню из отношения площадей, т. е.

Значит, PQ = -АС.
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ВРС другой стороны, коэффициент подобия равен -тг, = cos ZB. По-

этому cos ZB = ~. Тогда
д/3ZB = 60°, sin ZB = sm 60° = .

Пусть R — радиус описанной окружности треугольника АВС. По тео­
реме синусов

АС = 2Rsin ZB 2 • -Ц= 16.
УЗ 2

Следовательно, PQ = -^АС = 8.

13.45.1. В треугольнике АВС известно, что ABAC = 60°, ААВС = 45". 
Продолжения высот треугольника АВС пересекают описанную около 
него окружность в точках М, N, Р.

а) Докажите, что треугольник MNP прямоугольный.
б) Найдите площадь треугольника MNP, если ВС = 12.
Ответ: 24д/3.
Решение, а) Пусть продолжения высот треугольника АВС, про­

ведённых из вершин А, В и С, пересекают описанную
окружность в точках М, N и Р соот­
ветственно. Тогда вписанные углы PNB 
и РСВ опираются на одну и ту же дугу, по­
этому APNB = АРСВ. Аналогично AMNB = 
= АМАВ, значит,

APNM = APNB + AMNB =
= АРСВ + АМАВ =

= (90° - ААВС) + (90° - ААВС) =
= 90° - 45° + 90° - 45° = 90°.

около него

б) Аналогично получим, что ANMP = 60°. Тогда AMPN = 30°. Пусть 
R — радиус описанной окружности треугольника АВС. По теореме си­
нусов

ВС 12 12
2sinZBAC “ 2sin60 “ фз “

Тогда

MN = 2R sin AMPN = 2R sin 30° = R = 4a/3, 

NP = 2R sin ANMP = 2R sin 60° = Ra/3 = 12.

Следовательно,

|w' NP = | • 4-/3 • 12 = 24a/3.
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13.46.1. В прямоугольный треугольник вписан квадрат так, что две 
его вершины лежат на гипотенузе, а две другие — на катетах.

а) Докажите, что центр квадрата лежит на биссектрисе прямого 
угла треугольника.

б) Радиус окружности, описанной около треугольника, относится 
к стороне квадрата как 13:6. Найдите углы треугольника.

Ответ: arctg3, arctg|.

Решение, а) Пусть сторона MN квадра­
та KLMN с центром О лежит на гипотену­
зе АВ прямоугольного треугольника АВС, 
а вершины К и L — на катетах АС иВС со­
ответственно. Из точек С и О отрезок KL 
виден под прямым утлом, значит, точки 
С и О лежат на окружности с диамет­

ром KL. Вписанные в эту окружность углы ОСК и ОСЬ опираются на 
равные дуги, следовательно, СО — биссектриса угла АСВ.

б) Обозначим АВ = с, MN = х, КВАС = а. Тогда KBLM — а. Из пря­
моугольных треугольников AKN и BLM находим, что

AN = KN ctg а = х ctg а, ВМ = ML tga = xtg a, 

а так как AN + MN + ВМ = AB, to x ctg a + x + x tg a = с. Отсюда

ctg a +1 + tg a = - = 2 • = 2 • ” = tg a 4 —— = nr b b x x 6 3 ’ ° tga 3
(радиус описанной окружности прямоугольного треугольника равен

С 1половине гипотенузы, т. е. ^). Следовательно, tga = 3 или tga = - .

13.47.1. Окружность с центром О, вписанная в треугольник АВС, 
касается сторон АВ и АС в точках М и N соответственно, АН — высо­
та треугольника. Прямые MN и ВС пересекаются в точке К.

а) Докажите, что КМКВ = КОАН.
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б) Найдите АК, если ААВС = 77°, ААСВ = 17°, а отрезок, соединя­
ющий точку Н с серединой MN, равен 8.

Ответ: 16.
Решение, а) Поскольку АН 1.ВС и АО 1MN, углы МКВ и ОАН рав­

ны как углы с соответственно перпендикулярными сторонами.

б) Пусть Р — точка пересечения MN и АО. Тогда ЛАРК — ААНК = 
= 909. Из точек Р и Н отрезок АК виден под прямым углом, значит, 
эти точки лежат на окружности с диаметром АК, а так как АО — бис­
сектриса угла ВАС, то

АРАН = КОАН = АОАВ - АВАН = | ABAC - АВАН =

= | (180° - А АВС - ААСВ} - (90° - ААВС} =

= (ААВС — ААСВ} = |(77°-17°) = 30°.

По теореме синусов



§ 14. Вспомогательные подобные треугольники

Подготовительные задачи

14.1. Боковая сторона треугольника разделена на пять равных ча­
стей; через точки деления проведены прямые, параллельные основа­
нию. Найдите отрезки этих прямых, заключённые между боковыми 
сторонами, если основание равно 20.

Ответ: 4, 8, 12, 16.
г\ Решение. Каждая из четырёх указанных пря-
f мых отсекает от данного треугольника подобный

1 \ ему треугольник (признак подобия треугольни-
/ \ ков по двум углам). Коэффициенты подобия рав-

—Т---------- л- 12 3 4I \ ны и у. Тогда соответствующие отрезки
~г равны

*■------------------12 3 420 |-20 = 4, 1-20 = 8, = 20 12, ,.--20 = 16.

14.2. Точка М расположена на боковой стороне АВ трапеции ABCD, 
причём AM: ВМ = 2:1. Прямая, проходящая через точку М параллель­
но основаниям AD и ВС, пересекает боковую сторону CD в точке N. 
Найдите MN, если AD = 18, ВС = 6.

Ответ: 10.
% “—£ Решение. Проведём диагональ ВО. Пусть

М/ \/у она пересекается с отрезком MN в точке Р.
/ \ По теореме о пропорциональных отрезках
/ \\ ВР CN ВМ 1
ZPD ~ ND ~ AM ~ 2’
4 18 D „ -Треугольник BMP подобен треугольни­
ку BAD с коэффициентом ~ = ■%, а треугольник DNP подобен 

аа DN 2треугольнику DCB с коэффициентом , поэтому

11 2 2МР = -Л!) = 18 = 6, NP = -В(. = --6 = 4,

следовательно, MN = МР +NP = 6 + 4= 10.
14.3. На боковых сторонах АВ и CD трапеции ABCD отмечены точ-

•• AM DN 3 тт м ....ки М и N соответственно, причем, -г-гр = Найдите MN, если
1V11D V/

ВС = а и AD = Ъ.
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„ 2а+ЗЬОтвет: —=—.
Решение. Проведём через точку М прямую, параллельную основа­

ниям. Пусть —точка её пересечения с CD. Из теоремы Фалеса сле-
2 _дует, что СА\ = -pCD = CN. Поэтому точка Nt совпадает с N. Следова­

тельно, MN || AD.
Первый способ. Проведём диагональ АС и обозначим через К точку 

её пересечения с MN. Из подобия треуголь-
3 

ников АМК и АВС находим, что МК = ~Ъ,
а из подобия треугольников CKN и CAD на- 

2
ходим KN = $а. Следовательно,

D

Через вершину С прове-

MN = МК + KN =

Второй способ. Предположим, что а > Ъ.
дём прямую, параллельную боковой стороне АВ. Пусть Р —точка её 
пересечения с основанием AD, a Q — с отрезком MN. Из подобия тре­
угольников CQN и CPD находим, что

2 2QN = jPD =

Тогда

MN = Ь + |(а-Ь) =

Аналогично для а < Ъ.

14.4. На диагоналях АС и BD трапеции ABCD с основаниями AD 
и ВС взяты соответственно точки М и N, причём AM: МС = DN: NB = 
= 1:4. Найдите MN, если AD = а, ВС = Ь (а>Ь).

_ 4а - ЪОтвет: —=—.
Решение. Проведём через точку М прямую, параллельную основа­

ниям. Пусть К и N] —её точки пересечения со стороной CD и диаго­
налью BD соответственно. Из теоремы Фа­
леса следует, что

DK : КС = AM : МС = 1:4, 

DN1 : N^B = DK : КС = 1 : 4.

Поэтому точка совпадает с точкой 
Следовательно, MN || AD.

N.
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Из подобия треугольников СКМ и CDA находим, что 
4 4МК = =AD = |а,

а из подобия треугольников DKN и DCB — что
KN = |ВС = |b.

Следовательно,
MN = МК - KN =

14.5. В прямоугольный треугольник с катетами 6 и 8 вписан квад­
рат, имеющий с треугольником общий прямой угол. Найдите сторону 
квадрата.

24Ответ: -?
Решение. Пусть вершина М квадрата CKML лежит на гипотену­

зе АВ прямоугольного треугольника АВС, а вершины К и L — на 
катетах АС и ВС соответственно; АС = 6, ВС = 8. Обозначим сторону 
квадрата через х.

Первый способ. Из подобия прямоугольных треугольников АВС 
и MBL следует, что

BL LM
ВС ~ АС’ или

24 откуда х = —.
Второй способ. Соединим С и М. Тогда 

S&ABC ~ ^ЛАМС +

| АС ■ ВС = | АС ■ МК + |ВС • ML,

• 6 • 8 = | • бх +| • 8х,

24откуда х= —.
14.6. В прямоугольном треугольнике АВС катет АВ равен 21, а ка­

тет ВС равен 28. Окружность, центр О которой лежит на гипотену­
зе АС, касается обоих катетов. Найдите радиус окружности.

Ответ: 12.
Решение. Первый способ. Пусть Р — точка касания окружности с ка­

тетом ВС. Обозначим через R радиус окружности. Из подобия тре­
угольников СРО и СВА следует, что

28-Я 28
R ~ 2Г

Отсюда находим, что R = 12.
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Второй способ. Соединим В и О. Тогда
1 91R 15даов = | АВ • R = SACOB = 4 BC.R= 14Я.

Поскольку

28-R

■5даов + ^дсов — 3/\лвс — ^АВ-ВС- — 2 '21'28, 27 R
имеем уравнение

91J? 1^ + 14К = ^-21-28,

из которого находим, что R = 12.
14.7. Точка М лежит на боковой стороне АС равнобедренного тре­

угольника АВС с основанием ВС, причём ВМ = ВС. Найдите МС, если 
ВС=1 и АВ = 2.

„ 1Ответ:
Решение. Треугольник МВС равнобедренный, поэто­

му
АВМС = АВСМ = АВСА.

Равнобедренные треугольники ВМС и АВС подобны по 
МС ВС „двум углам, значит, = -тт-.. Следовательно,

mc = bc.S£ = 1.1 = 1
14.8. Точка D лежит на стороне АС треугольника АВС, причём 

AABD = АВСА. Найдите отрезки AD и DC, если АВ = 2 и АС = 4.
Ответ: 1 и 3.
Решение. Треугольники ABD и АСВ подобны по двум углам (ZA об-

AD АВщий, AABD = АВСА по условию). Поэтому -тт = -г^- Следовательно,

AD =

14.9. Диагонали выпуклого четырёхугольника ABCD равны 12 и 18 
и пересекаются в точке О. Найдите стороны четырёхугольника с вер­
шинами в точках пересечения медиан треугольников АОВ, ВОС, COD 
и AOD.
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Ответ: 4, 6, 4, 6.
Решение. Пусть М и N — середины сторон АВ и ВС соответственно; 

Р и Q — точки пересечения медиан треугольников АОВ и ВОС соот­
ветственно; АС = 12, BD = 18.

OP OQ 2Поскольку = g, треугольники OPQ и OMN подобны с ко-
2 2эффициентом -, поэтому PQ = 4MN, а так как MN — средняя линия 

треугольника АВС, то MN = ±АС. Следовательно,

2 1 1PQ = | • ±АС = | • 12 = 4.

Аналогично найдём остальные отрезки.

Тренировочные задачи

14.10. В круге проведены две хорды АВ и CD, пересекающиеся 
в точке М; К — точка пересечения биссектрисы угла BMD с хор­
дой BD. Найдите отрезки ВК и KD, если BD = 3, а площади треуголь­
ников СМВ и AMD относятся как 1:4.

Ответ: 1 и 2.
Решение. Треугольники ВМС и DMA подобны (ZMCB = ZDCB = 

= ZDAB = ZDAM). Поскольку площади этих треугольников относятся
Р как 1: 4, то коэффициент подобия равен у.

Поэтому DM = 2ВМ.
/ / \\\ Поскольку МК — биссектриса треуголь-
/ / \ \ А ника BMD, то
\Л A/\\l Kl) DM ?

А\ ------------ MW /7 КВ ~ ВМ ~
\ \ // Следовательно,

X. jr 2 1--------"г KD = ^BD = 2, ВК = 4;BD = 1.
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14.11. В прямоугольной трапеции основания равны 17 и 25, а боль­
шая боковая сторона равна 10. Через середину М этой стороны про­
ведён к ней перпендикуляр, пересекающий продолжение второй бо­
ковой стороны в точке Р. Найдите МР.

Ответ: 35.
Решение. Пусть N — середина меньшей боковой стороны АВ тра­

пеции ABCD, К — проекция вершины С 
большее основание AD. По теореме Пи­
фагора

СК = ..CD КП = \/CD2 - {AD - АК}2 =

= CD2-{AD-ВС}2 = VI0 8 = 6.

Из подобия треугольников NMP и KCD
. , MN РМ(по двум углам) находим, что 7=7 = 77-7.

СК С17
ГТ MN’CD „ ....Поэтому РМ = ——. Поскольку МЛ/ = 
= ^{AD + ВС} (средняя линия трапе­

ции), то

меньшего основания ВС на

РМ = 21-10
6 = 35.

14.12. В трапеции ABCD даны основания AD = 12 и ВС = 8. На про­
должении стороны ВС отложен отрезок СМ = 2,4. В каком отношении 
прямая AM делит площадь трапеции ABCD?

Ответ: 1:1.
Решение. Пусть отрезки AM и CD пересекаются в точке К. Из подо­

бия треугольников МКС и AKD находим, что
СК СМ 2,4 1
KD ~ AD 12 5'

Опустим перпендикуляры КР и СН на AD. Из подобия прямоугольных 
треугольников KPD и CHD следует, что

КР КР 5
СН - CD ~ 6’

поэтому КР = |сн. Значит,

SABCD = BC + AD ■ СН = • СН = WCH,

Saakd = dAD ■ КР = С12 ■ |СН = 5СН.
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Следовательно,
S^AKD _ 1
$лвсь 2 ’ SABCK

14.13. Через точку пересечения диагоналей трапеции проведена 
прямая, параллельная основаниям. Найдите длину отрезка этой пря­
мой, заключённого внутри трапеции, если основания трапеции рав­
ны а и Ь.

_ 2аЬОтвет: ----а + Ь
Решение. Пусть М— точка пересечения диагоналей АС и BD тра­

пеции ABCD, X и Y — точки пересечения данной прямой с боковыми 
сторонами АВ и CD. Из подобия треугольников ВМС и DMA находим,

Поэтому

AM АР а
МС - ВС ~ Ъ'

„ АМ аПоэтому — = —
Из подобия треугольников АМХ и АС В на­

ходим, что
MX _ AM _ а
ВС АС а + Ь'

MX = -+-ВС = а + Ь а + Ь

Аналогично находим, что MY = Следовательно,

XY = MX+MY = а + Ь

14.14. В угол вписаны касающиеся внешним образом окружности 
радиусов г и R (r<R). Первая из них касается сторон угла в точках 
А и В. Найдите АВ.

_ 4rVRrОтвет: .
Решение. Пусть О, —центр меньшей окружности, а большая ок­

ружность с центром О2 касается луча ОА в точке С, а меньшей окруж­
ности— в точке К.

Линия центров двух касающихся окружностей проходит через их 
точку касания, поэтому

О^О2 — КО. -г КО2 — г IjR-
Опустим перпендикуляр O.F из центра меньшей окружности на 

радиус О2С большей окружности. Тогда OXACF — прямоугольник, по­
этому

O2F = О2С — PC = О2С — О.А = R — r.
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Из прямоугольного треугольника O1fO2 находим, что

O,l- = - O-2F2 = \/(R + r)2—(R — r)2 = 2jRr.

Пусть луч 00v (биссектриса угла AOB} пересекает отрезок АВ 
в точке D. Тогда АВ 1ООЬ D — середина АВ и

/АО-!) = 90° - ZFOxO2 = AOXO2F,

поэтому прямоугольные треугольники AOXD и O}O2V подобны, зна-
AD AOj AD г лг, 2ia/Rt

чит> — = —2’или 1“тт= = ~ откуда НаХ0ДИМ’ что AD = -R-T

Следовательно, АВ = 2AD = .

14.15. Основания трапеции равны а и Ь. Прямая, параллельная ос­
нованиям, разбивает трапецию на две трапеции, площади которых 
относятся как 2:3. Найдите длину отрезка этой прямой, заключён­
ного внутри трапеции.

_ /За2+2Ь2 /2а2 + ЗЬ2
Ответ: у---- =---- или у------ ------.
Решение. Первый способ. Пусть М и N — точки на боковых сторо­

нах соответственно АВ и CD трапеции ABCD, и пусть AD = Ъ и ВС = 
= а (b>a), MNftAD; Р — точка пересечения с MN прямой, проходя­
щей через точку С параллельно АВ, Q — точка пересечения с AD пря­
мой, проходящей через точку N параллельно АВ. Обозначим MN х; 
1р и h2 — высоты подобных треугольников PCN и QND.

Пусть отношение площадей трапеций BMNC и MADN равно 2: 3, 
тогда

2 
(x+a)h1 = g -(b + x)h2,

hi 2 b+x откуда- =
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Из подобия треугольников CPN и NQD 
hi х-а „ следует, что — = т---- . ПоэтомуП-2 О — X

2 Ъ+х _х-а
3 х + а Ь-х'

Из этого уравнения находим, что х = 
/За2 + 2Ь2

5
Если же отношение площадей трапеций BMNC и MADN равно 3 :2, 

2a2+3b
5ге аналогично найдём, что MN =

Второй способ. Пусть О — точка пересечения продолжений боко­
вых сторон АВ и DC, S — площадь треугольника ВОС, отношение пло­
щадей трапеций BMNC и MADN равно 2:3, MN = х— искомый отре- 

2зок. Тогда SAMN0 — S = (_SAAOD — SAMNO), 
или

az
■S-

„ 2 За2 + 2/гОтсюда находим, что х —---- ------.
Если же отношение площадей трапе­

ций BMNC и MADN равно 3 : 2, то анало­

гично найдём, что MN = 2a2+3b2
5

14.16. Около окружности описана равнобедренная трапеция. Боко­
вая сторона трапеции равна 4, отрезок, соединяющий точки касания 
боковых сторон с окружностью, равен 1. Найдите диаметр окружно­
сти.

Ответ: 2.
Решение. Пусть вписанная окружность касается боковой сторо­

ны АВ равнобедренной трапеции ABCD в точке М, а боковой сто­
роны CD — в точке N. Тогда MN || AD. Центр О этой окружности 
расположен на средней линии PQ трапеции (точка Q — середина CD), 
а проекция К точки О на MN — середина MN.

По свойству описанного четырёхугольника
_ AD + BC _ AB + CD _ 4 + 4 _ .

< 2 2 2

Тогда OQ= у-4=2.
Из подобия треугольников OKN и QNO следует, что

KN ON
ON ~ OQ’
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откуда находим, что

ON2 = OQ-K7V = 2-| = 1.

Поскольку ON — радиус вписанной окружности, диаметр окружности 
равен 2.

14.17. В некоторый угол вписана окружность радиуса 5. Хорда, со­
единяющая точки касания, равна 8. К окружности проведены две ка­
сательные, параллельные хорде. Найдите стороны полученной трапе­
ции.

25 25Ответ: 5, 20, у, у.
Решение. Пусть О—центр окружности, Р и Q — точки касания 

окружности с боковыми сторонами CD и АВ полученной равнобед­
ренной трапеции ABCD, К — середина PQ, М — середина CD.

OP КРИз подобия треугольников РКО и ОРМ находим, что ууут = ^р, по- 
ОР2 25 25этому ОМ = -^р- = Поскольку средняя линия трапеции равна —,

25CD = АВ =

Пусть N — проекция вершины С на большее основание AD. Из 
подобия треугольников CND и РКО находим, что = -^р, значит,
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CN-KO 10-3 15ND = —— = — — = а так как отрезок AN равен средней линии
25трапеции, то AN = Следовательно,

25 15AD = AN +ND = у + ~ = 20, ВС = AD - 2ND = 20 - 15 = 5.

14.18. Расстояние от центра О окружности, описанной около тре­
угольника АВС, до стороны ВС равно 1. Найдите расстояние от точки 
пересечения высот до вершины А.

Ответ: 2.
Решение. См. [2], с. 155.
14.19. Через точку С проведены две прямые, касающиеся заданной

окружности в точках А и В. На большей из дуг АВ взята точка D, для
которой CD = 2 и sin ZACD ■ sin ABCD — |. Найдите расстояние от точ­

ки D до хорды АВ.
„ 2^3Ответ: ——.
Решение. Пусть Р, Р и Q — основания 

перпендикуляров, опущенных из точки D 
на прямые АС, АВ и ВС соответствен­
но. Поскольку отрезок AD виден из точек 
Р и F под прямым углом, то эти точки ле­
жат на окружности с диаметром AD. Ана­
логично точки Q и F лежат на окружности 
с диаметром BD. Поэтому

ADFP = ADAP, AABD = ADQF.
Кроме того, ADAP = AABD по теореме об угле между касательной 
и хордой, следовательно, ADFP = ADQF. Аналогично ADPF = ADFQ. 
Значит, треугольники FPD и QFD подобны по двум углам. Следова­
тельно,

DP DF
DF ~ DQ’

DF2 = DP-DQ = (CD sinZACD) • (CD sin ABCD) = ^CD2 = |.

Таким образом,

DF = _2_
V3

2УЗ
3

14.20. В трапеции ABCD даны основания AB = a и CD = b (a<b). 
Окружность, проходящая через вершины А, В и С, касается сторо­
ны AD. Найдите диагональ АС.

Ответ: v’ob.
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Решение. Из теоремы об угле меж­
ду касательной и хордой следует, что 
ZDAC = ААВС.

Поскольку прямые АВ и CD парал­
лельны, ADCA — КВАС. Следовательно, 
треугольники ADC и ВСА подобны, по- 

АВ АСэтому ттг = тщ. Отсюда находим, что 
CjLJ

АС2 = АВ ■ CD = ab.

14.21. Точка пересечения медиан треугольника АВС, вершина А 
и середины сторон АВ и АС лежат на одной окружности. Найдите 
медиану, проведённую из вершины А, если ВС = а.

„ а УЗОтвет: ~2~-
Решение. Пусть К, Р и Q — середи­

ны сторон ВС, АС и АВ соответственно, 
М — точка пересечения медиан треуголь­
ника АВС.

Обозначим МК = х. Медианы треуголь­
ника точкой пересечения делятся в отно­
шении 2: 1, считая от вершины, поэтому 
AM = Зх.

Отрезок PQ — средняя линия треуголь­
ника АВС, поэтому PQ || ВС, значит,

ABPQ = КСВР = /КВМ.

Точки А, Р, М и Q лежат на окружности, поэтому

АКАВ = KMAQ = АМРО = ABPQ = МКВМ.
Треугольники КАВ и КВМ подобны по двум углам (угол при вер­

шине К общий), значит, = откуда КМ ■ АК = ВК2, или х • Зх = 

= ( 5 I . Отсюда находим, что х= Следовательно,

АК = Зх = 3 • -^= =
2л/3 2

14.22. Из вершины тупого угла А треугольника АВС опущена 
высота AD. Проведена окружность с центром в точке D и радиусом, 
равным AD. Она пересекает стороны треугольника АВ и АС в точках 
М и N соответственно. Найдите сторону АС, если известно, что 
АВ = с, AM = т и AN = п.
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Ответ: —.п
Решение. Продолжим AD до пересечения с указанной окружно­

стью в точке Р. Тогда AAMN = AAPN, а так как AANP = 90°, то
AAPN = ААСВ. Поэтому треугольники 
AMN и АСВ подобны. Следовательно,

AM AN
АС ' АВ'

Отсюда находим, что

_ АВ-АМ _ тс
“ AN ~ п '

14.23. В треугольнике АВС угол С тупой, D — точка пересечения 
прямой DB, перпендикулярной к АВ, и прямой DC, перпендикулярной 
к АС. Высота треугольника ADC, проведённая из вершины С, пересе­
кает АВ в точке М. Известно, что АМ = а, МВ — Ь. Найдите АС.

Ответ: уа(а \ Ь).
Решение. Поскольку AABD = AACD = 90°, точки А, С, В и D лежат 

на окружности с диаметром AD.

Пусть CN — высота треугольника ADC. Продолжим CN до пересе­
чения с окружностью в точке К. Отрезок AD —диаметр, перпендику­
лярный хорде СК, поэтому CN = NK и АС — АК. Следовательно,

ААСК = ААКС = ААВС.

Поэтому треугольники САМ и ВАС подобны по двум углам. Тогда
АС АМ~ = -тут. Отсюда находим, что
ЛЬ АС

АС2 = АМ ■ АВ = а (а + b), АС = v'afa + b).
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14.24. Через центр окружности, описанной около треугольни­
ка АВС, проведены прямые, перпендикулярные сторонам АС и ВС. 
Эти прямые пересекают высоту СН треугольника или её продолже­
ние в точках Р и Q. Известно, что СР = р, CQ = q. Найдите радиус 
окружности, описанной около треугольника АВС.

Ответ', л/pq.
Решение. Первый способ. Пусть R — радиус окружности, описанной 

около треугольника ABC, ABAC = а, ААВС = /3. Из равнобедренных 
треугольников АРС и BQC находим, что

АС = 2р sin а, ВС = 2q sin (3.

Поскольку
AC = 2Rsin(3, ВС = 2jRsina,

то
2р sin а = 2R sin 13, 2q sin [3 = 2R sin а.

Перемножив почленно эти равенства, получим, что R? = pq.

Второй способ. Предположим, что АВС — остроугольный треуголь­
ник. Тогда АСОР—ААВС, a AOQP = ААВС как углы с соответственно 
перпендикулярными сторонами, значит, ACOP = AOQP.

Треугольники OQC и РОС подобны по двум углам, следовательно, 
откуда R2 = ОС2 = СР ■ CQ = pq.

Аналогично для тупоугольного треугольника.
14.25. Через центр О окружности, описанной около остроугольно­

го треугольника АВС, проведена прямая, перпендикулярная ВО и пе­
ресекающая отрезок АВ в точке Р и продолжение отрезка ВС за точ­
ку С в точке Q. Найдите ВР, если известно, что АВ = с, ВС = а и BQ = р.
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аРОтвет: —с
Решение. Пусть прямая PQ пересекает 

описанную окружность в точках М и N 
(N лежит между Р и Q). Тогда

<хМВ = oNB,

ABAC = МА = =

= | biffi - ^NC) = AMQB.

Следовательно, треугольники ABC и QBP подобны по двум углам. По- 
ВС АВ „этому — = Отсюда находим, что

Рр. . ВС'В(2 . аР вр - м - Т

14.26. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность. Диагональ АС 
является биссектрисой угла BAD и пересекается с диагональю BD 
в точке К. Найдите КС, если ВС = 4, а АК = 6.

Ответ: 2.
Решение. Обозначим КС = х. Тогда 

АС = КС + АК — х + 6. Треугольник КВС 
подобен треугольнику ВАС (по двум уг­
лам), так как

АКВС = ADBC = ADAC = ABAC,
КС ВС X 4поэтому ’ ’ др или 4 = —Из этого уравнения находим, что 

х = 2.
14.27. Продолжение медианы треугольника АВС, проведённой из 

вершины А, пересекает описанную около треугольника АВС окруж­
ность в точке D. Найдите ВС, если AC = DC = 1.

Ответ: 42.
Решение. Пусть М — середина ВС. По­

скольку AADC = ААВС = ACBD, треугольник
DCM подобен треугольнику BCD по двум уг- 

„ DC СМлам. Следовательно, =
£)С 17С

Обозначим ВМ = СМ = х. Тогда = р
, 1Отсюда находим, что х = х. Следовательно,

ВС = 2х = 42.
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14.28. Радиус окружности, описанной около треугольника KLM, 
равен R. Через вершину L проведена прямая, перпендикулярная 
стороне КМ. Эту прямую пересекают в точках А и В серединные 
перпендикуляры к сторонам KL и ЕМ соответственно. Известно, что 
AL а. Найдите BL.

д2
Ответ: —, а
Решение. Рассмотрим случай, ко­

гда треугольник KLM остроугольный. 
Пусть О — центр его описанной окруж­
ности. Обозначим /LKM = а. Тогда 
/МОЕ = 2а как центральный угол, со­
ответствующий вписанному углу LKM, 
a /ЕОВ=^/МОЕ = а.

С другой стороны,
ZOAL = 90° - AALK = 90° - (90° - а) = а, 
поэтому треугольники OAL и BOL по-

BL OL OL2 R2добны по двум углам, значит, , следовательно, BL = = - ■
Аналогично для тупоугольного треугольника.
14.29. В окружности проведены диаметр MN и хорда АВ, парал­

лельная диаметру MN. Касательная к окружности в точке М пересе­
кает прямые NA и NB соответственно в точках Р и Q. Известно, что 
MP = р, MQ q. Найдите MN.

Ответ: д/pq.
Решение. Дуги, заключённые между парал­

лельными хордами, равны, поэтому равны опи­
рающиеся на них вписанные углы. Кроме того, 
AMBN = 90°, поэтому углы BMN и MQN равны 
(каждый из них составляет 90° в сумме с уг­
лом MNQ). Значит,

APNM = AANM = ABMN = AMQN.
Поэтому прямоугольные треугольники MQN 
и MNP подобны по двум углам. Следовательно, 
MP MN= w откуда

MN2 = MP-MQ = pq.

14.30. В трапеции ABCD с основаниями AD и ВС диагонали АС 
и BD пересекаются в точке Е. Около треугольника ЕСВ описана окруж­
ность, а касательная к этой окружности, проведённая в точке Е, пе­
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ресекает прямую AD в точке F таким образом, что точки A, D и F 
лежат последовательно на этой прямой. Известно, что AF = a, AD = Ь. 
Найдите ЕЕ.

Ответ: уа(а —Ь).
Решение. Угол, вертикальный с углом DEF, равен половине ду­

ги BE, не содержащей точки С (как угол между касательной и хордой), 
поэтому

ECAD = /ВСЕ = EDEF.

Значит, треугольники DEF и EAF подобны по двум углам (угол при 
DF EFвершине F общий). Поэтому откуда находим, что

EF2 = DF-AF = а{а-Ъ).

Следовательно, EF = i/a(a -b).

14.31. Боковая сторона АВ трапеции ABCD перпендикулярна осно­
ваниям AD и ВС. Прямая, перпендикулярная стороне CD, пересекает 
сторону АВ в точке М, а сторону CD—в точке N. Известно также, 
что МС = a, BN = Ь, а расстояние от точки D до прямой МС равно с. 
Найдите расстояние от точки А до прямой BN.

_ ЪсОтвет: а
Решение. Из точек В и N отрезок МС 

виден под прямым углом, значит, эти 
точки лежат на окружности с диамет­
ром МС. Вписанные в эту окружность 
углы MBN и MCN опираются на одну 
и ту же дугу. Следовательно,

EABN = EMBN = EMCN = ЕМ CD.

Из точек А и N отрезок MD виден 
под прямым углом, значит, эти точки 
лежат на окружности с диаметром MD. 
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Вписанные в эту окружность углы MDN и MAN опираются на одну 
и ту же дугу. Следовательно,

/BAN = AMAN = /MDN = /MDC.

AQ b или — = - с а

Из доказанного следует, что треугольники AN В и DMC подобны по 
двум углам. Значит, отношение их соответствующих высот AQ и DP 
равно отношению оснований, т. е.

AQ BN
DP : МС’

„ . „ ЬсСледовательно, AQ=

14.32. В треугольник АВС со сторонами АВ = 6, ВС = 5, АС = 7 впи­
сан квадрат, две вершины которого лежат на стороне АС, одна на сто­
роне АВ и одна на стороне ВС. Через середину D стороны АС и центр 
квадрата проведена прямая, которая пересекается с высотой ВН тре­
угольника АВС в точке М. Найдите площадь треугольника DMC.

_ Зл/6Ответ: ~у-•
Решение. Пусть вершины Р и S квадрата PQRS лежат на стороне АС 

(Р лежит между А и S), О — центр квадрата, F — точка пересечения 
BD и QR. Треугольник BFR подобен треугольнику BDC, а треуголь-

ОЛП FR BF QFник BQF — треугольнику BAD, поэтому = др = др, а так как 
DC AD, то FR = FQ, т. е. F — середина QR.

Пусть прямая FO пересекает АС в точке Е. Тогда ЕЕ || QP || ВН, а так 
как О — середина РЕ, то, рассуждая аналогично, получаем, что М — 
середина высоты ВН.

Высота МН треугольника DMC вдвое меньше высоты ВН треуголь­
ника АВС, основание DC — вдвое меньше основания АС, поэтому 
площадь треугольника DMC в 4 раза меньше площади треугольни­
ка АВС.
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По формуле Герона находим

SAABC = х/9(9-7)(9-6)(9-5) = V9-2-3-4 = бл/б.

Следовательно,
,. _ 1с _ 3Уб

■-’admc — 4'-’давс — 2 ’

14.33. Две окружности касаются друг1 друга внутренним образом 
в точке А. Хорда ВС большей окружности касается меньшей в точ­
ке D. Прямая AD вторично пересекает большую окружность в точ­
ке М. Найдите МВ, если МА = a, MD = Ь.

Ответ: л/аЬ.
Решение. Докажем сначала, что точка М — середина дуги ВС, не со­

держащей точки А. Пусть общая касательная к данным окружностям, 
проведённая через точку А, пересекает прямую ВС в точке Р. Тогда 
АМАР = AADP как утлы при основании равнобедренного треугольни­
ка ADP.

Пусть а, /3 и у — угловые величины дуг СМ (не содержащей точ­
ки А}, ВМ (не содержащей точки А) и АС (не содержащей точки В) 
соответственно. Тогда из равенства углов МАР и ADP следует, что 

а + у _ у + /3
2 “ 2 ’

откуда получаем, что а = /3. Значит,
ADBM = АСВМ = АСАМ = АВАМ

и треугольники BDM и АВМ подобны по двум углам. Следовательно, 
ВМ АМ 
DM ~ ВМ’

откуда находим, что ВМ2 = АМ ■ DM = ab.
14.34. Пятиугольник ABODE вписан в окружность. Расстояния от 

точки А до прямых ВС, DC и DE равны соответственно а, Ъ и с. Най­
дите расстояние от вершины А до прямой BE.
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Ответ: -г-.b
Решение. Пусть Ах, А2, А3, А4 — основания перпендикуляров, опу­

щенных из точки А на прямые ВС, DC, DE и BE соответственно. До­
кажем, что треугольник ААХА4 подобен треугольнику А42А3.

Действительно,

ZA4AA4 = 180° — ZA1BA4 = ZCBE = 180° - ZCDE = ZA2AA3.

Точки Ат и А4 лежат на окружности с диаметром АВ, а точки А2 и Аз — 
на окружности с диаметром AD. Поэтому

ZAAXA4 = ZABE = ZADE = ZAA2A3.

Из доказанного следует, что -т-г- = -т-г- Отсюда находим, что /1/12 /1/13

. . . . АА3 асА44 -АА1- - ь.

Задачи на доказательство и вычисление

14.35.1. Две стороны треугольника равны 6 и 12, косинус угла меж- 
ду ними равен 7. В треугольник вписан ромб, имеющий с треугольни­
ком общий угол, заключённый между данными сторонами (вершина 
ромба, противоположная вершине этого угла, лежит на третьей сто­
роне треугольника).

а) Докажите, что данный треугольник равнобедренный.
б) Найдите сторону ромба.
Ответ: 4.
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Решение, а) Пусть АВС — треугольник 
со сторонами АВ = 6, АС = 12 и углом а 
между ними. По теореме косинусов нахо­
дим, что

ВС = V АВ2 + АС2 - 2 АВ • AC cos а =

= 7з6 + 144-2-6-12-| = 12.

Значит, ВС = АС. Следовательно, треуголь­
ник АВС равнобедренный.

б) Пусть вершины К, М и N ромба 
AKMN расположены на сторонах соответ­
ственно АВ, ВС и АС треугольника АВС.

По свойству ромба его диагональ AM — биссектриса угла ВАС. По 
- ВМ АВ 1 ВМ 1свойству биссектрисы треугольника рр = — = значит, -т— =

Треугольник КВМ подобен треугольнику АВС с коэффициентом

следовательно, КМ = --АС = 4.

14.36.1. Первая окружность, вписанная в равнобедренный тре­
угольник АВС, касается боковой стороны АВ в точке Р, а основа­
ния ВС — в точке М. Вторая окружность, касающаяся основания ВС 
и продолжений боковых сторон, касается прямой АВ в точке Q.

а) Докажите, что треугольник PMQ прямоугольный.
б) Найдите радиус второй окружности, если высота треугольника, 

проведённая из вершины А, равна 45, а точка Р делит боковую сторо­
ну АВ в отношении 9:8, считая от вершины А.

Ответ: 40.
Решение, а) Треугольник АВС рав­

нобедренный, поэтому обе окружности 
касаются основания ВС в одной и той 
же точке — середине М основания ВС. 
Из точки В проведены касательные ВМ 
и ВР к вписанной окружности треуголь­
ника АВС, поэтому ВМ = ВР. Аналогич­
но ВМ = BQ, значит, МВ — медиана тре­
угольника PMQ. Она равна половине 
стороны PQ, следовательно, треуголь­
ник PMQ прямоугольный с прямым уг­
лом при вершине М.
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б) Положим АР = Эх и ВР = 8х. Тогда АВ = 17х, ВМ = ВР = 8х. По 
теореме Пифагора АМ2 + ВМ2 = АВ2, или 452 + 64х2 = 289х2. Отсюда 
находим, что х = 3. Поэтому ВС = 16х = 
= 48.

Пусть р — полупериметр треуголь­
ника АВС, ОР = г — радиус его вписан­
ной окружности, OXQ = га — радиус вто­
рой окружности. Тогда

5ддвс = • АМ = | • 48 • 45 = 24• 45,

р = АВ + ВМ = 17х + 8х = 25х = 75,
_ SAABC _ 24-45 _ 72

Г р 75 5 ’

Прямоугольный треугольник AOXQ подобен прямоугольному тре- 
. a a AQ 25х 25 „угольнику АОР с коэффициентом Следовательно,

25 25 72ra = 01Q = f-OP = f-^ = 40.

14.37.1. Высота СН, проведённая из вершины прямого угла прямо­
угольного треугольника АВС, пересекает биссектрису AD в точке К.

, „ " АН АС
а) Докажите, что 7777 = 7=7.

К.Г1 С/7 д/^
б) Найдите острые углы треугольника АВС, если -Д = 1 + 72.
Ответ: 45°, 45°.
Решение, а) Прямоугольные треуголь­

ники АНК и ACD подобны, так как рав­
ны их острые углы НАК и CAD. Следова­

ли АС тельно, кн - CD.
АК

б) По условию задачи Д = 1 + V2, 
поэтому

cos АСАВ = cos АСАН = =

1 + 72 1+72 1+72
(l+i/2) + l 2+V2 72(72+1)

Следовательно,

АСАВ = АСВА = 45°.

1
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14.38.1. Диагонали вписанного в окружность четырёхугольника 
ABCD пересекаются в точке М, а АВ —ВС.

а) Докажите, что треугольник ВМС подобен треугольнику BCD.
б) Найдите радиус окружности, описанной около треугольни­

ка ВСМ, если радиус исходной окружности равен R, АВ = ВС = а,
BD = m.

Ответ: т
Решение, а) Вписанные углы ADB 

и CDB опираются на равные хорды, 
поэтому AADB = ACDB. Вписанные углы 
АСВ и ADB опираются на одну и ту же 
дугу, поэтому ААСВ — AADB. Значит,

АМСВ = ААСВ = ACDB.

Следовательно, треугольники ВМС и BCD 
подобны по двум углам (угол при вер­
шине В общий).

б) Пусть г — радиус окружности, опи­
санной около треугольника ВСМ. Из по­
добия треугольников ВМС и BCD следу- 

г ВС а ~ет, что = = _ ■ Отсюда находим, что
aR г = т

14.39.1. Биссектриса угла ADC параллелограмма ABCD пересекает 
прямую АВ в точке Е. В треугольник ADE вписана окружность, каса­
ющаяся стороны АЕ в точке К и стороны AD в точке Т.

а) Докажите, что КТ || DE.
б) Найдите угол BAD, если сторона AD = 6 и КТ = 3.

Ответ: 60°.
Решение, а) Прямые АЕ и CD параллель­

ны, a DE — биссектриса угла ADC, поэто­
му AAED = ACDE = AADE. Значит, треуголь­
ник ADE равнобедренный, AD = АЕ. От­
резки АК и АТ касательных, проведённых 
к окружности из точки А, равны, значит, 
треугольник АТК также равнобедренный, 
причём угол при вершине А у этих тре­

угольников общий. Поэтому ААТК = AADE. Следовательно, КТ || DE.
б) Пусть окружность касается основания DE равнобедренного 

треугольника ADE в точке М. Тогда М — середина DE. Обозначим 
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DM = х. Тогда DT = DM = х, АТ = 
= AD — DT = 6 - х. Треугольник АТК по- 

АТ добен треугольнику ADE, поэтому =
ТК 6-х 3 „= г.,; или —— = , Отсюда находим, 

что х = 3. Тогда DE = 2х= 6, значит, тре­
угольник ADE равносторонний. Следо­
вательно, ABAD = AEAD = 60°.

14.40.1. Около треугольника АВС описана окружность. Диаметр AD 
пересекает сторону ВС в точке Е, при этом АЕ = АС.

а) Докажите, что BD = BE.
б) Найдите отношение DE: АЕ, если известно, что BE: СЕ = 2:3.
Ответ: 1:3.
Решение, а) Вписанные углы CBD и CAD 

опираются на одну и ту же дугу, поэтому

ADBE = ADBC = ACAD = АСАЕ.
Треугольник DBE подобен равнобедренному 
треугольнику САЕ по двум углам, значит, тре­
угольник DBE также равнобедренный. Сле­
довательно, BD = BE.

б) Обозначим AADB = ААСЕ = а, АС = 
= АЕ = х, DE = у и положим BD = BE = 2а, 
СЕ = За.

Точка В лежит на окружности с диамет­
ром AD, поэтому AABD = 90°. Из равнобед­
ренного треугольника АСЕ и прямоугольного 
треугольника ABD находим, что

cos а = За
АЕ ' 2х’ cos а = ВР _ 2а

AD ~ х+у'

m За 2а 3 2 „Тогда т- =------ , или — =------ Отсюда на-2х х + у 2х x + v
„ г DE У 1ходим, что х = 3у. Следовательно, = — = ту.

14.41.1. На основаниях AD и ВС трапеции ABCD построены квад­
раты ADEF и BCGH, расположенные вне трапеции.

а) Докажите, что прямая FG проходит через точку пересечения 
диагоналей трапеции.

б) Прямая, проходящая через центры квадратов, пересекает осно­
вание ВС в точке М. Найдите ВМ, если известно, что ВС = 20, АС 1BD 
nBD:AC = 3:2.
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Ответ: 12.
Решение, а) Пусть отрезок FG пересекает диагональ АС трапеции 

в точке О. Из подобия треугольников AOF и COG получаем, что 
АО AFAD „= -7777 = -7777. Но точка пересечения диагоналей делит диагональ АС 
(JC CG ПС
в том же отношении. Следовательно, О — точка пересечения диаго­
налей трапеции.

б) Пусть О, и О2 — центры квадратов ADEF и BCGH соответствен­
но. Аналогично предыдущему докажем, что отрезок ОгО2 проходит 
через точку О пересечения диагоналей трапеции.

Из точек О2 и О отрезок ВС виден под прямым углом, значит, 
эти точки лежат на окружности с диаметром ВС. Вписанные в эту
окружность углы ВОО2 и СОО2 опираются на равные хорды, зна­
чит, ОО2 — биссектриса угла ВОС, а ОМ — биссектриса треугольни­
ка ВОС. По теореме о биссектрисе треугольника = 777, а так как 
отрезки ОВ и ОС составляют одну и ту же часть* соответственно от
BD и АС, то — = -Т77. Значит, С/С

3 3= |ВС= |-20=12.

ВМ ВР 3
МС АС 2 • Следовательно, ВМ =

14.42.1. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность. Точка X ле­
жит на его стороне AD, причём ВХ || CD и СХ || ВА.

а) Докажите, что прямые ВХ и СХ разбивают четырёхугольник 
ABCD На три подобных треугольника.

ч
б) Найдите ВС, если АХ = и DX = 6.
Ответ: 3.
Решение, а) Обозначим углы при вершинах А, В и X треугольни­

ка АВХ через а, /3 и у соответственно. Поскольку СХ || ВА и ВХ || CD,
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то

KDCX = КВХС = КАВХ =/3, XCDX = ЛВХА = г, ACXD = СВАХ = а.

Четырёхугольник ABCD вписан в окружность, поэтому суммы его 
противоположных углов равны по 180°, значит,

ZCBA = 180° - /СОЛ = 180° - у = а + /3,

а так как ZABX = /3, то ZCBX = а.
Следовательно, треугольники АВХ, ВХС и XCD подобны.

б) Перемножив почленно равенства
вс сх ВС _ вх
АХ ’ ВХ’ DX СХ’ 

находим, что
* 3BC2 = AX-DX = f-6 = 9.

Следовательно, ВС = 3.
14.43.1. Окружность, вписанная в равнобедренную трапецию ABCD, 

касается боковых сторон АВ и CD в точках М и N соответственно. 
Отрезок AN пересекает окружность в точке К, а луч МК пересекает 
основание AD в точке L.

а) Докажите, что треугольник AKL подобен треугольнику MAL.
б) Найдите отношение AL:LD.
Ответ: 1:3.
Решение, а) Пусть ВС = 2b, AD = 2а, а окружность касается осно­

ваний ВС и AD в точках Р и Q соответственно. Поскольку трапеция 
равнобедренная, точки Р и Q — середины оснований, поэтому

ВМ = ВР = Ь, CN = СР = Ъ, AM = AQ = a, DN = DQ = а.
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„ ВМ b CN ,„тТогда = ~ = дм, значит, прямая МЛ/ параллельна основаниям тра­
пеции.

Из теоремы об угле между касательной и хордой следует, что
AAML = AMNK = AKAL.

Следовательно, треугольник AKL подобен треугольнику МАЕ по двум 
углам (угол при вершине L общий).

б) Из этого подобия получаем, что = 77, значит, AL2 = KL ■ ML. 
По теореме о касательной и секущей LQ2 = KL ■ ML, поэтому AL = LQ = 

= -AQ = ~. Следовательно, -Д: =

2 2DF = jAD = jAB = ME.
Кроме того, NE = NF, так как точка N лежит на диагонали квадрата. 
Прямоугольные треугольники MEN и DFN равны по двум катетам, 
значит, AMNE = Z.DNF, а так как ZENF = 90°, то

/MND = ZMNF + /DNF = AMNF + AMNE = 90°.
Из точек А и N отрезок DM виден под прямым углом, следовательно, 
эти точки лежат на окружности с диаметром DM.

2
14.44.1. На стороне АВ и диагонали АС квадрата ABCD отмечены 

точки М и N соответственно, причём АМ: МВ = 1:4 и AN: NC = 3:2.
а) Докажите, что точки А, М, N и D лежат на одной окружности.
б) Найдите расстояние от точки пересечения диагоналей четырёх­

угольника AMND до прямой MN, если сторона квадрата равна 30.
Ответ: V13.
Решение, а) Пусть Е и F — проекции точки N на стороны АВ и AD 

соответственно. Тогда
АЕ _ AN 3 DF CN 2
АВ ~ АС ~ 5’ AD ~ АС ~ 5’

3 1 2ME = АЕ - АМ = | АВ - | АВ = ^АВ,
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б) Обозначим через а сторону квадрата. Пусть Р — точка пересече­
ния диагоналей четырёхугольника AMND. Треугольник АРМ подобен

аа АМ 5а 1 МР 1треугольнику CPD с коэффициентом —т- = = у, значит, — =
МР 1 

поэтому ^ = 6-
Пусть Н — основание перпендикуляра, опущенного из точки Р на 

MN. Тогда PH || DN, так как DN 1MN. Треугольник МРН подобен тре­
угольнику MDN, причём коэффициент подобия равен -,',7 = Следо­
вательно,

PH = rDN = 4 VDF2+NF2 = IV (f aT + f fa V’ =
6 о о V k5 J У5 7

_ 1 аЛЗ _ аЛЗ
6 ' 5 30

зоЛз
30 Лз.



§ 15. Некоторые свойства высот и точки их 
пересечения

Подготовительные задачи

15.1. Сторона треугольника равна л/2, углы, прилежащие к ней, 
равны 75° и 60°. Найдите отрезок, соединяющий основания высот, 

проведённых из вершин этих углов.
Ответ: 1.
Решение. Пусть ВМ и CN — высоты тре­

угольника АВС, ВС = 42, ААВС = 75°, ААСВ = 
= 60°. Тогда

ABAC = 180° - 75° - 60° = 45°.

Из точек М и N сторона ВС видна под 
прямым углом, значит, эти точки лежат на 
окружности с диаметром ВС. Четырёхуголь­
ник BCMN вписанный, поэтому

ААСВ = АМСВ = 180° - ABNM = AANM, 

значит, треугольник AMN подобен треугольнику АВС по двум углам
(угол при вершине А общий), причём коэффициент подобия равен

ДД- = COS АВАМ = cos 45° = Д=.
АВ /2

Следовательно,
MN ВС-= л/2-Д= = 1.

V2 А2

15.2. На стороне ВС треугольника АВС как на диаметре построена 
окружность, пересекающая стороны АВ и АС в точках М и N соот­
ветственно. Найдите площадь треугольника AMN, если площадь тре­

угольника АВС равна S, а угол ВАС равен а.
Ответ: Seos2 а.
Решение. Отрезки СМ и BN — высоты 

треугольника АВС. Треугольник MAN по­
добен треугольнику САВ с коэффициентом 
AN cos а. Поэтому

S&AMN
ЛА'\2 „ „2
дв ‘^ддвс — Seos а.
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15.3. Точка М, лежащая вне круга с диаметром АВ, соединена с точ­
ками А и В. Отрезки МА и МВ пересекают окружность в точках С и D 
соответственно. Площадь круга, вписанного в треугольник АМВ, 
в четыре раза больше, чем площадь круга, вписанного в треуголь­
ник CMD. Найдите углы треугольника АМВ, если известно, что один 
из них в два раза больше другого.

Ответ: 60°, 40°, 80°.
Решение. Поскольку

AMCD = 180° - AACD = AABD,

так как в противном 
90°, что невозможно. Ес-

треугольник MCD подобен треугольнику MBA по двум углам. Площадь 
круга, вписанного в треугольник MCD, в четыре раза меньше пло­
щади круга, вписанного в треугольник MBA, поэтому радиус первого 
круга вдвое меньше радиуса второго. Следовательно, коэффициент 
подобия треугольников MCD и MBA равен |, 
значит,

„ МС 1
cos АСМ В - мв - 2’

а так как угол СМВ острый (точка М распо­
ложена вне данного круга), то

А АМВ = АСМ В = 60°.
Угол при вершине М треугольника АМВ

не может быть вдвое меньше угла А или В, 
случае один из углов А или В равен 120' 
ли же угол М вдвое больше угла А, то угол В равен 90°, что также 
невозможно (в этом случае прямая МВ касается данной окружности). 
Аналогично докажем, что угол М не может быть вдвое меньше угла В.

Таким образом, либо угол А вдвое больше угла В, либо наоборот. 
В каждом из этих случаев один из углов равен 40°, а второй 80°.

15.4. Отрезок АВ — диаметр окружности, а точка С лежит вне 
окружности. Отрезки АС и ВС пересекаются с окружностью в точках 
D и М соответственно. Найдите угол CBD, если площади треугольни­
ков DCM и АВС относятся как 1:4.

Ответ: 30°.
Решение. Треугольники DCM и ВСА по­

добны с коэффициентом Поэтому ВС =
— 2CD. Следовательно,

. CD 1smACBD = -^ = т;,

а так как угол CBD острый, то ACBD = 30°.
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4аЬ
Точки М и N лежат на

15.5. В треугольнике АВС на средней линии DE, параллельной АВ, 
как на диаметре построена окружность, пересекающая стороны АС 
и ВС в точках М и N. Найдите MN, если ВС = а, АС = Ъ, АВ = с.

с(а2 + Ь2-с2) Ответ: ----------------
Решение.

окружности с диаметром DE, поэтому 
DN и ЕМ — высоты треугольника CED, 
значит, треугольники CMN и CED подоб­
ны с коэффициентом cos ААСВ. Следова­
тельно,

С G2 4- Ь2 — С2MN = DEcosAACB = " =
2 2аЬ

с(а2 + Ь2 -с2)
4аЬ

15.6. В треугольнике АВС известно, что АВ = с, ВС = а, ААВС = 120°. 
Найдите расстояние между основаниями высот, проведённых из вер­
шин А и С.

Ответ: ^Va2 + с2 + ас.
Решение. Пусть АМ и CN — высоты треугольника АВС. Поскольку 

угол АВС тупой, точки М и N лежат на продолжениях сторон ВС и АВ.
Из точек М и N сторона АС видна под прямым углом, значит, эти 

точки лежат на окружности с диаметром АС. Вписанные в эту окруж­
ность углы CMN и CAN опираются на 
одну и ту же дугу, поэтому

ABMN = ACMN = ACAN = АСАВ, 

значит, треугольник MBN подобен тре­
угольнику АВС по двум углам (угол при 
вершине В общий), причём коэффици­
ент подобия равен

~ = cos А АВМ = cos 60° =
Ad 2

Следовательно,

MN АС = 4 VBC2 + АВ2 - 2ВС • АВ cos 120° = | /а2+с2+ас.

15.7. В треугольнике АВС проведены высоты AD и СЕ. Найдите АС,
пр 

если ВС = а, АВ = Ь, ~=к.
/1С

Ответ: л/а2 + Ь2 ±2аЬк.
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Решение. Обозначим ААВС = а. Если а < 90° (см. рисунок сле­
ва), то треугольники EDB и САВ подобны с коэффициентом cos а, 

DE , _т. е. cosa= -гг. = к. Тогда по теореме косинусов

АС2 = ВА2 + ВС2 - 2ВА ■ ВС ■ cos a = b2+а2- 2аЪк.

Если а> 90° (см. рисунок справа), то треугольники EDB и САВ подоб­
ны с коэффициентом к = ~ ~ = cos (180° - а) = - cos а. Тогда /1С /X.D

АС2 = a2 + b2 -I- 2аЪк.

15.8. Высоты ВМ и CN остроугольного неравнобедренного тре­
угольника АВС пересекаются в точке Н. Сторону ВС продолжили 
до пересечения с прямой MN в точке К. Сколько пар подобных 
треугольников при этом получилось?

Ответ: 10.
Решение. Прямоугольные треугольники АВМ и ACN подобны по 

двум углам (угол А общий). Прямоугольные треугольники BNH и 
СМН подобны по двум углам (углы BHN и СНМ вертикальные). 
Прямоугольные треугольники BNH и ВМА подобны по двум углам
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(угол В общий). Прямоугольные треугольники СМН и CNA подобны 
по двум углам (угол С общий). Следовательно, подобны прямоуголь­
ные треугольники BNH и CNA. а также прямоугольные треугольники 
СМН и ВМА.

Из точек М и N отрезок ВС виден под прямым углом, значит, эти 
точки лежат на окружности с диаметром ВС. Тогда /CNM = /СВМ как 
вписанные углы, опирающиеся на одну дугу. Значит, треугольники 
NHM и ВНС подобны по двум углам.

Поскольку сумма противоположных углов вписанного четырёх­
угольника равна 180°, то

AN ВС = 180° - /CMN = ZAMN,

значит, треугольники AMN и АВС подобны по двум углам (угол А об­
щий) .

Аналогично треугольники КСМ и KNB подобны по двум углам 
(угол К общий).

Наконец, из равенства ZBCN = /BMN следует, что подобны тре­
угольники KCN и КМ В.

Тренировочные задачи

15.9. В остроугольном треугольнике АВС с углом С, равным 30°, 
высоты пересекаются в точке М. Найдите площадь треугольника АМВ, 
если расстояния от центра окружности, описанной около треугольни-

/— с/3ка АВС, до сторон ВС и АС соответственно равны V2 и —.
„ V6Ответ: —.
Решение. Пусть О — центр окружности, описанной около треуголь­

ника АВС, Р и Q — проекции точки О на стороны ВС и АС. Извест­
но, что расстояние от точки пересечения высот треугольника до его 
вершины вдвое больше расстояния от центра описанной окружности 

до противоположной стороны треугольника 
(см. [2], с. 155). Поэтому

ВМ = 2OQ = AM = 20 Р = 2V2,

Поскольку /АМВ = 1809 - 30° = 150°, то

SAAMB = jAM- MB sin 150° = .
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15.10. В треугольнике АВС проведены высоты ВМ и CN, О — центр 
вписанной окружности. Известно, что ВС = 24, MN = 12. Найдите ра­
диус окружности, описанной около треугольника ВОС.

Ответ: 8д/3 или 24.
Решение. Из точек М и N сторона ВС видна под прямым углом, 

значит, эти точки лежат на окружности с диаметром ВС.
Пусть угол ВАС острый. Четырёх­

угольник BNMC вписанный, поэтому
ANBC = 180° - ANMC = AAMN.

Треугольник AMN подобен треугольни­
ку АВС по двум углам (угол А общий), 
причём коэффициент подобия равен 
^7 = cos ABAC. В то же время коэффици-

- MN 12 1
ент подобия равен - = 57 = 5, поэтому jD KJ Z I At
cos ABAC = -. Тогда ABAC = 60°.

Центр О окружности, вписанной 
в треугольник АВС, — точка пересече­
ния биссектрис треугольника. Сумма углов при вершинах В и С 
треугольника АВС равна 120°, а сумма их половин (т. е. сумма 
углов при вершинах В и С треугольника ВОС) равна 60°, значит, 
АВОС = 180° -60° =120°.

Пусть R — радиус окружности, описанной около треугольника 
ВОС. По теореме синусов

ВСр = - _ 24
2 sin ZBOC 2 sin 120'

AB = ^=8V3.
2

Пусть теперь угол ВАС тупой. Тогда вписанные углы CMN и CBN
опираются на одну и ту же дугу, поэто­
му AAMN = ACMN = A.CBN = ААВС, зна­
чит, треугольник AMN подобен треуголь­
нику АВС, причём коэффициент подо­
бия равен 4; = cos ACAN. В то же вре- 

мя коэффициент подобия равен 7,..= =
12 1 1 не

= 24 = 2’ П0ЭТ0МУ cos ACAN = -. Значит, 
ACAN = 60°. Следовательно,

ABAC = 180° - ACAN = 120°, 
АВОС = 180° - |(180° - 120°) = 150°.
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Пусть R— радиус окружности, описанной около треугольника 
ВОС. По теореме синусов

R- вс - 24 =12=24
2sinZBOC 2 sin 150° 1

2

15.11. Высоты треугольника АВС пересекаются в точке Н. Извест­
но, что отрезок СН равен радиусу окружности, описанной около тре­
угольника АВС. Найдите угол АСВ.

Ответ: 60° или 120°.
Решение. Пусть С- — середина АВ, О — центр описанной окружно­

сти, R — её радиус. Поскольку СН = 2ОС1, то

oq = |сн = |к = |ов.

Следовательно,

/ВОС- = 60°, ZAOB = 2ZBOC1 = 120°.

Если точки С и О лежат по одну сторону от прямой АВ (см. рисунок 
слева), то

ZACB = -ZAOB = |•120° = 60й,

Если же точки С и О лежат по разные стороны от прямой АВ (см. ри­
сунок справа), то

ZACB = |(360° -ZAOB) = 180°-60° = 120°.

15.12. Высоты треугольника АВС пересекаются в точке Н. Извест­
но, что СН = АВ. Найдите угол АСВ.

Ответ: 45° или 135°.
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Решение. Пусть Сг — середина стороны АВ, О — центр описанной 
окружности. Поскольку СН = 2ОСЪ то

ОС = уСН = уАВ = QB.

Поэтому треугольник OCtB прямоугольный и равнобедренный. Сле­
довательно, АС1ОВ = 45°.

Если точки С и О лежат по одну сторону от прямой АВ (см. рисунок 
слева), то

ААСВ = ^ААОВ = АСгОВ = 45°.

Если же точки С и О лежат по разные стороны от прямой АВ (см. ри­
сунок справа), то

15.13. В треугольнике АВС известно, что АВ = 2, АС = 5, ВС = 6. 
Найдите расстояние от вершины В до точки пересечения высот.

25Ответ: ■—==.
+39

Решение. По теореме косинусов находим, что

cos ZB = АВ2 + ВС2-AC2
2АВ-ВС

4 + 36-25 5
2-2-6 “ 8’
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Тогда

sin ZB = \/1 - cos2 ZB = ^1 - (I) =

Пусть О — центр описанной окружности 
треугольника ABC, R— её радиус, М — 
проекция центра на сторону АС, Н — точ­
ка пересечения высот. Тогда ВН = 2ОМ. По 
теореме синусов

АО = R = АС = —
2 sm ZB о • 2Z V39

8

Следовательно,

ВН = 2ОМ = 2VAO2-AM2 = 2\1 АО2—= 2а/^-¥ = ~^=-
V 4 V 39 4 V39

15.14. На стороне АВ треугольника АВС как на диаметре построена 
окружность, пересекающая стороны АС и ВС в точках D и Е соот­
ветственно. Прямая DE делит площадь треугольника АВС пополам 
и образует с прямой АВ угол 15°. Найдите углы треугольника АВС.

Ответ: 60°, 75°, 45®.
Решение. Обозначим углы при вершинах А, В и С треугольни­

ка АВС через а, /3 и у соответственно. Поскольку точка С лежит 
вне окружности с диаметром АВ, то угол при вершине С острый, 
т. е. у < 90°.

Точки A, D, Е и В лежат на одной окружности, поэтому 
ACDE = 3SQP-AADE = ААВС = р.

Аналогично ACED = а.
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Треугольник CDE подобен треугольнику СВА, причём коэффици­
ент подобия равен квадратному корню из отношения площадей этих 

, 1треугольников, т. е. к —=. С другой стороны, так как
v 2
/АЕС = ZAEB = 90°,

то
1 , СЕ— -- к = -гж = cosZACE = cosy./2 лс 1

Поэтому у = 45°.
Пусть прямая DE пересекается с прямой АВ в точке К. По условию 

ZAKD = 15°. В то же время АВС — внешний угол треугольника ВЕК, 
поэтому

ZABC = ZAKD+ZBEK = ZAKD+ZCED, или /3 = 15° + а.

Подставив /3 в равенство

а+ р = 180°-45° = 135°,

найдём, что а = 60°. Следовательно, /3 = 75".
15.15. В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты СМ 

и AN. Известно, что АС = 2, а площадь круга, описанного около тре­
угольника MBN, равна ту. Найдите угол между высотой СМ и сторо­
ной ВС.

Ответ: 30“
Решение. Обозначим ZBCM = а. Треугольник MBN подобен тре­

угольнику СВА с коэффициентом

—г = cos ZB = cos (90° - а) = sin а,

поэтому

MN = AC sin а = 2 sin a.

Пусть R — радиус окружности, описанной 
около треугольника MBN. Тогда

_ _ MN _ 2sin« _ 2sin« _
К ’ 2sinZB “ 2sin(90°-a) ' 2 cos a “ tga’

1
3

По условию задачи ~PZ = поэтому R= значит, tga =—. Следо­
вательно, a = 30°.

15.16. В остроугольном треугольнике АВС из вершин А и С на сто­
роны ВС и АВ опущены высоты АР и CQ. Найдите сторону АС, если 
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известно, что периметр треугольника АВС равен 15, периметр тре­
угольника BPQ равен 9, а радиус окружности, описанной около тре- 

9
угольника BPQ, равен -

24 Ответ: А-.
Решение. Обозначим ААВС = а. Треугольник PBQ подобен тре- 

ВРугольнику АВС с коэффициентом = cos а, а так как отношение пе­
риметров подобных треугольников равно коэффициенту подобия, то 

9 3 . 4 „cosa= -5 = - sma = Тогда если г и R— ра­
диусы описанных окружностей подобных тре­
угольников PBQ и АВС, то

„ 5 5 9 оR = дГ = ~ ~ = 3,

следовательно,
4 24АС = 2_Rsina 2-3 - =

15.17. Отрезки, соединяющие основания высот остроугольного 
треугольника, равны 5, 12 и 13. Найдите радиус описанной около 
треугольника окружности.

Ответ: 13.
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Решение. Пусть продолжения высот A4r, BBt и СС- треугольни­
ка АВС пересекают описанную окружность в точках А2, В2 и С2 
соответственно, А1В1 = 13, В1С1 = 12, AtQ = 5, а Н — точка пере­
сечения высот. Тогда Аъ Вг и Q— середины отрезков НА2, НВ2 
и НС2 (см. [2], с. 154), поэтому А1В1, А1С1 и BjQ— средние линии 
треугольников А2НВ2, А2НС2 и В2НС2. Значит, треугольник А2В2С2 
подобен треугольнику А1В] Сх с коэффициентом 2, а так как треуголь­
ник А1В1С1 прямоугольный (52 + 122 = 132), то треугольник Л2В2С2 
также прямоугольный, причём его угол, лежащий против наибольшей 
стороны А2В2, равен 90°. Следовательно, диаметр описанной окруж­
ности треугольника А2В2С2, а значит, и треугольника АВС, равен 
гипотенузе треугольника А2В2С2, т. е. 26, а искомый радиус равен 13.

15.18. Отрезки, соединяющие основания высот остроугольного 
треугольника, равны 8, 15 и 17. Найдите площадь треугольника.

Ответ: 340.
Решение. Пусть AD, BE и CF — высоты остроугольного треугольни­

ка ABC; DF = 8,ЕР = 15, DE =17. Поскольку 82 +152 = 172, то треуголь­
ник DEF прямоугольный, /DFE = 90°.

Обозначим через а, /3 и у углы при вершинах соответственно А, В 
и С треугольника АВС. Поскольку сторона АС видна из точек F и D 
под прямым углом, эти точки лежат на окружности с диаметром АС, 
значит,

ZBDF = 180° - ZCDF = ZCAF = а.
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Аналогично докажем, что

ZCDE = a, ECED = 0, ZAEF = 0, AAFE = у, ABED = у.

Пусть R — радиус описанной окружности треугольника АВС. Тогда

5давс = 2Я2 sin a sin 0 sin у.

(см. п. 22ж приложения 2).
Для того чтобы найти R, продолжим высоты AD, BE и СЕ до пересе­

чения с описанной окружностью в точках D', Е' и F' соответственно. 
Если Н — точка пересечения высот треугольника АВС, то точки D, Е 
и F — середины отрезков HD', НЕ' и HF'. Поэтому EF, DE и DF — сред­
ние линии треугольников Е'НР', D'HE' и D'HF'. Значит, треугольник 
D'E'F' подобен треугольнику DEF с коэффициентом 2. Следователь­
но, треугольник D'E'F' прямоугольный, а радиус R его (и треуголь­
ника АВС) описанной окружности равен половине гипотенузы E'D', 
т. е. 17.

Поскольку

/EDF = 180°- /BDF-/CDE = 180° -2а и cos /EDF = = Д,
DE 17

то

= cos ZEDF = cos(180° — 2а) = — cos 2а,

11 - cos 2а sm а — у 2 -
■ /1 + П_ 5

' * 2 Тэд’

Аналогично находим, что 
4 1sin6 — -=, sin>' = sin45° = —=. ' v;17 ' V2

Следовательно, 
a i 5 4 1

5ЛДЙГ = 2R sin a sin 0 sinr = 2 -17 • • -== ■ -4=. = 340.ЛЛВС 734 V17 V2

15.19. Продолжения высот AM и CN остроугольного треугольни­
ка ABC пересекают описанную около него окружность в точках Р и Q. 
Найдите радиус описанной окружности, если АС = a, PQ = .

Ответ:
О

Решение. Пусть Н — точка пересечения высот. Известно, что точ­
ка, симметричная ортоцентру треугольника относительно стороны, 
лежит на описанной окружности треугольника. Поэтому НМ = МР
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и HN = NQ. Значит, MN — средняя линия 
треугольника HQP. Следовательно,

MN = ^PQ = у.

Треугольник BMN подобен треуголь­
нику ВАС, причём коэффициент подобия 
равен cos ААВС, значит,

МЫ 1а 3 . . 4
cos ААВС = -г-т = — = р, smAABC=p.АС а 5 5

Если R — искомый радиус, то 
р АС а Н~ 2 sin ААВС ~ 2 А ~ 8 '

15.20. В остроугольном треугольнике PQP (PQ > QP) проведены 
высоты РТ и RS; QN — диаметр окружности, описанной около тре­
угольника PQR. Известно, что острый угол между высотами РТ и RS 
равен a, PR=a. Найдите площадь четырёхугольника NSQT.

1 1Ответ: -a ctgа.
Решение. Треугольник PQR остроугольный, поэтому его угол при

вершине Q равен острому углу между высотами РТ и RS, т. е. а.
Через вершину Q проведём касатель­

ную к описанной окружности треуголь­
ника PQR и отметим на ней точку А, ле­
жащую с точкой Р по разные стороны 
от прямой QP. Из теоремы об угле меж­
ду касательной и хордой следует, что 
AAQR = ARPQ = AQTS, значит, ST || AQ, 
а так как QN .1. AQ, то ST .1. QN. Та­
ким образом, диагонали четырёхуголь­
ника NSQT перпендикулярны. Тогда ес­
ли s — его площадь, то s = ST ■ QN.

Треугольник TQS подобен треуголь­
нику PQR, причём коэффициент подобия 
ST = PR cos а = a cos а.

QTравен Qp = cos а, значит,

Пусть г — радиус описанной окружности треугольника PQR. Тогда
PR а „. =7г-—.Следовательно,2 sm а 2 sm а ’

S = ~ ST ■ QN = ia cos a ■ 2r = ia cos a ■ -A— = y' ctg a.
Aj S1T1 Of
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15.21. В треугольнике АВС проведены высота АН, равная h, медиа­
на AM, равная т, и биссектриса AN. Точка N — середина отрезка МН. 
Найдите расстояние от вершины А до точки пересечения высот тре­
угольника АВС.

_ т2 — h2Ответ: —.2h
Решение. Из прямоугольных треугольников АНМ и AHN находим, 

что

НМ2 = AM2 - АН2 = т2 - h2,
1 Ст2- h-

HN = ±НМ = -—2---- >

лгт? тг»г? 7? m2-h2 m2 + 3h2AN2 = АН2+HN2 = h2+ —т = 4---- .

Пусть О — центр окружности, описанной около треугольника АВС, 
К — отличная от А точка пересечения прямой AN с описанной окруж­
ностью. Поскольку АК — биссектриса угла ВАС, то ...В К = ..КС. Поэто­
му ОК — биссектриса угла ВОС равнобедренного треугольника ВОС. 
Следовательно, точка М лежит на ОК. Поэтому КМ 1 ВС, а так как 
NH = NM, то из равенства прямоугольных треугольников AHN и KMN 
следует, что AN = NK. Поэтому ON 1 АК.

В прямоугольном треугольнике ON К известно, что NK = AN, КМ = 
= АН = h. Тогда

NK2 = OK-KM, или — ■ ОМНс

Отсюда находим, что
m2 — h2ОМ =- 4h

Пусть F — точка пересечения высот треугольника АВС. Тогда

AF = 2ОМ = m2 — h2
2/г



Задачи на доказательство и вычисление 389

Задачи на доказательство и вычисление

15.22.1. В треугольнике АВС с тупым углом при вершине А прове­
дены высоты ВМ и CN.

а) Докажите, что AANM = ААСВ.
б) Найдите радиусы окружностей, 

ков BNC и AMN, если cos ABAC = -1, 

ной около треугольника АВС, равен 6.
Ответ: 4-/2, 2.
Решение, а) Из точек М и N отре­

зок ВС виден под прямым углом, зна­
чит, эти точки лежат на окружности 
с диаметром ВС. Вписанные в эту ок­
ружность углы MNB и МСВ опираются 
на одну и ту же дугу, следовательно,

AANM = ABNM = АМСВ = ААСВ.

б) Треугольник MAN подобен тре­
угольнику ВАС по двум углам, причём 
коэффициент подобия равен

Ат' = cos АВАМ = cos (180° -/ВАС) = 
Ad

= -cos ABAC = х.

описанных около треугольни- 
а радиус окружности, описан-

Пусть R = 6 — радиус описанной окружности треугольника АВС. 
Поскольку

sin ZBAC = у 1 - | ,

то по теореме синусов ВС = 2R sin ABAC = 12 • = 8/2. Центр опи­
санной окружности прямоугольного треугольника BNC — середина 
его гипотенузы ВС, следовательно, радиус этой окружности равен 
половине ВС, г. е. 4/2.

Треугольник AMN подобен треугольнику ВАС с коэффициентом 
следовательно, радиус описанной окружности треугольника AMN ра­
вен t;R= -6 = 2.

15.23.1. Точки D и Е — середины сторон соответственно АС и ВС 
треугольника АВС. На отрезке DE как на диаметре построена окруж­
ность, пересекающая продолжения сторон АС и ВС в точках М и N 
соответственно.



390 § 15. Некоторые свойства высот и точки их пересечения

а) Докажите, что биссектрисы углов MEN и NDM пересекаются на 
этой окружности.

б) Найдите MN, если известно, что АВ = 14, ВС = 10, АС = 6.
Ответ: 3,5.
Решение, а) Биссектриса вписанного угла проходит через середину 

дуги, на которую этот угол опирается. Значит, биссектрисы вписан­
ных углов MEN и NDM проходят через середину дуги MN, не содер­
жащей точки D.

б) По теореме косинусов находим, что
АС2 + ВС2-АВ2 36 + 100-196 1cos/ACB = 2ДСВС = —2.6.10 = -2-

Значит, ААСВ = 120°.

Отрезок DE — средняя линия треугольника АВС, поэтому DE = 
= |дв. Треугольники CMN и CED подобны по двум углам, причём 

коэффициент подобия равен = cos 60° = | (см. [2], с. 154—155).

Следовательно, MN = -1)1- = -АВ = 3,5.
15.24.1. В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты 

AD и СЕ, Н — точка пересечения высот.
а) Докажите, что точки В, 1), Н и Е лежат на одной окружности.
б) Известно, что радиус этой окружности равен -^= и АС = 2. Най­

дите угол между высотой СЕ и стороной ВС.
Ответ: 30°.
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Решение, а) Из точек D и Е отрезок ВН виден под прямым углом, 
значит, эти точки лежат на окружности с диаметром ВН.

б) Пусть О — центр окружности, описанной около треугольни­
ка АВС, М — середина стороны АС. Расстояние от точки О до сторо­
ны АС вдвое меньше расстояния от точки Н пересечения высот до

2 1вершины В (см. [2], с. 155), а так как ВН = —, то ОМ = ■ Из пря­

моугольного треугольника ОМС находим, что tg АМОС = = \/3, 
значит, АМОС = 60°.

По теореме о вписанном угле

ААВС = ±ААОС = АМОС = 60°.

Следовательно,
АВСЕ = 90° - АСВЕ = 90° - ААВС = 90° - 60° = 30°.

15.25.1. Высота ААг остроугольного треугольника АВС продолжена 
до пересечения с описанной окружностью в точке Р, Н — точка пере­
сечения высот, О — центр описанной окружности.

а) Докажите, что Аг — середина отрезка HP.
б) Найдите ОН, если АН = 3, АгН = 2, а радиус описанной окруж­

ности равен 4.
Ответ: 2.
Решение, а) Пусть ВВ1—также высота треугольника АВС. Тогда 

АСВВг =АСААг. Вписанные углы САР и СВР опираются на одну и ту 
же дугу, поэтому

АА^ВН = АСВВ1 = АСАА = АСАР = АА^ВР.
Значит, высота ВАг треугольника РВН является его биссектрисой, по­
этому треугольник РНВ равнобедренный с основанием HP. Следова­
тельно, ВА] —медиана этого треугольника, а At —середина основа­
ния HP.
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б) По доказанному HP = 2НА. = 4. Пусть R = 4 — радиус окружно­
сти. По теореме о произведении отрезков пересекающихся хорд

АН-НР = (R-OH')(R + OH'), 3-4 = R2 — OH2, 12 = 16-ОН2,

откуда ОН2 = 4. Следовательно, ОН — 2.

15.26.1. Пусть ААЪ ВВХ и ('С, —высоты остроугольного треуголь­
ника АВС с углом 45° при вершине С.

а) Докажите, что треугольник Ат В^ прямоугольный.
б) Найдите отношение, в котором высота ААг делит отрезок В-| С, 

если известно, что ВС = 2В1С1.
Ответ : 2:1, считая от точки В1.
Решение, а) Из точек Вг и С\ отрезок ВС виден под прямым углом, 

значит, эти точки лежат на окружности с диаметром ВС. Поэтому

ААС1В1 = 180° -АВС1В1 = АВСВ1 = 45°.
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Аналогично ZBC1A1 = 45°. Следовательно,
ZB1C1A1 = 180° - ZAC1B1 - ZBC}At = 180° - 45° - 45° = 90°.

б) Поскольку ZAC-[B1 = ZACB, треугольник АВ1С1 подобен тре­
угольнику АВС по двум углам, причём коэффициент подобия к равен 
BiC1 1

Значит,

cos ZBAC = cos ZBAB-j = = к =

Следовательно, ZBAC=60°. Тогда ZCA1B1=60° nZBA1C1=60°. Значит,
ZBjAiQ = 180°-2-60° = 60°, ZAA1B1 = 90° -60° = 30°, 

поэтому АгА — биссектриса угла BjAx^x-
Пусть М — точка пересечения высоты AAX с отрезком В, С,. Тогда 

АгМ — биссектриса прямоугольного треугольника AjBjCx, а так как 
острый угол А1В1С1 этого треугольника равен 30°, то А-|Вх = 2А1С1. 
Следовательно, по свойству биссектрисы треугольника

BjM = А1В1 =
МС’х AjC-| '

15.27.1. Пусть ААЪ ВВг и ССг—высоты треугольника АВС, О — 
центр его описанной окружности.

а) Докажите, что OAlBjC^
б) Найдите площадь треугольника АВС, если А1В1 = 21, А1С1 --17, 

В1С1 = 10.
Ответ: 510.
Решение, а) Пусть КА — касательная к описанной окружности 

треугольника АВС, причём точки К и С лежат по разные стороны 
от прямой АВ. Поскольку ВВ1 и ССХ —высоты треугольника АВС, то 
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ААС1В1 ААСВ. Из теоремы об угле между касательной и хордой сле­
дует, что АКАВ = ААСВ, значит, ААС1В1 = АКАВ. Поэтому В^ || АК, 
а так как ОА1АК, то ОА1В1С1.

б) Аналогично OB 1 A-iQ и ОС 1А1В1. Пусть Н — точка пересече­
ния высот треугольника АВС. Продолжим высоты ААЪ ВВ1 и ССг до 
пересечения с описанной окружностью треугольника АВС в точках 
А2, В2 и С2. Тогда Аъ Въ Q—середины отрезков НА2, НВ2 и НС2 
(см. [2], с. 156), значит, В Съ А1С1 и А1В1 — средние линии треуголь­
ников В2НС2, А2НС2 и А2НВ2. Поэтому треугольник А2В2С2 подобен 
треугольнику А1В1С1 с коэффициентом 2.

Обозначим АА2В2С2 = АА1В1С1 = /3. По теореме косинусов нахо­
дим, что

4
Тогда sin (3 = -.

Пусть R — радиус описанной окружности треугольника АВС. По 
теореме синусов

А2С2 34 85
” 2 sin /3 ~ 2 • | — 4

Площадь треугольника АВС равна сумме площадей четырёхугольни­
ков АВ^ОС-^ ВА1ОС1 и (.'ВОЛ-. диагонали каждого из которых пер­
пендикулярны. Следовательно,

8давс — ^^A-BjCi + OS • >41С1 + ^ОС-AjBj —

= |я-10 + |я-17 + |я-21 = |я(10 +17 + 21) = -48 = 510.
Z-i A А А А I
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15.28.1. Высоты ВВ и СС1 остроугольного треугольника АВС пере­
секаются в точке Н.

а) Докажите, что АВВ1С1 = АВАН.
б) Найдите расстояние от центра описанной окружности треуголь­

ника АВС до стороны ВС, если В^ = 12 и ABAC = 60°.
Ответ: 4д/3.
Решение, а) Из точек В2 и Q отрезок АН виден под прямым углом, 

значит, эти точки лежат на окружности с диаметром АН. Вписанные 
в эту окружность углы НАС и НВС опираются на одну и ту же дугу, 
следовательно,

ZBBjCj = AIIB..C, = АНАС = АВАН.

6) Треугольник АВгС1 подобен треугольнику АВС с коэффициен­
том cos ABAC = cos 60° = | (см. п. 17а приложения 2). Следовательно, 
ВС = 2В1С1 =24.

Пусть О —центр описанной окружности треугольника АВС, М — 
середина стороны ВС. Тогда расстояние от точки О до стороны ВС 
равно длине отрезка ОМ, а так как вписанный угол ВАС вдвое меньше 
центрального угла ВОС, то

АМОС = ^АВОС = ABAC = 60°.

Из прямоугольного треугольника СОМ находим, что

ОМ = CM ctg | АВОС = |ВС ctg 60й = 12- = 4\/з.
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Диагностическая работа 1

1. Около треугольника со сторонами 6, 8 и 10 описана окруж­
ность S. Найдите радиус окружности, касающейся меньшей стороны 
треугольника в её середине и окружности S.

„ 1 9Ответ: или
Решение. Пусть О — центр окружности, описанной около треуголь­

ника АВС со сторонами АС = 6, ВС = 8 и АВ = 10. Треугольник АВС 
прямоугольный (АС2 + ВС2 = 36 + 64= 100 = АВ2), поэтому О — сере­

дина его гипотенузы АВ, а радиус окруж­
ности равен 5.

Пусть О,—центр окружности ра­
диуса г, касающейся катета АС в его 
середине М и касающейся в точке К 
внутренним образом описанной окруж­
ности треугольника АВС, причём точ­
ки О и О, расположены по разные 
стороны от прямой ВС. Линия цен­
тров касающихся окружностей прохо­
дит через точку их касания, поэтому 
ОК = ОМ + МК = ОМ + 2.01К, а так как 

ОМ — средняя линия треугольника АВС, ОМ = ВС = 4, ОК = 5 —
радиус описанной окружности треугольника АВС и МК — диаметр 
искомой окружности, то 5 = 4 +2г. Следовательно, г= 4.

Если же точки О и О расположены по одну сторону от прямой ВС, 
9 то аналогично находим, что г =

2. Дан треугольник со сторонами АВ = ВС = 17, АС = 30. Найдите 
общую хорду окружностей с диаметрами АВ и АС.

„ 240Ответ: -рр-
Решение. Пусть окружность с диаметром АВ вторично пересекает 

прямую АС в точке М. Тогда ВМ — высота, а значит, медиана тре­
угольника АВС. По теореме Пифагора ВМ = У172 - 152 = 8 < 15, по­
этому в прямоугольном треугольнике АВМ угол при вершине В боль­
ше 45°. Следовательно, ZABC > 90°,

Пусть окружность с диаметром АС вторично пересекает пря­
мую ВС в точке К. Тогда АК — высота тупоугольного треугольни­
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ка АВС, поэтому точка К лежит на продолжении боковой стороны ВС 
за точку В.

Из точки К отрезок АВ виден под прямым 
углом, значит, эта точка лежит на окружно­
сти с диаметром АВ. Таким образом, К — 
вторая точка пересечения окружностей, о ко­
торых говорится в условии задачи, а АК — 
общая хорда этих окружностей.

Из равенства ВС ■ АК = АС ■ ВМ находим, 
что

АС-ВМ 30'8 240
~ ВС “ 17 “ 17 '

3. В выпуклом четырёхугольнике ABCD известно, что ACBD 58°,
AABD = 44°, AADC = 78°. Найдите угол CAD.

Ответ: 58°.
Решение. Луч BD проходит между сторо­

нами угла АВС, поэтому
ААВС = AABD + ADBC = 44° + 58° = 102°, 

значит,
AABC + AADC = 102° + 78° = 180°.

Следовательно, четырёхугольник ABCD впи­
санный. Поэтому

ACAD = ADBC = 58°.

4. Окружность касается сторон АВ и AD прямоугольника ABCD 
и пересекает сторону DC в единственной точке F, а сторону ВС — 
в единственной точке Е. Найдите площадь трапеции AFCB, если 
АВ = 32, AD = 40 и BE = 1.

Ответ: 1180.
Решение. Пусть окружность радиуса R с центром О касается сто­

рон АВ и AD прямоугольника ABCD в точках М и N соответственно. 
В прямоугольной трапеции ОМВЕ известно, что

ОМ = ОЕ = R, ВМ = АВ-AM = АВ-ON = 32-R, BE = 1.
Из точки Е опустим перпендикуляр ЕК на ОМ. Тогда

ОК = ОМ-МК = ОМ-BE = R-l, КЕ = ВМ = 32-R.
Рассмотрим прямоугольный треугольник ОКЕ. По теореме Пифагора 
ОЕ2 = ОК2+КЕ2, или

R2 = (R—1)2 +(32 —R)2, R2 - 66R + 1025 = 0.
Условию задачи удовлетворяет R = 25.
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В прямоугольной трапеции DFON известно, что

OF = ON = R = 25, DN = AD-AN = 40-R= 15.

Обозначим DF = x. Из точки F опустим перпендикуляр FL на ON. То­
гда

OL = ON - LN = ON - DF = R - x = 25 - x, FL = DN = 15.

Рассмотрим прямоугольный треугольник OLF. По теореме Пифагора 
OF2 = OL2 + FL2, или

253 = (25 — х)2 +152, х2 —50х + 225 = 0.

Условию задачи удовлетворяет х = 5. Тогда CF = CD - х = 32 - 5 = 27. 
Следовательно,

SAFCB = CF + AB-ВС = 2732-40 = 1180.

5. В треугольнике АВС проведены высоты ААЪ ВВг и СС:. Из­
вестно, что ABAC = 120° и /VI- = 6. Найдите высоту АР треугольника 
ABjCp

Ответ: 3.
Решение. Из точек В и Q отрезок ВС виден под прямым углом, 

значит, эти точки лежат на окружности с диаметром ВС. Вписанные
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в эту окружность углы ВС1В1 и BCBi опи­
раются на одну и ту же дугу, поэтому они 
равны.

Треугольник В jAQ подобен треуголь­
нику ВАС по двум углам, причём коэффи­
циент подобия равен

АВ
= cos ZBAB = cos 60' — „.

При этом подобии высота АР треуголь­
ника В1АС1 соответствует высоте ААг
треугольника ВАС, следовательно, АР — ААг - • б 3.

6. Центр окружности, вписанной в четырёхугольник, лежит на его 
диагонали, равной 5. Известно, что периметр четырёхугольника ра­
вен 14, а площадь равна 12. Найдите вторую диагональ и стороны 
четырёхугольника.

24Ответ: — . 3, 4, 3, 4.
Решение." Пусть АС — 5—диагональ 

данного четырёхугольника ABCD. Центр 
окружности, вписанной в угол, лежит 
на биссектрисе этого угла, поэтому тре­
угольники АВС и ADC равны по стороне 
и двум прилежащим к ней углам.

Обозначим АВ = AD =х, ВС = CD = у, 
ААВС = а. Тогда

, п 1 ■ < 12* + У = 7, 2J0zsma = 6’ ХУ = “>

х2 + у2 — 2ху cos а = (х+у)2 — 2ху — 2ху cos а = 49 —2xy(l + cosa) = 25,
12

х2 + у2 — 2ху cos а = 25,

1 + cos а'

Из равенства т——— = следует, что 1 + cos а = sin а. После возве- r 1 + cos a sm a J
дения обеих частей этого уравнения в квадрат и очевидных упроще­
ний получим уравнение cos а(1 + cos а) = 0, а так как 0° < а < 180°, то 
a = 90Q.

Таким образом,
/х+у = 7, 
| ху = 12.

Из этой системы находим, что х = 3, у = 4 или х = 4, у = 3.
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Точки А и С равноудалены от концов отрезка BD, значит, АС — 
серединный перпендикуляр к отрезку BD. Из равенства -AC -BD = 12 
(площадь четырёхугольника ABCD) находим, что

„„ _ 2-12 _ 2-12 _ 24
BD - ~ ~ ~ ~

Диагностическая работа 2

1. Две стороны треугольника равны 10 и 12, а медиана, проведён­
ная к третьей, равна 5. Найдите площадь треугольника.

Ответ: 48.
Решение. Пусть AM — медиана треугольника АВС, причём AM = 5, 

АВ = 10, АС = 12. На продолжении медианы AM за точку М отложим 
отрезок MD, равный AM. Тогда ABDC — параллелограмм с диагона­

лями ВС и AD, а площадь треуголь- 
А ника АВС равна площади равнобед-

ренного треугольника ABD, в котором 
/ \ м '"''"'х. &В = AD = = 12. Высоту АН тре-

—т—V----------угольника ABD находим по теореме
4 Пифагора из прямоугольного треуголь-

ника АВН:
D ,_________ _____

АН = у/АВ2 — ВН2 = V100-36 = 8.

Следовательно,

■5давс = S&abd = 2ВВ>' АН = 2'12’8 = 48.

2. Окружности с центрами О, и О, касаются внешним обра­
зом. Кроме того, обе эти окружности касаются внутренним образом 
окружности радиуса R с центром О. Найдите периметр треугольника

ОО1О2.
------- .. Ответ: 2R.

/ Решение. Пусть /у и г2— радиусы
/л \ окружностей с центрами О, и О2 соответ-

Г' *_ -_ |\ ственно. Линия центров двух касающихся
\ ? гРААс/р.-г / I окружностей проходит через точку каса- 

е Хуф у НИЯ, ПОЭТОМ}* 4 * * 7

\ j OO1=R — r1, OO2 = R — r2, O1O2 = r1 + i2.

\ / Следовательно,

--------00 2 4- OO2 + 0^0 2—R—4“H—г2 "ЬИ 4~ г2=2H.
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3. Точки D и Е расположены на стороне АС треугольника АВС. 
Прямые BD и BE разбивают медиану АМ треугольника АВС на три 
равных отрезка. Найдите площадь треугольника BDE, если площадь 
треугольника АВС равна 1.

Ответ: 0,3.
Решение. Пусть прямые BD и BE пересекают медиану АМ в точ­

ках К и L соответственно, причём точка К лежит между А и L, 
АК = KL = LM. Точка L лежит на медиане треугольника и делит её 
в отношении AL : LM = 2:1, значит, L — точка пересечения медиан 
треугольника, поэтому BE — также медиана. Следовательно, Е — 
середина стороны АС.

Через вершину А проведём прямую, параллельную стороне ВС. 
Пусть эта прямая пересекается с продолжением отрезка BD в точ­
ке Р. Треугольник АКР подобен треугольнику МКВ с коэффициентом

= |, поэтому АР = ^ВМ = ~ВС. Треугольник ADP подобен тре­
угольнику CDB, значит,

АР АР 4ВС _ 1
DC ~ ВС ~ ВС ~ 4’ 

поэтому
1 113AD = ±АС} DE = AE-AD = ±АС - ±АС = ^АС.
О О _L

Следовательно,
с _ РЕ _ 3 1 _ 3

- АС '^ЛАВС - 10 ■ 1 “ 10'

4. Сторона АВ правильного шестиугольника ABCDEF равна -J3 
и является хордой некоторой окружности, причём остальные стороны 
шестиугольника лежат вне этой окружности. Прямая, проходящая 
через вершину С, касается окружности в точке М. Известно, что 
СМ = 3. Найдите диаметр окружности.

Ответ: 2л/3.
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Решение. Пусть М — точка касания, К — вторая точка пересечения 
прямой ВС с данной окружностью. Тогда СК ■ СВ = СМ2. Отсюда нахо­

дим, что СК = 3 д/3, ВК = СК - ВК = 2л/3.
В треугольнике АВК имеем

АВ =03. ВК = 2^3 = 2АВ,
КАВК = 180° - /АВС = 180° - 120° = 60°.

Значит, треугольник АВК прямоуголь­
ный, ВК — его гипотенуза. Следователь­
но, ВК = 2д/3 — искомый диаметр.

5. Центр окружности радиуса 6, касающейся сторон АВ, ВС и CD 
равнобедренной трапеции ABCD, лежит на её большем основании AD. 
Основание ВС равно 4. Найдите расстояние между точками, в кото­
рых окружность касается боковых сторон АВ и CD этой трапеции.

Л 36Ответ: —
Решение. Пусть О — центр окружности; Q, М и Р — точки её каса­

ния со сторонами соответственно АВ, ВС и CD трапеции ABCD; L — 
проекция вершины С на основание AD; К — точка пересечения отрез­
ков PQ и МО. Заметим, что PQ || AD (BQ = ВМ = СМ = СР).

Поскольку СО — биссектриса угла BCD, то /COD = /ОСВ = /OCD, 
поэтому треугольник OCD равнобедренный, CD = OD.

Обозначим CD = OD = х. Тогда LD = OD OL OD — МС = х - 2. По 
теореме Пифагора из прямоугольного треугольника CLD находим, что

CD2 = CL2 + LD2, или х2 = 36 + (х-2)2.

Отсюда следует, что х= 10.
КР ОРИз подобия треугольников ОКР и DLC находим, что — = По­

этому
OP-CL ,6 18

КР= ~CD~ =6'10 = Т-

Следовательно, PQ = 2КР = Ц2-,
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6. Углы при вершинах А и В треугольника АВС равны 75° и 45° со­
ответственно, ААг и ВВ —высоты треугольника. Касательная в точ­
ке С к окружности, описанной около треугольника А1В1С, пересека­
ется с прямой ААг в точке К. Известно, что СК — а. Найдите радиус 
окружности, описанной около треугольника АВС.

Ответ', а.
Решение. Треугольник А1В1С подобен треугольнику АВС с коэффи­

циентом cos ААСВ = cos 60° = ~, значит, радиус R описанной окружно­
сти треугольника АВС вдвое больше радиуса г описанной окружности 
треугольника А1В1С.

Из теоремы об угле между касательной и хордой следует, что

АКСЛ} = АСВХАХ = ААВС = 45°.

Из прямоугольного треугольника НАС на­
ходим, что САг = СК cos 45° = -=. По теореме 

v 2 
синусов

СА1 _ CAj 
2sinACB1A1 ~ 2sin45

Следовательно, R = 2r = a.

Диагностическая работа 3

А

1. Медиана и высота прямоугольного треугольника, проведённые 
из вершины прямого угла, равны 5 и 4. Найдите катеты.

Ответ: 2-/5, 4/5.
Решение. Пусть СМ = 5 и СН = 4 — 

медиана и высота прямоугольного тре­
угольника АВС, проведённые из верши­
ны прямого угла. По теореме Пифагора

МН = АСМ2-СН- = /25-16 = 3.

проведённая
гипотенузы.

из вер-
поэтому

Медиана прямоугольного треугольника, 
шины прямого угла, равна половине 
ВМ = СМ = АМ = 5.

Предположим, что АС > ВС. Тогда точка Н лежит между точками 
В и М, поэтому

ВН = ВМ-МН = 5-3 = 2, АН = АМ + МН = 5 + 3 = 8.
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Следовательно,
ВС = v'BH-AB = у2Й0 = 2 V5, АС = VAH-AB = д/8Л0 = 4л/5.

2. Найдите периметр треугольника, один из углов которого ра­
вен а, а радиусы вписанной и описанной окружностей равны г и R 
соответственно.

Ответ: 2 (г ctg у + 2R sin a).
Решение. Пусть угол при вершине А

J у, треугольника АВС равен а, О — центр
f *ч вписанной окружности, К — точка ка-

м/ уч. сания вписанной окружности со сторо-
j ч, ной АВ, М— со стороной АС. Тогда

BC = 2Rsina, AK = OKttgV =rctgy.
А К В Поскольку AM = АК и В К + СМ = ВС,

то
АВ Т АС Т ВС — 2АК + 2ВС = 2г ctg ~ 4- AR sin ct.

3. В треугольник АВС со сторонами АВ = 18 и ВС = 12 вписан па­
раллелограмм BKLM, причём точки К, L и М лежат на сторонах АВ, 
АС и ВС соответственно. Известно, что площадь параллелограмма со-

4
ставляет - площади треугольника АВС. Найдите стороны параллело­
грамма.

Ответ: 8, 6 или 4, 12.
в Решение. Обозначим ВМ = KL = х,

ВК = LM = у, Sдлвс = S. Тогда
У' с _4„ .. _1„ _1 4С_2С

\ ^вкш— ^хвкм—2^bklm~ 9^’ 
// \ а так как
/ \ 2 ВМ ВК _ х_ у

----- АК-----------------------------------------------X - ьлвкм - вс • АВ •'Эдавс - 12 ■ 18
А L С тоху = 48.

KL АК Треугольник AKL подобен треугольнику АВС, поэтому ту = ~rji, 
х 18 — у [ху = 48,

или -гт. = тт— , откуда Зх + 2у = 36. Из системы 1 нахо-
12 1И [3х + 2у = 36

дим, что х = 8, у = 6 или х = 4, у = 12.
4. Около прямоугольного треугольника АВС описана окружность. 

Расстояния от концов А и В гипотенузы АВ до прямой, касающейся 
окружности в точке С, равны а и Ь соответственно. Найдите катеты 
АС и ВС.

Ответ: у/а(а + Ь), уЬ^а + Ь).
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Решение. Пусть Р и Q — проекции точек А и В на указанную каса­
тельную, СМ — высота треугольника АВС. 
Треугольник АМС равен треугольнику 
АРС, так как

АРСА = ААВС = 90° - АСАВ = ААСМ
(по теореме об угле между касательной 
и хордой). Следовательно, АМ = АР = а. 
Аналогично ВМ = BQ = b, поэтому

АС2 = АМ-АВ = а(а + Ь),

ВС2 = ВМ-АВ = b(a+b).

5. В прямоугольном треугольнике АВС с прямым углом при вер­
шине С сторона СА равна 4. На катете ВС взята точка D, причём 

CD = 1. Окружность радиуса ■' . / проходит через точки С и О и касается 
в точке С окружности, описанной около треугольника АВС. Найдите 
площадь треугольника АВС.

Ответ: 4.
Решение. Поскольку точка D лежит внут­

ри окружности, описанной около треуголь­
ника АВС, то данные окружности касают­
ся внутренним образом. Если М — отлич­
ная от С точка пересечения первой окруж­
ности с катетом АС, то MD — диаметр этой 
окружности,

МС = AMD- - CD2 = /ГИГ = 2.
Пусть Q и О — середины диаметров MD и АВ данных окружно­

стей. Тогда точки О, Q и С лежат на одной прямой, треугольники 
MQC и АОС равнобедренные, ACMD = ААСО = ABAC, поэтому тре­
угольники MCD и АСВ подобны с коэффициентом —■ = Следова- С/l z 
тельно,

ВС = 2CD = 2, 5ДЛВС = 4-ВС • АС = 4.

6. На сторонах прямоугольного треугольника с катетами а и b по­
строены квадраты, лежащие вне треугольника. Найдите площадь тре­
угольника с вершинами в центрах квадратов.

(а + Ь)2Ответ: —;— .
Решение. Пусть АВС — данный прямоугольный треугольник с ка­

тетами ВС = а, АС = Ь и гипотенузой АВ, Ог, О2 и О3 — центры квад­
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ратов ABMN, AKLC и BCEF, построенных внешним образом на гипо­
тенузе и катетах АС и ВС соответственно.

Заметим, что СО2 и СО3 — биссектрисы вертикальных углов, по­
этому точки О2, С и О3 лежат на одной прямой и

О2О3 = СО3 + СО2 = + -7= =23 3 2 л/2 л/2 л/2
Пусть Р — проекция точки М на прямую ВС, R — проекция точ­

ки N на прямую AC, a Q — точка пересечения прямых МР и NR. Тогда 
CPQR — квадрат со стороной а + Ь, его центр совпадает с центром О3 
квадрата ABMN (см. [2], с. 26, пример 3), СОг—половина диагона­

ли квадрата CPQR, СО2 = а так как СО, —биссектриса прямого 
v 2

угла АСР, то

/О3СО2 = АОХСА + АО2СА = 45°+ 45° = 90°,

т. е. От С — высота треугольника О3О2О3. Следовательно,

с 1п п п г 1 а + ъ а + ъ (а + Ь)2
■Ьдо|Оуц - 2U2^3,c,1l “ 2 ' ~ 4

Диагностическая работа 4

1. На сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС, площадь которого 
равна 75, расположены точки М, N и К соответственно. Известно, что 
М— середина АВ, площадь треугольника BMN равна 15, а площадь 
треугольника AM К равна 25. Найдите площадь треугольника CNK.
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Ответ: 15.
Решение. Обозначим ДДАВС = S. Тогда

SAAMK AM АК _ 1 АК
S ~ АВ ’ АС ~ 2 ' АС’

а так как по условию задачи = ±2 = 1 то

1 АК 1 АК 2 СК
2 ’ АС = 3 ’ 0ТКУДа находим, что , а =

1 > CN 3 „= тг. Аналогично находим, что г-— = =.. Следовательно, о dL. э

_ СК CN 1 3 „ _ - р 
■^дсж - АС • вс- з • 5 ’ /Ь - 1Ь.

2. Окружность S с центром в вершине прямого угла прямоугольно­
го треугольника касается окружности, вписанной в этот треугольник. 
Найдите радиус окружности S, если известно, что катеты треугольни­
ка равны 5 и 12.

Ответ: 2(л/2±1).
Решение. Пусть окружность S с центром в вершине С прямого угла 

прямоугольного треугольника АВС с катетами АС = 12, ВС = 5 и ги­
потенузой АВ = 13 в точке К касается внешним образом вписанной 
окружности этого треугольника.

Пусть О — центр вписанной окружности данного треугольни­
ка, М— точка касания вписанной окружности треугольника с ка­
тетом ВС. Тогда

ОМ = | (АС + ВС - АВ) = - (12 + 5-13) = 2.

Линия центров касающихся окружностей проходит через точку их ка­
сания, поэтому ОС = СК + ОК, КОСМ = 45°, так как СО — биссектриса 
угла АСВ. Из прямоугольного треугольника ОСМ находим, что ОС = 
= \/2ОМ = 2-У2, а так как ОК = ОМ, то 2-/2 = 2 + СК. Следовательно, 
СК = 2 х/2-2, т. е. радиус окружности S равен 2-/2 — 2.
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Если окружность S касается вписанной окружности данного тре­
угольника внутренним образом, то аналогично найдём, что радиус 
окружности S равен 2-/2 + 2.

3. Катеты прямоугольного треугольника равны 3 и 4. Найдите пло­
щадь треугольника с вершинами в точках касания вписанной окруж­
ности со сторонами треугольника.

_ 6Ответ: ■=.
Решение. Пусть окружность, вписанная в прямоугольный треуголь­

ник АВС, касается катетов АС = 4 и ВС = 3 в точках К и L соответ­
ственно, а гипотенузы АВ — в точке М; SAABC = 6. Тогда

АВ = 5, СК = CL = т; (АС + ВС —АВ) = |(4+3-5) = 1,

АМ=АК=АС-СК=4-1=3 и BM = BL = BC-CL = 
=3-1=2, поэтому

_CL СК 1 .1 _ 1
св ■ СА -Ъдавс з • 4 • О 2 ’

_BMBL _22 8
5ambl - ВА • вс -Ъдавс - 5 ’ з ’ о - 5,

_ AM АК _33 27
^ламк ~ АВ • АС -Ъллвс ~ 5 ’ 4 ' о - 10 •

Следовательно,
„ „ „ _ , 1 8 27 _ 6

_ ^akcl ~ a ambl ~ ^аамк ~ 0 ~ 2 - 5 ~ 10 — 5’

4. Через середину боковой стороны равнобедренного треугольни­
ка со сторонами 12, 18, 18 проведена прямая, разбивающая треуголь­
ник на части, площади которых относятся как 1: 2. Найдите длину 
отрезка этой прямой, заключённого внутри треугольника.

Ответ: /97 или У57.
Решение. Пусть АВ = АС = 18 — боковые стороны равнобедренного 

треугольника АВС с основанием ВС = 12, М — середина АВ. Обозна­
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чим ABAC = а, ААВС = /3. По теореме косинусов

182 +182 — 122 7
cos а- 2 18-18 “ 9’

Если I) — середина основания ВС, то

cos(3 = ВР 6 1
АВ ' 18 “ 3’

Либо прямая, о которой говорится в условии задачи, отсекает от 
данного треугольника либо треугольник MAN, площадь которого рав­
на третьей части площади треугольника АВС, при этом точка N лежит 
на боковой стороне АС (см. рисунок слева); либо прямая отсекает 
треугольник MBN, при этом точка N лежит на основании ВС (см. ри­
сунок справа).

В первом из этих случаев

AM AN 1
бддвс АВ АС 3 ’

значит,
AN 1 АВ 1 2
АС ~ 3 ’ AM ~ 3 ” 3’

2 2поэтому AN = ъАС = g ■ 18 = 12. По теореме косинусов

MN = VAM2 + AN2 - 2АМ • AN cos а = у 92 +122 - 2 • 9 • 12 • | = -./57.

Во втором случае

значит,

бдмвгу ВМ BN 1
5ддвс ВА ВС 3 ’

BN _ 1 BA 1 ? _ 2
ВС ~3'ВМ~3'2~3’
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2 2поэтому BN = ~ВС = ~ • 12 = 8. По теореме косинусов

MN = ^ВМ2 + BN2 - 2ВМ ■ BN cos /3 = 92 + 82 - 2 • 9 • 8 • | = + 97.

5. Окружность с центром О, вписанная в треугольник АВС, касает­
ся его сторон АВ и АС в точках М и N. Окружность с центром Q вписа­
на в треугольник AMN. Найдите OQ, если АВ = 13, ВС = 15 и АС = 14.

Ответ: 4.
Решение. Пусть г — радиус окружности, вписанной в треуголь­

ник АВС, р — полупериметр треугольника АВС. Тогда
. АВ + ВС + АС 13 + 14 + 15 О1

АЛ Р = --------2-------- = -------2-------= 2Ъ

/й+Сру По формуле Терона

sAABc = JpIp-ABXp-BCXp-AC) = 
0* К = V21-8-6-7 = 84,

/ \ \ значит,

С 15 В r= S^BC = 84 = 4
р 21

Докажем, что центр Q окружности, вписанной в треугольник AMN, 
лежит на вписанной окружности треугольника АВС. Действительно, 
пусть Qz — середина меньшей дуги MN вписанной окружности тре­
угольника АВС. Из теоремы об угле между касательной и хордой сле­
дует, что

AAMQ' = /MNQ' = ZNMQ',

поэтому MQZ— биссектриса угла AMN. Аналогично NQ' — биссек­
триса угла ANM, значит, Qz — точка пересечения биссектрис тре­
угольника AMN, т. е. центр вписанной окружности этого треуголь­
ника. Таким образом, точка Qz совпадает с точкой Q.

Следовательно, OQ = г = 4.
6. Биссектрисы внутренних углов треугольника продолжены до пе­

ресечения с описанной около треугольника окружностью. В результа­
те попарного соединения этих точек получился новый треугольник. 
Известно, что углы исходного треугольника равны 30°, 60° и 90°, а его 
площадь равна 2. Найдите площадь нового треугольника.

Ответ: 1 + -/3.
Решение. Пусть биссектрисы углов при вершинах А, В и С треуголь­

ника АВС пересекают описанную около треугольника окружность
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радиуса R в точках Ах, Вг и Сх соответственно, причём ZC = 90°, 
ZA = 30° и ZB = 60°.

Тогда

ZC- = ZCC В- + ZCCjAj = ZCAAt -I- ZCBB1 = 15° + 30° = 45°.

Аналогично находим, что

ZAX = 30° + 45° = 75°, ZBY = 45° + 15° = 60°.

По условию задачи 5ДД/;С = 2, или 2R2 sin A sinB sin С = 2 (см. п. 22ж 
приложения 2), откуда находим, что

R2 = 2 = 1 = А
2sinAsinBsinC sin 30° sin 60° sin 90° Уз'

Следовательно,

к с — 2jR2sinA, sinB, sinC, = 2PZ sin75° sin 60° sin45° =

8 ч/б + -У2 у/З у/З /т; , -1
= 75’“—~= V3 + 1-

Диагностическая работа 5

1. На катете ВС прямоугольного треугольника АВС как на диа­
метре построена окружность, пересекающая гипотенузу в точке D, 
причём AD : BD = 1:3. Высота, опущенная из вершины С прямого 
угла на гипотенузу, равна 3. Найдите катет ВС.

Ответ: 6.
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Решение. Поскольку угол BDC вписан 
в указанную окружность и опирается на её 
диаметр ВС, то ABDC = 90 . Поэтому CD — 
высота треугольника АВС.

Положим AD = х, BD = Зх. Поскольку 
CD2 = AD ■ DB, то Зх2 = 9. Отсюда находим, 
что х2 = 3. Следовательно,

ВС2 = CD2 + BD2 = 9 + 9х2 = 9 + 27 = 36, 
а ВС = 6.

2. Диагональ равнобедренной трапеции делит её тупой угол попо­
лам. Меньшее основание трапеции равно 3, периметр равен 42. Най­
дите площадь трапеции.

Ответ: 96.
Решение. Пусть ВС и AD — основания трапеции ABCD, ВС = 3, 

СА — биссектриса угла BCD. Поскольку

ACAD = АВСА = ADCA,
треугольник ACD равнобедренный, поэтому

42-3AD = CD = АВ = = 13.

Из вершины С опустим перпендикуляр СК на 
основание AD. Тогда

AD-BC 13-3 _

СК = VCD2-KD2 = л/132 —52 = 12.
Следовательно,

Sabcd = ^AD+BCKK = 96.

3. Окружности радиусов г и R касаются внешним образом в точ­
ке К. Прямая касается этих окружностей в различных точках А и В. 
Найдите площадь треугольника АКВ.

_ 2RrVrRОтвет: r + R .
Решение. Пусть прямая АВ касается окружности радиуса г с цен­

тром О, в точке А, окружности радиуса R с центром О2 — в точке В, 
КН — высота треугольника АВК, F — проекция точки О на О2В, С — 
точка пересечения КН и O^F.

Линия центров двух касающихся окружностей проходит через 
точку их касания, поэтому точки О15 К и О2 лежат на одной прямой. 
Прямые О-А, КН и О2В параллельны, так как они перпендикулярны
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одной и той же прямой АВ. Треугольник КО С подобен треугольни­

ку OaOiF с коэффициентом = тр—, поэтому
СЛСМ КтГ

Из прямоугольного треугольника О, О2Т находим, что

Г-17 Г: Г 1 т > 1 r(R-r)СК — O2F ■ „ , — (R г) ■ п , — „ , ,2 R+r 4 R + r R+r ’
значит,

T7TJ _ Г-17 ru rv 7 Л ’'tR ~ Г^> , . _ 21'R KH — CK + CH — CK + Oi A — n + г — n 1 Я + r Я + г

OjF = y/O1O2-O2F2 = У (Я + г)2-(Я-г)2 = 2угД,

значит, AB = O1F = 2i/rR. Следовательно,

с _ 1 л о л-r Z _ 1 о гтб 2rR — ^RrVrR 
saakb- 2Аа'Кг'- ~ 2 ’ .R + r r + R

4. Найдите косинус угла при основании равнобедренного тре­
угольника, если точка пересечения его высот лежит на вписанной 
в треугольник окружности.

Ответ: 2.
Решение. Пусть О — центр окружности, вписанной в треуголь­

ник АВС (АС = ВС), Н — точка пересечения высот, ZCAB = ZCBA = а,
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К — середина АВ. Тогда
OK = AKtg^, НК = AKtg(90°-a) = АК ctg а.

Поскольку НК = 2ОК, то 2 tg | = ctg а.
Пусть tg 'I = t. Тогда полученное уравнение имеет вид

1-t22t = -—-Z 2t
„ 1

Отсюда находим, что t = . Следовательно,

1 -t2 2
cos а - 1 +12 з •

5. Точка М делит среднюю линию треугольника АВС, параллель­
ную стороне ВС, на отрезки, один из которых в три раза длиннее дру­
гого. Точка N также делит сторону ВС на отрезки, один из которых 
в три раза длиннее другого. В каком отношении прямая MN делит 
площадь треугольника АВС?

„ 1 9Ответ: - или уу.
Решение. Пусть Р и Q — середины сторон АВ и АС соответственно, 

точка М лежит на средней линии PQ, причём РМ : MQ = 1: 3, а пря­
мая AM пересекает сторону ВС в точке N'.

Треугольник АРМ подобен треугольнику 
/ АР 1/ м \ г ABN' с коэффициентом = а треуголь-

Р/ X. ник APQ подобен треугольнику АВС с тем же 
/ X ЖА РМ PQ „
/ коэффициентом, поэтому = —. Значит,
в Аф) С bn' РМ 1 BN' 1 „

-77— —- -77- = -г и 7777? = 77. Следовательно, в этом £>С /(/ 4 IV С о
случае точка N' совпадает с точкой N, о которой говорится в условии 
задачи. Тогда

S&abn  BN _ 1_
$AACN NC 3

„ CN 1 ,, ,,,,Пусть теперь т-г,- = В этом случае прямая MN пересекает сторо­
ну АВ в некоторой точке К. Обозначим РМ = t. Тогда PQ = 4г. ВС = 8t,

BN = 6t. Треугольник КРМ подобен треугольни- 
ку KBN с коэффициентом = — = -, значит, 

ВК = 6КР, АР = ВР БКР,
АК = АР-КР = БКР - КР = 4КР, 

ВК _ 6КР _ 3 ВК _ 3 
АК ~ 4КР ~ 2’ АВ ~ 5‘
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Следовательно,
S&BKN BN ВК _ 3 3 _ 9 S&bkn _ 9
^длвс АВ 4 5 20’ SACNK 11

6. Площадь ромба ABCD равна 2. В треугольник ABD вписана 
окружность, которая касается стороны АВ в точке К. Через точку К 
проведена прямая KL, параллельная диагонали АС ромба (точка L 
лежит на стороне ВС). Известно, что площадь треугольника KLB 
равна =. Найдите косинус угла BAD.

_ 1Ответ:
Решение. Треугольник KBL подобен треугольнику АВС с коэффици- 

дг 1ентом —== = -г- = —, поэтому ес-

ли Q — точка пересечения диагоналей 
ромба, то

BQ = ВК,

sin КВАС = sin ZBAQ = - Ш = Д=.
АВ АВ уз

Следовательно,
cos ABAD = 1-2 sin2 QzBAD j =1-2 sin2 ABAC = 1 - 2 • | = |.

Диагностическая работа 6

1. Найдите радиус окружности, касающейся двух концентрических 
(имеющих один и тот же центр) окружностей радиусов 3 и 5.

Ответ: 1 или 4.
Решение. Возможны два случая: а) искомая окружность касается 

меньшей из данных внешним образом, а большей — внутренним 
(см. рисунок слева); б) искомая окружность касается обеих данных 
окружностей внутренним образом (см. рисунок справа).
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5-3В первом случае радиус искомой окружности равен —— = 1. Во
5 + 3 4втором — —2~ = 4.

2. Окружность, построенная как на диаметре на меньшей боковой 
стороне прямоугольной трапеции, касается большей боковой сторо­
ны, равной а. Найдите среднюю линию трапеции.

Ответ:
Решение. Пусть центр О окружности лежит 

на меньшей боковой стороне АВ прямоуголь­
ной трапеции ABCD, М— середина большей 
боковой стороны CD.

Центр окружности, вписанной в угол, 
лежит на биссектрисе этого угла, поэтому 
СО и DO — биссектрисы углов BCD и ADC, 
сумма которых равна 180°, значит,

Z.COD = 180° - (ZOCD + ZODC) = 180° - | (ZBCD -I- ZADCj =

= 180° -1 • 180° = 90°.

Средняя линия ОМ трапеции ABCD — медиана прямоугольного 
треугольника COD, проведённая из вершины прямого угла, следова­
тельно,

ОМ = ^CD = |а.

3. Точка D делит основание ВС равнобедренного треугольни­
ка АВС на два отрезка, один из которых на 4 больше другого. Найдите 
расстояние между точками, в которых вписанные окружности тре­
угольников ABD и ACD касаются отрезка AD.

Ответ: 2.
Решение. Пусть окружности, вписанные 

в треугольники ABD и ACD, касаются от­
резка АС в точках М и N соответственно. 
Поскольку АС = АВ, а

М1=ЛВ+М-ДВ AC + AD-CD
AN - 2

(см. п. 9а приложения 2), то

MN = 1ЛМ-ЛМ1 = |ЛВ + У>-ВД _ ЛС + ЛД-CDI |СТ ВЯ 4 2
Zi I Zi Zi
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4. Диагонали АС и BD вписанного в окружность четырёхугольника 
ABCD пересекаются в точке Q под прямым утлом. Прямые АВ и CD 
пересекаются в точке Р. Известно, что ВС = 5, AD = 10, BQ = 3. Найди­
те АР.

„ 20/5Ответ: —.
Решение. Из прямоугольного треугольника BQC находим, что

CQ = ^BC2-BQ2 = /25-9 = 4.

Прямоугольные треугольники AQD и BQC подоб- 
ны по двум углам с коэффициентом' ~ = 2, 
поэтому

AQ = 2BQ = 2-3 = 6, DQ = 2CQ = 2-4 = 8.
По теореме Пифагора

АВ = X/BQ2+AQ2 = /9 + 36 = 3/5,

CD = ^/CC^ + DQ2 = /16 + 64 = 4/5.

Треугольник ВРС подобен треугольнику DPA по двум углам, так 
как

АРВС = 180° - ААВС = AADC = AADP,
< ВС 5 1причем коэффициент подобия равен -т= = 777 = ц, значит,

/XU 1U z

СР = ^АР, ВР =^PD = UpC + CD) = M^AP + 4V5} , 
А А А А \ A J

а так как ВР = АР-АВ = АР -ЗрЪ. то
| (|ЛР + 4/5) = АР - 3/5,

ЛПоткуда находим, что АР = —.
5. Прямая, параллельная стороне АВ треугольника АВС, касается 

его вписанной окружности. Отрезок этой прямой, заключённый внут­
ри треугольника, равен 2,4. Найдите сторону АВ, если известно, что 
периметр треугольника АВС равен 20.

Ответ: 6 или 4.
Решение. Обозначим точки пересечения касательной со сторонами 

АС и СВ через М и N соответственно, а точки касания этих сторон 
с вписанной окружностью — соответственно через Р и Q.

Пусть АВ = х, и р—полупериметры подобных треугольников 
CMN и САВ соответственно. Тогда СР = р1п СР = р - АВ = р х 10-х 
(см. п. 96, 9в приложения 2). Отношение полупериметров подобных
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треугольников равно коэффициенту подобия, поэтому ~ или 
10-х 2,4-/. - = - -. Из этого уравнения находим, что х = 6 или х = 4.

6. Дан равнобедренный треугольник АВС с основанием АС. Ок­
ружность радиуса R с центром в точке О проходит через точки А и В 
и пересекает прямую ВС в точке М, отличной от В и С. Найдите рас­
стояние от точки О до центра окружности, описанной около треуголь­
ника АСМ.

Ответ: R.
Решение. Пусть ААВС = а, Ох—центр второй окружности. Тогда, 

так как угол ВС А острый, то

ААОгМ = 1ААСВ = 2 (^90° - |) = 180° - а,

следовательно, точки А, В, МиОг лежат на одной окружности. По­
этому точка О, принадлежит окружности, описанной около треуголь­
ника АВМ, т. е. ООг =R.
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1. а) Биссектрисы смежных углов пер­
пендикулярны.

б) Биссектрисы внутренних односторон­
них углов при двух параллельных прямых 
и секущей перпендикулярны.

Доказательство. а) Сумма смежных уг­
лов равна 180°, значит, сумма половин этих 
углов равна 90°.

б) Сумма внутренних односторонних уг­
лов при двух параллельных прямых и секу­
щей равна 180°, значит, сумма половин уг­
лов равна 90°. Следовательно, биссектрисы 
этих углов пересекаются под прямым углом.

2. а) Если биссектрисы, проведённые из вершин В и С треугольни­
ка АВС, пересекаются в точке О, то АВОС = 90° + -|za.

б) Если биссектрисы внешних углов при вершинах В и С треуголь­
ника АВС пересекаются в точке Q, то /BQC = 90° - ZA.

Доказательство, а) Сумма внутренних углов при вершинах В 
и С треугольника АВС равна 180° - ZA, сумма их половин равна 
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д (180° - ZA) = 90° - |zA. Следовательно,

ZBOC = 180° - (ЯР - | /А^ = 90° + jzA.

б) В четырёхугольнике BOCQ углы при вершинах В и С прямые 
(биссектрисы смежных углов перпендикулярны), значит,

ZBQC + ZBOC = 360° - (ZOBQ + ZOCQj = 360° - 180° = 180°.

Следовательно,

ZBQC = 180° - ZBOC = 180° - ^90° + |ZA j = 90° - |zA.

3. а) Если медиана треугольника равна половине стороны, к кото­
рой она проведена, то треугольник прямоугольный.

б) Медиана прямоугольного треугольника, проведённая из верши­
ны прямого угла, равна половине гипотенузы.

Доказательство, а) Пусть CD — медиана
С. треугольника АВС. Обозначим ZA = а, ZB = (3.

/аСД"-^ Поскольку AD = CD и CD = BD, то ZACD = а,
/ \ ZDCB = /3, а так как сумма углов треуголы-ш-

\ ка АВС равна 180°, то 2а + 2/3 = 180°. Следова-
А D В тельно, ZC = a + /3 = 90°.

б) См. [2], с. 7.
4. а) Отрезок, соединяющий середины диагоналей трапеции, ра­

вен полуразности оснований.
б) Если сумма углов при одном из оснований трапеции равна 90°, 

то отрезок, соединяющий середины оснований трапеции, равен их 
полуразности.

Доказательство, а) Пусть М и N — середины диагоналей АС и BD 
трапеции ABCD с основаниями AD = а и ВС = Ь, а>Ь.

Соединим точку М с серединой К боковой стороны CD. По теореме 
о средней линии треугольника МК || AD || ВС. Аналогично докажем, 
что NK\\BC.

Поскольку через точку, не лежащую на прямой, можно провести не 
более одной прямой, параллельной данной, 

В__с то точки М, N и К лежат на одной прямой.
Эта прямая параллельна основаниям трапе- 

/ \ у ции.
\\ Таким образом,

A D MN МК КК = : /W - ВС =



Приложение 2. Список полезных фактов 421

б) Пусть М и N — середины оснований соответственно ВС и AD 
трапеции ABCD, Р и Q — середины диагоналей АС и BD соответ­
ственно, а прямые АВ и CD пересекаются в точке F. По условию 
А А + AD = 90°, поэтому

AAFD = 180° - (ZA + AD) = 180° - 90° = 90°.

Следовательно, АВ 1 CD.

Предположим, что AD > ВС. Отрезки РМ и QN — средние линии 
треугольников АВС и ABD, поэтому РМ = АВ и QN = С, АВ, значит, 
РМ — QN. Аналогично QM = PN, поэтому PMQN — параллелограмм. 
Кроме того, РМ || АВ и QM || CD, а так как АВ 1 CD, то РМ 1QM, зна­
чит, PMQN — прямоугольник. Его диагонали MN и PQ равны, следо- 

_ AD-BC вательно, MN = PQ =--- я----- .

5. Проекция боковой стороны равнобедренной трапеции на осно­
вание равна полуразности оснований, а проекция диагонали — полу­
сумме оснований.

Доказательство. Пусть ABCD — равнобедренная трапеция с осно­
ваниями AD и ВС (AD > ВС), Р и Q — основания перпендикуляров, 
опущенных из вершин С и В на AD. Из равенства прямоугольных тре­
угольников ABQ и DCP следует, что AQ = 
= DP, а так как BCPQ — прямоугольник, 
то PQ = BC. Поэтому

DP=^,

AP = AD-DP = AD- AD~PQ = AD+BC.

6. Свойства окружности.
а) Диаметр, перпендикулярный хорде, делит её пополам.
б) Диаметр, проходящий через середину хорды, не являющейся 

диаметром, перпендикулярен этой хорде.
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в) Серединный перпендикуляр к хорде проходит через центр 
окружности.

г) Равные хорды удалены от центра окружности на равные рассто­
яния.

д) Хорды окружности, удалённые от центра на равные расстояния, 
равны.

е) Окружность симметрична относительно центра и относительно 
любого своего диаметра.

ж) Дуги окружности, заключённые между параллельными хорда­
ми, равны.

7. а) Замечательное свойство окружности. Геометрическое место 
точек М, из которых отрезок АВ виден под прямым углом (ZAMB = 
= 90°), есть окружность с диаметром АВ без точек А и В.

б) Геометрическое место точек М, из которых отрезок АВ виден 
под острым углом (ZAMB < 90°), есть внешность круга с диамет­
ром АВ без точек прямой АВ.

в) Геометрическое место точек М, из которых отрезок АВ виден 
под тупым углом (ZAMB > 90°), есть внутренность круга с диамет­
ром АВ без точек отрезка АВ.

г) Геометрическое место точек, из которых отрезок АВ виден под 
данным углом, есть две дуги равных окружностей с общей хордой АВ, 
лежащие по разные стороны от прямой АВ, без точек А и В.

Доказательство, а) Пусть точка М, отличная от точек А и В, ле­
жит на окружности с диаметром АВ. Тогда медиана МО треугольни­

ка АМВ равна половине стороны, к кото- 
Р°й она проведена, поэтому ZAMB = 90°

/ (™.п’ За5’
/ X Г \\ Пусть теперь данный отрезок АВ виден 

дЬ-м___ /__ , ААВ из некоторой точки М под прямым углом
\ 0 у (т. е. ААМВ = 90°). Тогда медиана МО Прямо-

V. / угольного треугольника АМВ, проведённая
У7 к гипотенузе АВ, равна половине гипотену­

зы (см. п. 36), т. е. ОМ = ОА = ОВ. Следова­
тельно, точка М лежит на окружности с диаметром АВ.

б, в) Докажем сначала, что для точки М, лежащей вне круга с диа­
метром АВ, но не лежащей на прямой АВ, угол АМВ острый. Пусть 
О — середина АВ. Тогда расстояние от точки М до центра окружности 
больше радиуса, т. е. ОМ > ОА. Обозначим

АМАВ = а, АМВА = 0, 

ААМВ = у, АОМА = а', АОМВ = 0'.
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В треугольнике АОМ угол ОАМ, лежа­
щий против стороны ОМ, больше угла ОМА, 
лежащего против стороны О А {ОА < ОМ), 
а так как в любом треугольнике против 
большей стороны лежит больший угол, то 
/ОМА < /ОАМ, т. е. а! < а. Аналогично дока­
жем, что /3' </3. Тогда
у = 180°- а —/3 < 180°180°-у. 

Следовательно, у < 90°.
Теперь докажем, что для точки М, лежа­

щей внутри этого круга, но не лежащей на 
прямой АВ, угол АМВ тупой.

Действительно, если точка М лежит внут­
ри крута, то ОМ < ОА, поэтому а' > а 
и 13' > [3, значит,

а + /3 < а' + /3' = у,
у= 180°-(а + /3)>180о-(а/ + /3/) = 180°-у. 
Следовательно, у > 90°, что и требовалось 
доказать.

Пусть теперь отрезок АВ виден из точки М под острым углом, 
т. е. у < 90°. Предположим, что точка М при этом лежит либо на 
окружности, либо внутри круга. Тогда по доказанному либо у = 90°, 
либо у > 90°, что противоречит предположению.

Аналогично докажем, что если для точки М угол АМВ тупой, то 
точка М лежит внутри круга.

г) Пусть АВ — данный отрезок, а данный угол равен а. Построим 
два треугольника АВС и АВС' так, чтобы точки С и С' лежали по раз­
ные стороны от прямой АВ и выполнялось условие ZACB = /АС'В = а. 
Опишем окружности около этих треугольников. Докажем, что иско­
мое геометрическое место точек — это две дуги построенных окруж­
ностей: дуга АВ описанной окружности треугольника АВС, содержа­
щая точку С, и дуга АВ описанной окружности треугольника АВС', 
содержащая точку С'.

Если точка М, отличная от А и В, лежит на первой из этих дуг, то 
по теореме о вписанных углах, опирающихся на одну и ту же дугу,

/АМВ = ААСВ = а.
Аналогично для точки, лежащей на второй дуге.

Обратно, пусть точка N такова, что /ANВ = а. Предположим, что 
при этом точки N и С лежат по одну сторону от прямой АВ. Дока-
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жем, что точка N лежит на первой из по­
строенных дуг. Допустим, что это не так. Ес­
ли точка N расположена внутри окружности, 
то, продолжив отрезок AN за точку N, полу­
чим точку К пересечения луча AN с окруж­
ностью. Тогда

ААКВ = ААСВ = а = AANB,

что невозможно, так как угол ANB внешний 
для треугольника BKN, а тогда

A AN В = ААКВ + AKBN > А АКБ.

Аналогично для случая, когда точка N лежит 
вне окружности.

Если точки N и С лежат по разные стороны от прямой АВ, то, рас­
суждая аналогично, докажем, что точка N лежит на второй из постро­
енных дуг.

Таким образом, доказано, что из каждой точки построенных дуг 
(кроме А и В) отрезок АВ виден под углом а, и обратно, если из какой- 
то точки отрезок АВ виден под углом а, то эта точка лежит на одной 
из построенных дуг.

8. а) Линия центров двух пересекающихся окружностей перпенди­
кулярна их общей хорде и делит её пополам.

б) Линия центров двух касающихся окружностей проходит через 
точку касания.

Доказательство, а) Пусть окружности с центрами О] и О2 пересе­
каются в точках А и В. Точки Ох и О2 равноудалены от концов отрез­
ка АВ, следовательно, <ДО2— серединный перпендикуляр к АВ.

б) Пусть окружности с центрами О и О2 касаются в точке Р. Тогда 
касательная I к одной из окружностей, проведённая через точку Р, 
является касательной ко второй, значит, (ДР11 и О2Р 1Z, а так как
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через точку Р, лежащую на прямой I, проходит единственная прямая, 
перпендикулярная I, то точки Р, О и О2 лежат на одной прямой.

9. а) Радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник
, .. а + Ь —сс катетами а, Ъ и гипотенузой с, равен ——•

б) Если М— точка касания со стороной АС окружности, вписан­
ной в треугольник АВС, то АМ = р - ВС, где р — полупериметр тре­
угольника.

в) Если окружность касается стороны ВС треугольника АВС и про­
должений сторон АВ и АС, то расстояние от вершины А до точки 
касания окружности с прямой АВ равно полупериметру треугольни­
ка АВС.

г) Если окружность, вписанная в треугольник АВС, касается сто­
рон АВ, ВС и АС соответственно в точках К, L и М, a ABAC = а, то 
AKLM = 90° |.

д) Если прямые, проходящие через точку А, касаются окружно­
сти S в точках В и С, то центр вписанной окружности треугольни­
ка АВС лежит на окружности S.

е) Если расстояние между центрами окружностей радиусов г и R 
равно а и а > R + г, то отрезки общих внешних и общих внутренних 
касательных, заключённые между точками касания, равны соответ­
ственно \/а2- (R-r)2 и \/ а2- QR + r)2.

Доказательство, а) Обозначим вер­
шины треугольника, противолежащие 
сторонам а, Ъ и с, через А, В и С соответ­
ственно, а точки касания с этими сторо­
нами— соответственно А1з В] и Сх.

Если О — центр данной окружности, 
то O/VCB. —квадрат. Поэтому

САг = г, ВС] = BA] = a-r, АС = АВ] = Ь — г,
с = АВ = АС] + С]В = а + Ь — 2г.

Следовательно, а + Ь- с
2



426 Приложение 2. Список полезных фактов

б, в) См. [2] , с. 109.
г) Пусть О —центр окружности. Тогда ВО и СО — биссектрисы уг­

лов В и С треугольника АВС, поэтому

ZBOC = 90° + |zA = 90° +

а так как О В1KL и ОС 1 ML, то

д) Пусть М— середина меньшей дуги ВС. 
Докажем, что М — центр окружности, вписан­
ной в треугольник АВС.

Действительно, AM — биссектриса угла А. 
Из теоремы об угле между касательной и хор­
дой следует, что

A MBA = ^ШВ = ~ШС = АМВС,

Значит, ВМ также биссектриса треугольни­
ка АВС. Следовательно, М — точка пересечения 

биссектрис треугольника АВС, г. е. центр его вписанной окружности.
е) См. [2], с. 78.
10. Если окружности радиусов г и R с центрами О, и О2 касают­

ся внешним образом в точке К, а прямая касается этих окружностей 
в различных точках А и В и пересекается с общей касательной, про­
ходящей через точку К, в точке С, то ААКВ = 90° и ZOXCO2 = 90°, а от­
резок АВ общей внешней касательной окружностей равен отрезку об­
щей внутренней касательной, заключённому между общими внешни­
ми. Оба эти отрезка равны 2-/Rr.
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Доказательство. См. [2], с. 88.

11. а) Угол между касательной и хордой, проведённой через точку 
касания, равен половине угловой величины дуги, заключённой между 
ними.

б) Угол между пересекающимися хордами равен полусумме проти­
воположных дуг, высекаемых хордами.

в) Угол между двумя секущими равен полуразности дуг, высекае­
мых секущими на окружности.

Доказательство. См. [2], с. 132—133.
12. а) Если прямая, проходящая через точку А и центр О впи­

санной окружности треугольника АВС, вторично пересекает опи­
санную окружность этого треугольника в точке М, то треугольники 
ВОМ и СОМ равнобедренные.

б) Формула Эйлера. Если О1Л О2 — центры вписанной и описанной 
окружностей треугольника АВС, а г и R — радиусы этих окружностей, 
то О,ОЛ = \/Рл - 1r R.

Доказательство, а) Обозначим АА = 
= а, AB = fi.

Центр окружности, вписанной в тре­
угольник, есть точка пересечения его 
биссектрис, значит, ВО и АО — биссек­
трисы углов АВС и ВАС, а так как ВОМ — 
внешний угол треугольника АОВ, то

АВОМ = ААВО + АВАО = 4-1.

Вписанные углы МВС и МАС опираются на одну и ту же дугу, поэтому

АОВМ = АОВС+АМВС = AOBD+AMAC = |
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Значит, /ВОМ ■ /ОВМ, следовательно, треугольник ВОМ равнобед­
ренный.

Аналогично для треугольника СОМ.
б) Пусть Aj —точка пересечения биссектрисы треугольника ВАС, 

проведённой из вершины А, с описанной окружностью. Обозначим 
ABAC = а. По доказанному в предыдущем пункте треугольник ВО 1А1 
равнобедренный. По теореме об отрезках пересекающихся хорд

А1О1-О1А = (Д + О1О2)(Д-О1О2) =R2-OlO|.

Пусть Р — проекция точки О на сторону АВ. Тогда OtP г. Из прямо­
угольного треугольника АОР находим, что



Приложение 2. Список полезных фактов 429

то
R2 - От О2 = О, А • А-, Ол = -тЦ- ■ 2R sin $ = 2/7?. 12 1 1 1 sin у 2

Следовательно, ОХО| = R2 - 2rR.
13. а) Если четырёхугольник можно вписать в окружность, то сум­

ма его противоположных углов равна 180°.
б) Если сумма противоположных углов четырёхугольника рав­

на 180°, то около него можно описать окружность.
Доказательство, а) См. [2], с. 132.
б) Пусть ABCD—данный четырёхуголь- 

ник и ABAD + ABCD = 180°. Опишем окруж- 
ность около треугольника ABD. Если точка С N. \ \
окажется на этой окружности, то утвержде- Л \\ \
ние доказано. i \ /

Пусть точка С находится внутри окруж- \\ —у в
ности. Продолжим луч DC до пересечения /
с окружностью в точке Q. Тогда 4^------ —

АВСД) + ABAD = 180°

(свойство вписанного четырёхугольника). /0^*^ 'к к 
Поэтому ABCD = ABCD. Поскольку BCD— \v
внешний угол треугольника СВСЪ то [\ \\]

ABCD = АВСД) + АСВСГ > ABCD, \\ в

что невозможно. 7
Аналогично для случая, когда С лежит вне А 

окружности.
14. а) Если в четырёхугольник можно вписать окружность, то сум­

мы его противоположных сторон равны.
б) Если суммы противоположных сторон выпуклого четырёхуголь­

ника равны, то в него можно вписать окружность.
Доказательство, а) Отрезки касательных, проведённых из одной 

точки к окружности, равны между собой. а
Точки касания делят каждую сторону че- d 
тырёхугольника на две части. Обозначим ъ/ \
последовательно их длины, используя од- / \
ну букву для равных отрезков, начиная от Д 1 w
какой-нибудь из вершин: a, b, b, с, с, d, d, а. / \
Ясно, что суммы противоположных сторон / \
состоят из одинаковых слагаемых. с Ь
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б) Пусть в выпуклом четырёхугольнике ABCD 
известно, что АВ + CD = ВС + AD. Тогда АВ — AD = 
=BC — CD.

Если АВ = AD, то BC = CD. Поэтому треугольни­
ки АВС и ADC равны по трём сторонам, значит, 
диагональ АС делит пополам углы BAD и BCD. Из 
равенства треугольников АВС и ADC и их соответ­
ствующих углов АВС и ADC следует, что биссектри­
сы этих углов пересекаются в некоторой точке О, 
лежащей на диагонали АС. Поскольку точка О ле­

жит на биссектрисе каждого из углов четырёхугольника, то она рав­
ноудалена от всех его сторон. Следовательно, О — центр окружности, 
вписанной в четырёхугольник ABCD.

Пусть теперь АВ > AD. Тогда ВС > CD.
На отрезке АВ возьмём такую точку Т, для которой AT = AD, а на 

отрезке ВС — такую точку S, для которой CS = CD. Поскольку

AT = AD, CS = CD, BT = AB — AT = AB — AD = BC — CD = BC — CS = BS,

то треугольники TBS, ADT и CDS равнобедренные. Биссектрисы их 
углов при вершинах В, А и С являются серединными перпендикуляра­
ми к отрезкам TS, DT и DS соответственно, т. е. серединными перпен­

дикулярами к сторонам треугольни­
ка DTS. Поэтому биссектрисы углов В, 
А и С пересекаются в одной точке — 
центре описанной окружности треуголь­
ника DTS. Эта точка равноудалена от 
всех сторон четырёхугольника ABCD. 
Следовательно, она является центром 
вписанной окружности четырёхугольни­
ка ABCD.

Аналогично для АВ < AD.
15. а) Если в трапецию можно вписать окружность, то боковая сто­

рона трапеции видна из центра окружности под прямым углом.
б) Если окружность вписана в равнобедренную трапецию, то бо­

ковая сторона трапеции равна её средней линии.
в) Если в трапецию можно вписать окружность, то радиус окруж­

ности есть среднее пропорциональное (среднее геометрическое) от­
резков, на которые точка касания делит боковую сторону.

Доказательство, а) Пусть ABCD — трапеция с основаниями AD 
и ВС, О — центр её вписанной окружности. Тогда лучи АО и ВО —
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биссектрисы углов при боковой стороне 
трапеции. Сумма этих углов равна 180°, 
сумма их половин равна 90°. Следова­
тельно, угол АОВ прямой.

б) Пусть основания равнобедренной 
трапеции равны а и Ъ, а боковая сторона 
равна с. Поскольку в трапецию вписана
окружность, суммы противоположных сторон трапеции равны между 
собой, т. е. а + Ь = 2с. Значит, боковая сторона трапеции равна сред­
ней линии:

2с а + Ь
С~ 2 ~ 2 ’

16. а) Замечательное свойство трапеции. Точка пересечения диа­
гоналей трапеции, точка пересечения продолжений боковых сторон 
и середины оснований лежат на одной прямой.

б) Отрезок прямой, параллельной основаниям трапеции, заклю­
чённый внутри трапеции, разбивается её диагоналями на три части. 
Тогда отрезки, прилегающие к боковым сторонам, равны.

в) Если через точку пересечения диагоналей трапеции с основа­
ниями а и Ь проведена прямая, параллельная основаниям, то отре­
зок этой прямой, заключённый между боковыми сторонами трапе-

2аЬ ции, равен —.
г) Если трапеция разделена прямой, параллельной её основаниям, 

равным а и Ь, на две равновеликие трапеции, то отрезок этой прямой, 

заключённый между боковыми сторонами, равен
д) Если трапеция разделена прямой, параллельной её основаниям, 

равным а и Ъ, на две подобные трапеции, то отрезок этой прямой, 
заключённый между боковыми сторонами, равен л/аЬ.

Доказательство, а) Пусть Q — точка пересечения продолжений 
боковых сторон АВ и CD трапеции ABCD, М— середина меньшего 
основания ВС, О — точка пересечения диагоналей АС и BD, N — 
точка пересечения прямой QM с большим основанием AD.

Из подобия треугольников QBM и QAN 
QM ВМ Лследует, что , а из подобия тре-

QM СМ 
УГОЛЬНИКОВ QCM И QDN — ЧТО ттт. = угтт.

ВМ СМ ' ™Поэтому -Гт? = а так как ВМ = СМ, то J AN DN
AN = DN, t. e. N — середина AD.

Аналогично докажем, что прямая, про­
ходящая через точку О пересечения диа-

а2 + Ь2
2
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гоналей и середину одного из оснований, проходит через середину 
другого основания.

б) Пусть точки М и N расположены на боковых сторонах АВ и CD 
трапеции ABCD, MN || ВС, К и L — точки пересечения прямой MN 

с диагоналями АС и BD.
Треугольник АМК подобен треугольни­

ку АВС, а треугольник DNL — треугольнику 
DCB, причём коэффициенты подобия оди- 

АМ DN „наковы, так как - — = -тт?,-. Следовательно, 
Ad DC

МК = ВС -4^ = вс • = LN.
Ad DC

пересечения диагоналей АС и BD трапе-в) Пусть М — точка
ции ABCD с основаниями AD = аиВС = Ь,ХиУ — точки пересечения 

данной прямой с боковыми сторонами 
АВ и CD соответственно. Из подобия тре­
угольников ВМС и DMA находим, что

AM АР а 
МС ~ ВС ~ Ъ'

„ AM а Поэтому ~ = ^.
Из подобия треугольников АМХ и АСВ находим, что 

MX _ АМ_ _ а 
ВС АС а + Ь'

Поэтому
МХ = ^ = ^С. 

а+Ь а+Ъ

Аналогично MY = Следовательно.а + Ь
XY = MX+MY =

а + Ь
г) Пусть О—точка пересечения продолжений боковых сторон 

АВ и DC трапеции ABCD с основаниями AD = а, ВС = b, S —площадь 
треугольника ВОС, MN = х— искомый отрезок. 
Треугольник MON подобен треугольнику ВОС 
с коэффициентом треугольник AOD подобен 

треугольнику ВОС с коэффициентом р при этом 
В AMON ~ В = S&AOD ~ В AMON J или

х2 _ _ а2 с
ь2 ъ2 ь2

п 2 a2 + b2 „ / а2+ Ъ2
Отсюда находим, что х = —. Следовательно, MN = у —л—



Приложение 2. Список полезных фактов 433

д) Пусть точки М и N лежат на боковых сторонах соответствен­
но АВ и CD трапеции ABCD с основаниями AD = а и ВС Ь, причём 
MN || AD и трапеции MBCN и AMND подобны. То-

ВС МЫгда откуда находим, что

MN2 = AD-ВС = ab.

Следовательно, MN = -/ab.

17. а) Если ВВг и ССХ—высоты треугольника АВС, то треуголь­
ник АВ j Сг подобен треугольнику АВС, причём коэффициент подобия 
равен |cosZA|.

б) Если Н — точка пересечения высот треугольника АВС, а О — 
центр его описанной окружности, то отрезок АН вдвое больше рас­
стояния от точки О до стороны ВС.

в) Точки О, Н и точка М пересечения медиан треугольника АВС 
лежат на одной прямой (прямая Эйлера), причём точка М лежит на 
отрезке ОН и ОМ: МН =1:2.

г) Если ВВ, и ССг —высоты треугольника АВС, а О — центр опи­
санной окружности, то ОА ! /фС.

д) Точки, симметричные точке пересечения высот (ортоцентру) 
треугольника АВС относительно прямых АВ, АС и ВС, лежат на 
описанной окружности треугольника АВС.

е) Точки, симметричные точке пересечения высот треугольни­
ка АВС относительно середин его сторон, лежат на описанной окруж­
ности треугольника АВС.

ж) Если АА1} ВВ1 и ССг—высоты остроугольного треугольни­
ка АВС, то биссектрисы треугольника А1В1С1 (ортотреугольника 
треугольника АВС) лежат на прямых АА?, ВВ, и СС}. Если же тре­
угольник АВС тупоугольный, то на этих прямых лежат биссектрисы
двух внешних и третьего внутреннего углов треугольника А1В1С1 

Доказательство, а, б) См. [2], с. 154—155.
в) Пусть А] — середина стороны ВС 

треугольника ABC, G — точка пересе­
чения прямых ААХ и ОН. По дока­
занному в предыдущем пункте АН = 
= 2ОАг.

Из подобия треугольников AXGO 
и AGH следует, что

AG _ HG _ АН _
GA. GO : ОА, : Л
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Следовательно, G— точка пересечения медиан треугольника АВС, 
т. е. G совпадает с М и МН = 2МО.

г, д) См. [2], с. 156.
е) Пусть ААг—диаметр описанной 

окружности, Н — точка пересечения вы­
сот треугольника АВС. Тогда АгС 1 АС 
и ВН 1 АС, значит, АХС || ВН. Аналогич­
но А] В || СН, поэтому четырёхугольник 
НВА^ — параллелограмм. Следователь­
но, его вершина Аг симметрична вер­
шине Н относительно середины диаго­
нали ВС.

ж) Пусть А15 В] и Сх — основания вы­
сот остроугольного треугольника АВС, 
проведённых из вершин А, В и С соот­
ветственно. Тогда

ААС1В1 = ААСВ, АВС^ = ААСВ.

Поэтому

ААС1В1 = АВСтА^.

Следовательно,

ZBjCjC = 90° - ZACjBj = 90° - АВС^ = АА^С.

Точно так же получаем

ZA? В В = ZCjBjB, ZBjAjA = АСХАЛА.

Аналогично можно доказать соответствующее утверждение для 
тупоугольного треугольника.

18. а) Произведения отрезков пересекающихся хорд окружности 
равны.

б) Теорема о касательной и секущей и следствие из неё. Если из 
одной точки проведены к окружности касательная и секущая, то про­
изведение всей секущей на её внешнюю часть равно квадрату каса­
тельной.

Произведение всей секущей на её внешнюю часть для данной точ­
ки и данной окружности постоянно.

в) Прямая, проходящая через точки пересечения двух окружно­
стей, делит пополам общую касательную к ним.

г) Общие хорды (или их продолжения) трёх попарно пересекаю­
щихся окружностей проходят через одну точку либо параллельны.
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Доказательство, а, б) См. [2], с. 121—122.
в) Пусть А и В — точки пересечения двух 

окружностей, MN — общая касательная (М 
и N — точки касания), К — точка пересече­
ния прямых АВ и MN (А между К и В). Тогда 

МК2 = КВ-КА и NK2 = КВ-КА.
Следовательно, MK = NK.

г) Пусть окружности и S2 пересекаются в точках А и В, окружно­
сти Вг и S3 — в точках С и D, окружности S2 и S3 — в точках ЕиР. Рас­
смотрим случай, когда попарно пересекаются отрезки АВ, CD и EF.

Если М — точка пересечения отрезков 
CD и ЕР, то по теореме о произведениях 
отрезков пересекающихся хорд

CM-MD = EM-MF.
Через точки А и М проведём прямую, 
вторично пересекающую окружность S2 
в точке ВР Тогдахорды АВг и EF окружно­
сти S2 пересекаются в точке М, поэтому

АМ-МВг = EM-MF = CM-MD.
Значит, точки А, В1г С и D лежат на одной 
окружности, а так как через точки А, С 
и D проходит единственная окружность S:, 
то точка В лежит на окружности S3. Та­
ким образом, точка BL является общей точкой окружностей S3 и S2
отличной от точки А. Значит, точка Вг совпадает с точкой В. Следова­
тельно, хорда АВ проходит через точку пересечения хорд CD и EF.

Аналогично для случая когда пересекаются продолжения отрезков 
АВ, CD и EF.

19. Средние пропорциональные в прямоугольном треугольнике. 
Высота прямоугольного треугольника, проведённая из вершины пря­
мого угла, есть среднее пропорциональное (среднее геометрическое) 
проекций катетов на гипотенузу, а каждый катет есть среднее про­
порциональное гипотенузы и своей проекции на гипотенузу.

20. а) Следствие из теоремы косинусов. Сумма квадратов диагона­
лей параллелограмма равна сумме квадратов всех его сторон.

б) Формула для медианы треугольника. Если тс— медиана тре­
угольника, проведённая к стороне с, то тс = 4- V2а2 + 2/г - с2, где 
а и Ъ — остальные стороны треугольника.
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В___________ С Доказательство, а) Пусть АС и BD —диа-
гонали параллелограмма ABCD. По теореме

/ / косинусов из треугольников ABD и ACD нахо-
'Ад дим, что

4 D
BD2 = АВ2 + AD2 -2 АВ ■ AD cos ABAD, 

AC2 = AD2 + CD2 - 2AD ■ CD cos AADC =

= AD2 + CD2 - 2AD ■ CD cos(180° - ABAD) =

= AD2 + CD2 + 2 AD ■ CD cos ABAD.

Следовательно,
BD2+AC2 = 2-AB2 +2-AD2.

6) Cm. [2], c. 16.
21. Формулы для биссектрисы треугольника. Если а и Ъ — стороны 

треугольника, у — угол между ними, I — биссектриса треугольника, 
проведённая из вершины этого угла, а а' и Ъ' — отрезки, на которые

2abcos| 
биссектриса делит третью сторону треугольника, то: а) I = — j ;

б) /2 = аЬ-а/Ь/.
Доказательство, а) См. [2], с. 46.
б) См. [2], с. 47.
22. Формулы для площади треугольника. Если а, Ъ и с — стороны 

треугольника, а, /3 и у — противолежащие им углы, ha, hb и hc — высо­
ты, проведённые из вершин этих углов, р — полупериметр треуголь­
ника, R — радиус описанной окружности, г, га, гь и гс — радиусы впи­
санной и вневписанной окружностей, касающихся сторон а, Ъ и с со­
ответственно, a S — площадь треугольника, то

a) S = ±aha; б) S = |absiny; в) S - 777;
z z Ч-гС

г) S = \/р(р - аДр-ЬДр - с) (формула Герона);

е) S = (р - а)га; ж) S = 2Я2 sin a sin/3 sin у; 3) S =

h,,hc x _____
и) S = ; к) S = ./rr„rhrc.J 2sina’ v a ь c

Доказательство, e) Cm. [2], c. 110.
ж) По теореме синусов a = 2J?sina, b = 2Rsinp. Следовательно,

S = ^-ab sin у = 4 ■ 2R sin a ■ 2R sin /3 sin у = 2R2 sin a sin fd sin y.

Д) S = pr; 

a2 sin p sin у 
2 sin(^ + y) ’
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„ _ , h.. hbи) Поскольку Ъ = — и с = -—, тоJ sm a sina

„ 1, . 1 hc hb . hbhcS = Trbcsma = x • —---- -.----- sina = „ .2 2 sm a sm a 2 sm a

к) По формуле Герона

S = y/p(p-a)(p-b)(p-c) =
V ' ‘a 'b ‘c

Отсюда находим, что S = Дггагъгс.

23. а) Площадь четырёхугольника с перпендикулярными диагона­
лями равна половине произведения диагоналей.

б) Площадь любого четырёхугольника равна половине произведе­
ния диагоналей на синус угла между ними.

Доказательство, б) Через каждую из двух противоположных вер­
шин четырёхугольника проведём прямые, параллельные диагонали, 
соединяющей две другие вершины. То же проделаем для двух других 
вершин. Получим параллелограмм, стороны которого равны диаго­
налям данного четырёхугольника. Угол 
между соседними сторонами получен­
ного параллелограмма равен углу меж­
ду диагоналями данного четырёхуголь­
ника, а площадь вдвое больше. По­
скольку площадь параллелограмма рав­
на произведению двух соседних сторон 
на синус угла между ними, то площадь 
данного четырёхугольника равна поло­
вине произведения его диагоналей на 
синус утла между ними.

24. а) Медиана разбивает треугольник на два равновеликих.
б) Три медианы разбивают треугольник на шесть равновеликих.
в) Если площадь треугольника равна S, то площадь треугольника,

3„ составленного из его медиан, равна -S.
г) Если точка D лежит на стороне ВС треугольника АВС или на её

^ДАВО BD продолжении, то „ ' = .
^дас»

д) Если точки Р и Q лежат на сторонах АВ и АС или на их продол-
^дар<2 АР AQ 

жениях, то г—- = тт ’ TF- 
ДдАВб Ав АС
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Следовательно,

Доказательство, а) Пусть AAj —медиана 
треугольника АВС, АН — высота. Тогда

■5дл<.и = 2^1 'АН = рВА ' АН =

б) Пусть М — точка пересечения медиан 
ААЪ ВВЪ ССХ треугольника АВС. Тогда

S — —S — ■ Г —S 1 — —S'-’ДА1МС — з'-’ДА^С — з |<2,5д/'/я' “ б'-’ДАВС-

Аналогично для остальных пяти треугольни­
ков.

в) Пусть М — точка пересечения меди­
ан треугольника АВС, Аг—середина сторо­
ны ВС.

Отложим на продолжении медианы ААг за 
точку А1 отрезок АгК, равный АгМ. Посколь­
ку ВМСК— параллелограмм, то КС = ВМ. По- 

2 
этому стороны треугольника МСК равны 
сторон треугольника, составленного из меди­
ан треугольника АВС.

Следовательно, искомый треугольник по­
добен треугольнику МСК с коэффициентом 
3 9-, а его площадь равна ~ площади треуголь­
ника МСК, т. е.

9 1 3
4 2 “ 4й-

г) Пусть АН — высота треугольника АВС. 
Тогда

■5ддсп ~ 2^0-АН, SAABD — ?BD-AH.

S^ABD = = BD
S&ACD | CD-АН CD'

д) Поскольку площадь треугольника равна половине произведения 
двух сторон на синус угла между ними, то

■5давс = э АВ' АС • sin КВАС = ^АВ ■ АС • sin а,

S&apq = ‘ АР ■ AQ ■ sin КВАС = АР ■ AQ • sin а,
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где а либо равен углу ZBAC, либо дополняет его до 180°. Тогда

^AAPQ _ _2 AP-AQ-sin« _ АР aq

Далвс | AB-AC-sina АВ'АС

25. а) Середины сторон любого четырёхугольника являются вер­
шинами параллелограмма, причём площадь параллелограмма вдвое 
меньше площади четырёхугольника.

б) Середины двух противоположных сторон любого четырёхуголь­
ника и середины его диагоналей либо являются вершинами паралле­
лограмма, либо лежат на одной прямой.

Доказательство, а) Пусть dx и d2—диа­
гонали данного четырёхугольника, а — угол 
между ними. Четырёхугольник с вершина­
ми в серединах сторон данного — параллело-

1 , 1 , грамм со сторонами ^d-j и -^а2 и углом а меж­
ду ними (см. [2], с. 24). Его площадь равна

• Trcfcsina = | f^didasin
2 1 2 z 2 V2 1 z а

б) Пусть L и К — середины сторон AD и ВС четырёхугольни­
ка ABCD, М и N — середины его диагоналей АС и BD и при этом 
точки L, К, N, М не лежат на одной прямой. Тогда LM — средняя 
линия треугольника CAD, a NK — сред­
няя линия треугольника CBD. Поэтому 
LM =^CD = KN и LM || CD || KN. Значит, 
противоположные стороны ML и KN 
четырёхугольника MLNK равны и па­
раллельны. Следовательно, этот четы­
рёхугольник — параллелограмм.

26. Диагонали четырёхугольника перпендикулярны тогда и только 
тогда, когда суммы квадратов противоположных сторон равны.
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Доказательство (для выпуклого четырёхугольника). Необходи­
мость. Пусть диагонали АС и BD четырёхугольника ABCD перпенди­
кулярны. Если Р — их точка пересечения, то по теореме Пифагора

АВ2-АР2 = ВС2 -СР2, или АВ2 - ВС2 = АР2 — СР2.

Аналогично докажем, что

AD2 - CD2 = АР2 - СР2.

Следовательно,

АВ2-ВС2 = AD2-CD2, или AB2+CD2 = BC2+AD2.

Достаточность. Пусть в четырёхуголь­
нике ABCD известно, что

AB2 + CD2 = ВС2 + AD2,

а диагонали АС и BD пересекаются в точ­
ке Р. Обозначим

РА = а, РВ = Ъ, PC = с, 
PD = d, А APB = а.

Тогда

АВ2 = а2 + Ь2 — 2ab cos a, CD2 ~= cz + d2 — 2cd cos a,

ВС2 = Ъ2 +c2 — 2bccos(180° — a) = b2 +c2 + 2bccos a,

AD2 = a2 + d2 — 2ad cos(180° — a) = a2 + d2 + 2ad cos a, 

а так как по условию АВ2 + CD2 = ВС2 + AD2, то 

а2 + Ь2 + с2 Е d2 — 2ab cos а — 2cd cos а =

b2+ с2 +а2 +d2 -¥ 2bc cos а + 2ad cos а, 
а2 + Ь2 + с2 +d2 — 2(ab +cd) cos а = b2 +с2 +а2 +d2 -l-2(bc + ad) cos а, 

(ab + cd + be + ad) cos a = 0,

причём ab + cd + be + ad Д 0. Следовательно, cos a = 0 и AC 1 BD.
27. Если диагонали AC и BD четырёхугольника ABCD, вписанного 

в окружность радиуса R с центром О, пересекаются в точке Р и пер­
пендикулярны, то:

а) расстояние от точки О до стороны АВ вдвое меньше сторо­
ны CD;

б) медиана РМ треугольника APD перпендикулярна стороне ВС;
в) АВ2 + CD2 + AD2 + ВС2 = 8R2, РА2 + РВ2 + PC2 + PD2 = 4R2;
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г) площадь четырёхугольника ABCD равна 4 (АВ ■ CD + ВС ■ AD), 
причём для любого другого четырёхугольника ABCD с теми же сто­
ронами площадь меньше, чем | (АВ-CD + BC- AD}.

Доказательство, а) Проведём диаметр DD}. Тогда ZDBDL =90°, 
поэтому BD1 || АС, значит, С£>х = АВ. Перпендикуляр, опущенный из
центра О на хорду CDlt проходит через 
середину М этой хорды, поэтому ОМ — 
средняя линия треугольника DD. С, 
ОМ = ^CD. Поскольку равные хорды 
равноудалены от центра окружности, 
то расстояние от центра окружности до 
хорды АВ также равно |св.

б) Пусть К — точка пересечения 
прямой РМ с отрезком ВС. Обозначим 
AMPD = AKPB = a.

Медиана прямоугольного треуголь­
ника, проведённая из вершины прямого 
угла, равна половине гипотенузы, поэто­
му треугольник PMD равнобедренный, 
значит, AADB = а.

Вписанные углы АСВ и ADB опи­
раются на одну и ту же дугу, поэто­
му ДРСВ = ААСВ = AADB = а. Из пря­
моугольного треугольника В СР находим, 
что АСВР = 90° - АРСВ = 90° - а. Следо­
вательно,

ZBKP = 180° - а - (90° - а) = 90°,
т. е. МК 1 ВС, что и требовалось дока­
зать.

в) Проведём диаметр DD-^ Поскольку BD 1 BD1 и BD 1 АС, то 
BD || АС, поэтому CDr = АВ. Из прямоугольного треугольника DCD1
находим, что

Поэтому
CD2 + CD2 = DD2 = AR2.

AB2+CD2 = AR2.
Аналогично ВС2 + AD2 = AR2. Следовательно,

AB2 + ВС2 + CD2 + AD2 = AR2 + 4Л2 = 8R2,
PA2 + PB2 + PC2 + PD2 = (PA2 + PB2) + (PC2 + PB2) = AB2 + DC2 = 4R2.
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г) Пусть ABCD — произвольный четырёх­
угольник со сторонами АВ = а, ВС = b, CD = с, 
AD = d. Рассмотрим четырёхугольник АВ, CD. где 
точка BL симметрична вершине В относительно 
серединного перпендикуляра к диагонали АС. 
Тогда

SABCD = $ab1cd = ^CB1-CDsinZB1CD + -^BjA-ADsinZBjAD <

jCB1 -CD + ^B^A-AD = ac + bd

Равенство достигается, если ZBrCD = ZB1AD = 90°, т. e. четырёхуголь­
ник AB, CD вписанный, причём его два противоположных угла равны 
по 90°.

Поскольку диагональ АС видна из точек В и Вх под одним углом, 
четырёхугольник ABCD вписан в ту же окружность, а так как АС || ВВХ 
и BjD — диаметр, то угол между АС и BD равен углу B1BD, т. е. 909.

Обратно, пусть четырёхугольник ABCD со сторонами АВ = а, 
ВС = b, CD = c, AD = d вписан в окружность и его диагонали АС и BD 
перпендикулярны. Проведём диаметр DD. Тогда

ADj = ВС = b, CDl = АВ = a, ZDADL = ZDCDL = 90°, 

^abcd = SaDjCD = +SADCDi = ■^AD‘AD1 — -CD ■ CDX —

28. Две окружности касаются внутренним образом в точке М. Если 
АВ — хорда большей окружности, касающаяся меньшей окружности 
в точке Т, то МТ — биссектриса угла АМВ.
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Доказательство. Если хорда АВ параллельна общей касательной 
окружностей, проходящих через точку М, то утверждение очевидно.

Пусть луч АВ пересекает общую касательную в точке С (В лежит 
между А и С). Обозначим

ZCMT = АСМВ = а, ААМТ = у.

Тогда СМ = СТ как отрезки касательных, проведённых к окружности 
из одной точки, значит, треугольник МСТ равнобедренный. Из теоре­
мы об угле между касательной и хордой следует, что

/МАТ = АСМВ = а.

Поэтому
АСТМ = /СМТ = </>, /МТБ = а +у =у

(внешний угол треугольника АМТ). Следовательно,

/ТМВ = у — а = у,

т. е. МТ — биссектриса угла АМВ.

29. Если вписанная окружность касается сторон АВ и АС треуголь­
ника АВС в точках М nN, a Р — точка пересечения прямой MN с бис­
сектрисой угла В, то /ВРС = 90°?

Доказательство. Пусть О — центр вписанной окружности; а, 
(3, у — углы треугольника при вершинах А, В, С соответственно. Тогда
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в треугольнике МРВ известно, что
/РВМ = |, /ВМР = 180°- AAMN = 90° +

Поэтому
ZMPB = 1809 — ~ - (90° + тИ = 90° - § - 

Zi V Z-i J Cj
Следовательно, отрезок ON виден из точек Р и С под одним и тем 
же углом. Значит, точки О, N, Р и С лежат на одной окружности, 
а так как ON 1 АС, то ОС — диаметр этой окружности. Следовательно, 
АВРС = АОРС = 90°.

30. Окружность Аполлония. Геометрическое место точек, рассто­
яния от каждой из которых до двух данных точек относятся как т: п 
(тДп), есть окружность.

Доказательство. Введём систему координат на плоскости так, что­
бы точки А и В имели координаты (-а; 0) и (а; 0) соответственно. 
Если точка Р имеет координаты (х;у), то

АР2 _ (х + а)2 -I- у2 _ т2
ВР2 (х-а)2+у2 п2 '

Последнее уравнение приводится к виду

х + 2=Г 21Шцу

( а(т2 +п2) \Это уравнение окружности с центром , »— ------0 и радиусом
2гпп у т--п J

|т2 — п2| ’

31. Теорема Птолемея. Сумма произведений противоположных 
сторон вписанного четырёхугольника равна произведению его диа­
гоналей.

Доказательство. Пусть ABCD—четырёхугольник, вписанный 
в окружность. Отложим от луча ВА в полуплоскости, содержащей 
точку А, луч ВР так, что ЛАВР = ACBD (Р — на АС).
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Треугольники АВР и DBC подобны по двум углам. Поэтому

=> AB-CD = АР-BD.

Поскольку

AABD = ААВР + APBD = ACBD + APBD = АРВС, ABDA = АВСР, 

треугольники РВС и ABD также подобны по двум углам. Поэтому

(Д': => ВС-AD = PC-BD.

Сложив почленно эти равенства, получим, что

AB-CD+BC-AD = AP-BD+BD-PC = BD-(AP + PC) = BD-AC.

32. Теорема Менелая. Дан треугольник АВС. Некоторая прямая пе­
ресекает стороны АВ, ВС и АС (или их продолжения) в точках С15 Аг 
и В] соответственно. Тогда

BAt CBt ACt _
QB ” L

Доказательство. Рассмотрим случай, когда точки С, и А2 лежат на 
сторонах АВ и ВС, а точка В2 —на продолжении стороны АС за точку 
С. Для остальных случаев доказательство аналогично.

Проведём произвольную прямую I, пересекающую прямую А1С1 
в точке L. Через точки А, В и С проведём прямые, параллельные пря­
мой А-С . Пусть А2, В2, С2 — точки пересечения этих прямых с пря­
мой I. Тогда по теореме о пропорциональных отрезках

ВАг _ B2L СВг _ С21 А(\ _ A2L 
а1с ~ ьсд вгА ~ lap сд ~ lb2'
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ВАг СВг АС1 _ B2L C2L A2L _
АгС ' ~ ~ Тс~2~ ~ ~

Следовательно,

33. Теорема Чевы. Пусть точки Вх и (< принадлежат сторонам 
(или их продолжениям) соответственно ВС, АС и АВ треугольника 
АВС. Прямые AAL, ВВ1, ССг пересекаются в одной точке ИЛИ парал­
лельны тогда и только тогда, когда

АВ1 CAj ВСг _ 
вд'дв'да ~ L

Доказательство. Рассмотрим случай, когда точки Аъ В1 и С) ле­
жат на сторонах треугольника, а не на их продолжениях. Пусть отрез­
ки АА1,ВВ1 и CQ пересекаются в точке М. Проведём через вершину В 
прямую, параллельную АС, и продолжим отрезки АА: и ССг до пере­
сечения с этой прямой в точках К nN соответственно.

Из подобия треугольников ВАДС и САгА следует, что 

ВК = АС-^.
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Аналогично
ВС,BN = АС -т-г-

Тогда
АВ1 _ ВгМ _ СВ, 
~ВК 11В BN '

Следовательно,
ВА,

ABt
вТс

_ ВК _ AiC_ _ ВА, С, А
: BN Ж ' АС ' BCj ’ 

С] Л
Поэтому

АВ, СА, ВС, _
~ ’ И, ’ ~

Обратно: пусть
АВ, СА, I3C, _ 
в^с'а^в'~ ~ L

Предположим, что прямая, проходящая через вершину В и точку пе­
ресечения отрезков АА1 и CClt пересекает сторону АС в точке Р. Тогда
по доказанному

АР _ ВАг АСг 
PC : АгС ’ СгВ’

а так как по условию
АВг _ ВАг АСг 
~ ~ ~ ’ QB’

получаем
АР _ АВ1
PC ” BjC

Следовательно, точки Р и совпадают.
Для любого другого расположения точек Ar, BL и Сг на прямых ВС, 

АС и АВ соответственно доказательство аналогично.
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